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AVI$  DU  LIBRAIRE. 


Ce  Traité  est  le  cirKpiième  fobane  du  Ginrg  éUmen- 
tairo  de  MathématiqDes  piire!s,  de  M.  Lacroix;  Cours 
qui  comprend  f  Arithmétique ,  /'Algèbre ,  la  Géométrie, 
la  ïiigpnsmitria  rectUi^ft  et  spliériqna ,  ainsi  ifae 
UAppheaimB  àé  f  &.lgëbre  à  la  Géométrie.  On  trouvera 
-dans  les  Essais  sur  l'Enseignemeiit ,  du  même  Auteur, 
f  analyse  de  chacune  de  ces  parties,  auxquelles  font 
suite,  le  Complément  des  Ëlémeas  de  Géométrie  fou 
Élémçna  de  Géomitiie  doscriptitej ,  le  Tnité  étémen- 
taire  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intégral  et  le 
Tr^té  élémentaire  du  éalcnl  des  Prob^ilités. 


Tout  Exéyiplaire  qui  ne  portrait  pas ,  comme  ci- 
dessous,  lès  signatures  de  V Auteur  et  du  Libraire, 
sera  contrefait.  Les  mesures  nécessaires  seront  prises 
pour  atteindre ,  coTiformémeiit  a  là  loi,  les  fabrica- 
Uurs  et  les  débitons  dbVtt  Sxoti^airet. 
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Des  fonctions   symétriques   des  racines  des 

équations, 

1 .  vJn  appelle  fonction  d'une  ou  de  plusieurs  quàii- 
tîtés ,  toute  expression  composée  de  ces  quantités ,  ou 

dont  la  valeur  en  dépend  :  x">  -^^  sont  des  fonctions  de 

x\  ax+b,  — ^  .    j ,  etc. ,  sont  encore  des  fonctions  de 

±  j  lorsqu'on  regarde  les  quantités  a  et  6 ,  c  et  ,d 
comme  déterminées  ou  connues.  L'expression  oxy^^by*, 
considérée  par  rapport  aux  quantités  xety  seules ,  est 
une  fonction  de  a?  et ^  ;  les  racines  d'une  équation,  dé- 
pendant de  ses  coefficient  et  de  son  exposant ,  sont  > 
par  cette  raison ,  des  fonctions  de  ces  quantités. 

Quoiqu'on  ne  pjiisse  obtenir  en  général  les  racines 
d'une  équatibo'  que  par  approximation  ou  avec  des  ra- 
dicaux,  il  y  a  cependant  des  quantités  qui  dép^dent 
de  ces  racines  ,  et  qui  s'expriment  d'une  manière 
rationnelle  au  moyen  des  coefficiens  de  l'équation  pro- 
posée. Les  quantités  dont  je  parle  sont  celles  qui  renfer* 
ment  toutes  les  racines  combinées  d*une  manière  sem- 
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blable ,  soit  entre  elles  ,  soit  avec  d'autres  quantités,  et 
que  pour  cela  je  nommerai  fonctions  symétriques. 
La  somme  des  racines  ,  celle  de  ktirs  produits  deux  à 
deux,  trois  àtrois^  etc.  ^données  respectivement  par  les 
coef&ciens  du  second^  du  troisième,  du  quatrième,  etc., 
termes,  sont  des  fonctions  symétriques. 

On  reconnaît,  en  général ,  une  fonction  symétrique  à 
ce  qu'elle  ne  change  point  de  valeur,  quelque  permtrta- 
tion  qu'on  y  fasse  entre  les  quantités  dont  elle  dépend. 

Les  fonctions  qui  n'ont  pas  ce  caractère  ,  dépendent 
d'équations  plus,  élevées  que  le  premier  degré,  parce  que 
c'est  une  loi  bien  remarquable  de  l'Analyse,  et  une  suite 
nécessaire  de  sa  généralité ,  que  l'équation  d'où  dépend 
la  détermination  d'une  fonction  quelconque  ,  renferme 
toujours  toutes  les  valeurs  dont  cette  fonction  est  suscep- 
tible ,  en  y  échangeant ,  les  unes  dans  les  autres ,  le» 
quantités  sur  Tordre  et  la  valeur  desquelles  les  con- 
ventions n'ont  rien  établi  de  particulier. 

Les  questions  suivantes ,  quoique  très  simples ,  répan- 
dront le  plus  grand  jour  sur  tout  ceci. 

a.  Proposons -nous  d'abord  de  trouver  .deux  quan^ 
tités  dont  la  somme  soit  ^  et  le  produit  q. 

En  représentant  par  x  et  par^  ces  deux  quantités , 
on  aura 

x+y  =  pA     d'où  Ton  tirera     {^;-P^.+  9=o, 
xy=:^,)  ly^— py  +  9  =  o; 

les  deux  inconnues  x  et  y  seront  les  racines  d'une  même 
équation,  parce  qu'elles  entrent  toutes  deux  de  la  Uiéme 
manière  dans  les  conditions  du  problème. 

Je  suppose  maintenant  qu'au  lieu  de  chercher  immé- 
diatement les  quantités  x  ety,  on  se  borne  à  demander 
la  valeur  de  leur  différence  x —  y  :  on  l'obtiendra  aan* 
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peinte;  car.,  en  vertu  dqs .«quatioDS  proposée^ >  jt^n ^ura 

retiaBchant  le  second  réânUat  du  preiQier,  il  vien^a- 
d'où 

On  pouvait  prévoir  <î'fi(vance  jjne  la  foiiétîoi^  a:— ^ 
'aurait  deux  valeurs ,  et  que  par  conséquent  elle  dépen- 
drait d'une  équation  du  second  degré  ;  car.  rien  dans 
l'énoncé  de  la  question  et  dans  la  manière  de  la  ré- 
soudre n'indiquait  qu'on  cherchât  x  —  jf  ou  Jy^ — x. 

La  foncftion  ot^-f-j^*^  au  contraire^  dans  laquelle  il  est 
indifférent  de  changer  x  en  y,  et  réciproquement,  n'étant 
susceptible  que  d'une  seule  valeur ,  ne  dépendra  que 
d'une  équation  du  premier  degré.  En  effet,  si  de  l'équa- 
tion X*  -}-  2xy  4-  J^  =  p^  on  retranche  celle  -  cî , 
j2xy  =mq  y    il  en  résultera 

Ces^TtiDtnarques  seront  ^'autant  nt-ieuz  senties  ,  qu'on 
sera  plus  habitué  à  la  march/cle  TAnalpe. 

3.  n  est  facile  de  voir  que  si  m,  fi ,  y,  i"  et  $  dési- 
gnent les  racines  d'une  équation  du  cinquième  degré,  les 
quantités  ■ 

-'+  fi'+  y*4-  ^+  «% 

*'+ i8^+ y^+ ^'H- •^ 
etc., 

soht  des  fonction»  symétriques  de  ces  racines.  Il  en  se- 
rait de  même  des  puissances  semblables  des  racines 
d'une  équation  d'un  degré  quelconque.  Ne'Wton  a  donné 

1. . 
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des  formules  très  élégantes  pour  les  calculer  sans  qarl 
soit  besoin  de  résoudre  l'équation  proposée.  Ces  for- 
mules y  qjsL'il  ne  démontra  point ,  sont  de  la  plus  grande 
importance  dans  la  théorie  des  équations  ;  jé  Tais  y 
parvenir  d'une  manière..simple ,  au  moyen  de  la  for- 
mule trouvée  dans  le  n®  180  des  Elémens. 

4.  Soit  af^+Px'^'+Q:x^''^+Bx'^-\..+Ta:+U=:zo 
réquation  proposée  ;  le  résultat  de  la  division  de  son 
premier  membre  par  x^^a,  ordonné  par  rapport  kx, 
sera 


X 


m— I 


;     +Q 


X 


m— 3 


+  R\ 


•    ••»••• 


_  '■•  f  •  -      \         i  \  I 


piûs.  changeant  ^  en  /8  ^  on  aura  pour  le  quotient  de  la 
division  par  x  —  /8 , 


X 


m— 4 


....+/8 


m— t 


•  ••*••»  99 

'  .4-      Ti 

de  même,  pour  le  quotient  de  la<lîvision  par  x-^y^ 
on  trouvera 


'II.  'l'-  ( .  tj.  T 


l 


«"~'+y  la:""**-f-y'    rA-"~'-f  y* 


4- PI 


'  t 


s     î ')  '«'   -» 
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'  £n€O0tinuAQtAiflâi:jfpi^obtieodniaûtaiit4equèifien«» 
q«U  y  a  de  rad&G»;  et  pour  Iles  lâ^iU^ir'èaaaodcilBl^tin 
qçpréaent^rit  fàVaSt  lA'^samDie'âeA  prekxûàre9  puiafiâniEs^ 
4es  racines  jpar<  ^Acen^iâciltârâ  secondes,  pmtssancea^^ 
par  «$3  celle  de  leurs  troisièmes ,  enEn/par  Séid^  ^Ottttni 
des  puissances  du  diegré  m  :;.ou  aura  ainsi:  .'!:j    i  II 


>••••••• ••••' 


■     S^z=,r+  /g«,if  v*4-. iJ-'-U  r/'^-^^î  '  '■•"' 

A  rcdde  de  cette  notadon>x)n;tik)UYera{iotur<la<rsoiniiia 
de  tous  les  quotiens  donner  ci-desisuSi  rezpressioh  ssi^ 
vante  :  '>  i-.'-   "  -r  •. 


s 


H- mR| .  •-;  '  .  +f  ^iuLÏ      '' 


"  iî  >  f  -Bu  î'i..if 

J  observe  maintenant  que  cqaque  quqti^nt  partiçuliei; 
est  le  produit  dé  tous  lés  facteurs  de  la  proposée  ,  exi 
cepté  celui  par  lequçl  on  a  qivjse.  Le  p^emie;:  de. ces 
quotiens,,  par  .exemple.'  Venfèrme.  tous  les  Éacteûrs, 
excepté  J5  — i**:  le  coefficient  de  son  second  terme  sera 
donc  la  somme  de  toutes  lÂ^t^i^eà/ excepté  «,  prises 
^Vea4e4AÎg9^.fi0nibRairea}jGelui  de.sontroisièine:terme, 
la  ^i^mÂ  de  toiis:  tjNasvprodBÎtsidèux  a-  detix^  excepté 
Qèa%  <)ui  seraient  iornàésife  la /lettre  «combinée  avec 
fiI^§LCune  des  autr^  :;  |e  c^effiGiom:  du.  quatÉièms  termei 
^ntiençli^^t  de  m^  tous  le^>ïoduit3  trois  à  tro.is  ,  Jt 
l>?^ceptiQi^«/de  ce»3ii-qi}i. résulteraient  de.  la:  lettre  m 
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eoaùàaie  àvbc  deux  aatres^qoelcoaqaiea,  et  ai»si  des 
eoe^kiiéoa:  sinvams;  €e  i|iii  TÎNsii^  d'être  dit  sur  le  premier 
qnvlirait  et  pour  la^  \enpd  #v  ^^ra-  Ueu  ég^ismént  par 
i^appoiPt  att  s90o»d  et  à'kileàrie'iS^/aii  ti^isième  et  à  )a 

Il  résulte  de  làp  qne'^k' côefficieat  du  secoadî  t^rme 
dans  la  somme  des  quotîens^  ou  dans  la  fonction  [A)^ 
est  égal  à  i^— r  1  fois  la  somma  des  racines  prises  avec 
un  signe  CQntraire>j  car  si  toutes  les  LettcÊs  se  trouvaient 
dans  chaque  quotient^  oh  aurait  m  fois  cette  somme  : 
mais  comix^e  chaque  leittife^maGiquiera.  une  fois ,  d'après 
ce  qui  a  été  dit  cî^dessus ,  elles  ne  se  trouveront  toutes 
B&pétéesr.qti»!]^  -p^'i  &is.  Qn  aura  donc  (m-— i)P 
pom:  lel  coefficièaË  du  seconâ  t^me  de:  Ç^y  ^  ^  par 
conséquent^ 

1^ ,  L^  ço^cient  dj:i.tto^ièm&  teroi^de  laj&me^on  {A) 
^  tgont^^i^^ît  aussi!  ^  fois,  les  div^i^  produits  des  racines 
^^^^' ^y  fii7i^>  ®tc. ,  çDmbinées  deux  à  deux  ,  si  toutes  en- 
Âtraient  dans  chaque  quotient  ;  mais  chacun  de  ces  pro- 
\  dçi^  n^jUique  dans  deux  quotiens  :  afi ,  par  exemple , 
ne  se  trouve  m  dans  le  premier  ni  dans  le  seço^id; 
tons  ne  serohif  donc  répétés  que  m— -a  fois  \  et  comme 
leur  spmipe  ék  exprimée  par  Q,  dans  Téquation  pro- 
posée ,^  OjQ  âyra  (m  —  2),^  pour,  ïe  coefficient  du  troi- 
sième termq  dé  la  foncBon  (^j,  d*ou  irï&ultera 

.  .De  tiiâmfi  ie:X3»rifideat^tt:  qttaâ!^lème^«^âi^  Ai^^^ 
foitetioii  (^Ay  iteicoiitîènâra'que^  Ttu**^  ioh  le»  di^a^  pr#^ 
daiite  de8iiacin8S.prb^àvâede&  svjgiiès  bonmâï'dd^ôôttf^ 
binées  ti»»»à  trois  ;  oaMuxAumm  à&tes  pr&dmtdmmïqvi^4at 
(fems  irois  quotteoi»  :  <*^«|Sy,  ^«ir  ëXètBiyie,  se  £^'ti1dtfvët^ 
m  dans  le  premier/ m  dans  le  ieco^d^ ,  ni  daiS9  ïe  M>i- 
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fième;  ainsi  leur  somme  étiiDl  A.  dans  TéquaHon  pro-« 
posée,  (m-— 3)/{  sera  le  coefficient  cherché,  et  on 
aura  par  conséquent 

Ss  +  PS»+  QS.  4-  mR=  (m  — 3)fi. 

On  peot  penser  ces  raisonnemens  aussi  loin  que  l'on 
voudra ,  et  on  en  tirera 

etc.  J         vetc. 

5.  On  obtiendra  par  ces  formules  la  somme  des  puis- 
sances des  racines  ^  tant  que  Te^qiosant  de  ces  puissances 
sera  moindre  que  m  y  mais  rien  n*e8t  plus  facile  que  de 
la  trouver  passé  ce  terme.  En  effet ,  i)  suffit  pour  cela  » 
comme  Enler  l'a  remarqué  »  de  multiplier  l'équation 
proposée  par  x"  ;  il  viendra 

mettant  successivement  «,*  i^,.y^  ^4  etc.^  au  lie^  de  x  / 
on  aura 

^«Hr»^ p^m4-»-i^.  Çi3"+»-«+iRfl"-^-3„.+r^J»**  -f  Lr^»=0  , 

etC*   9  r 

« 

et  en  ajoutant  ces  résultats  entre  eux ,  on  exclura  de 
la  notation  adoptée , 

Cette  équation:  se  Ue  parfaitement,  avec  tes  précé- 
dentes »  eas  en  faisant  n  2=:  q  ;  on  a 

S»  =  5*=?=i**-f*/ff*  +  y*  +  *"+etc.; 

et  comme  «t®  =  1  ,  |8^  =  i  ,  y®  =  i ,  ^®  =  i ,  etc.-,  il 
suit  de  là  que  5«  égak  rûnîté  jrépétée  autant,  de  fois 


n 


^ 
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1  _ 

qu'il  y  a  de  racines  ^  ou  égale  m.  Par  cette  observa^ 
tion ,  l'équation  cinlessus  devient 

m 

résultat  dont  la  forme  répond  à  celle  -de  la  dernièie 
des  équations  du  numéro  précédent  ^  qui  serait 

Ces  équations ,  dont  la  loi  est  facile  à  saisir  ^  renfer- 
ment le  Aéorème  que  Newton  a  énoncé  dans  son  Arith' 
'  métique  universelle,  et  qu'il  a  appliqué  à  l'équation 

j:*—  a:3—  igx*  +  49^? — 3o  =  o. 

Dans  ce  cas  particulier^  oùP  =  — i,   Ç  =  —  ig, 
/jf '=  +  49 ,  5= —  3a,  il  a  trouvé 

5,=  i,    5.  =  39,    53  =  39,    54  =  723: 
on  obtient  de  même 

55=— a849- 
6*.  Il  est  visible  que  si  l'on  fait  a;  =  -  dans  l'équation 

proposée  y  qu'oii  en  réduise  tous  les  termes  au  même 
dénominateur  >  on  aura  une  équation  dans  laquelle 
z  =  ocT^  y  et  dont  >  par  conséquent ,  les  racines  seront 
«""S  /S"*,  y"',  etc.  ;  dégageant  donc  de  son  coefficient 
la  plus  haute  puissance  de  2 ,  et  mettant  dans  les  der- 
nières formules  du  nP  précédent ,  au  lieu  des  coefficîens 
P,  Q,  etc. 9  ceux  de  l'équation  transformée,  les  quanti- 
tés Sj,  S^ySs,  etc.,  deviendront  les  sommes  .des  puisr 
sauces  négatives  des  racines  de  la  proposée ,  et  devront  en 
conséquence  être  remplacées  par  5_t,  5^»,  5_s,etc.j 
en  désignant  par  5_«  la  quantité  «■"*  +  /8""+  etc. 

Nous  ferons  remarquer  qu'au  moyen  de  cette  nota- 
tion, on  peut  changer  Je  signe  de  n  dans  l'équation' 


^'4     » 
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et  qu'on  aura  Téquation 

■  1     , 

qui  fera  connaître  les  relations  des  sommes  des  puis^ 
sances  négatives ,  soit  avec  celles  des  puissances  posi- 
tives, soit  entre  elles;  maïs  tant  que  n<C.m,  ces  der- 
nières relations  sont  exprimées  plus  simplement  par  t^ 
qui  a  été  dit  ci-dessus. 

7.  Avec  lé  secours  des  résultats  du  numéro  précédeat , 
'toute  fonction  algébrique,  rationnelle  et  symétrique  des 
racines  d'une  équation  quelconque ,  pourra  s'exprimer 
par  les  coefficiens  de  cette  équation  ^  l'exemple  qui  va 
suivre^  quoique  particulier ,  montrera  suffisamment  dé 
quelle  manière  la  chose  doit  s'exécuter  en  général. 

Soient  «,  /S  et  7  les  racines  d'une  équation  du  troisième 
degré  :  si  l'on  multiplie  l'une  par  1  autre  les  quantités 
^» + /3»  +  y».=  5„  et  A? + /8P  +  yP  =  5p ,  il  en  résulter^ 


)' 


mais  la  première  Ugne  du  premier  membre  est  égale  à 
Stt^p  >  et  la  seconde  est  mie  fonction  symétrique  des  i^- 
cines  tt,  fi  ety,  formée  en  les  combinant  deux  à  deux , 
et  en  les  affectant,  chacune  à  son  tour,  de  l'exposant 
n  et  de  l'exposant  p  :  on  aura  donc  .    . 

Jl  est  facile  de  VQir^  qu'en  quelque  nom}?re  que  spient  les 
iracines  «>  /S,  7,  e^q.,  la  valeur  d'une  fonction  symétrique 
de  la  forme  m'^fiP  +  etc.,  sera  toujours  Sf^Sp  —  Sn^p ,  le«i 
sommes  SnSp  etSn^p  étant  calculées  pour  le  nombre  de 
racines  que  l'on  considère. 
En  multipliant  par  k?  +  ^s^  '+  y^  =1$,  l'équation  pré-? 
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cédente ,  on  aura 

I^s,  deux  premières  ligne»  du  premier  membre  de  cette 
équation  ,  étant  des  fonctions  syœétnqaes  ibrméttarâe 
produits  de  deux  lettres ,  seront ,  d'après  ce  qui  pré- 
cède ,  exprimées  respectivement  par 

et  .oa  en  conclura  que  La  troisième  ligne  »  qui  esl  nsne 
{onction  symétrique  formée  de  produits  de  trois  lettres , 
sera  égale  à 

On  aurait  encore  ici  y  comme  dans  le  cas  précédent,  un 
résultat  de  la  même  forme,  quel  que  fut  le  nombre  des 
racines  ;  en  sorte  que  l'expression  <nrdesdtt»e9t  celle  de 
toute  fonctioo^  symétirique  composéie  deproiânîts  de  trois 
racines. 

Le  procédé  dont  j'ai  fait  usage  poilr  découvrir  les  deux 
formules  précédentes  est  général  \  et  en  continyaiit  fës 
muMpIfcâtions  ^  on  parviendra  à  exprimer  une  fonction 
symétrique  quelconque^  qui  ne  peut^mais  ofiîrîr  qu'une 
suite  de  termes  tels  que  a^fi^'/i*  etc. ,  et  dans  lesquels 
chacune  des  lettres  a:,  fi,  y^  ^c.,  ae  trou've  aflSectée  suc- 
cessivement de  tous  les  exposans. 

La  fc^mute  donnée  ei-dessus  ,  pour  Texpression  de  |a 
fonction  symétrique  a^fiP^^i  +  etc. ,  doit  être  modifiée 
lorsque  quehgpes^uns  des  exposans  n,p,  q  deviennent 
éga&x. 

Pour  fixer  les  idées ,  je  supposerai  qu'il  n'y  ait  que  les 
racines  m,  /?;  y,  *.  La  fonction  «•/9Py*-f-  etc.,  composée 
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de  touB'iea  ansang^DnenâP  possibles  àea  eJcposans  n,  p ,  q 
&m;  les  lettre»  »,  i9>  y^^>  prises  troisàfrèîs,  renferme  en 
géoiéral  viagt-cfoatvetwmeis  dBsti^cts  ;  mais  lorsque  deux 
de  oceeacpQsaiis  deviennent  ègxax,  comme*  daxis  Isl  fonc- 
tion «^iSy-f  ât'^iS^-f-  etc.^  ejlj»  né  «enâent^plas-que  douze 
termes.  dijQférens ,  répétés  chacun  deuxfoi^»  et  la  valeur 
que  doiinê  dans  ce  C4s  Texpressîon  ci-dessu3>  est  double, 
de  celle  que  doit  ay.bir  Tensemble  des  douze  termes  iné-. 
gaux.  Si  les  trois  exjposans  n,  p  et  q  devenaient  égaux 
entre  eux /la  fonction  ût*^Py^-f-etc.,  ne  renfermerait  pln« 
que  quatre  termesi  dîlFérens ,  répétés  cbâcan  si;(  fois  ; 
et ,  dans  cette  hypothèse ,  il  faudrait  prendre  pour  la 
valeur  de  ces  quatre  termes  le  sixième  de  son  expr^ 
sipn  générale.  ,  . 

Toutes  les  fonctions  symétriques  sont  susceptibles  Âe, 
semblables,  réductions  lorsqu'il  y  ^  égalité  entre  qùel- 
q^e8-uns  de  leurs  exposans  ;  en  comparant  leur  fornie 
réduite  avec  leur  développement  général  ^  on  verra  faci- 
lement par  quel  nombre  il  faut  diviser  l^çxpression  que 
donne  pour  ce  dernier^  la  méthode  ci^^dessus. 

LeA  foBctiôus'fi'actibÀneires'ne  doivent  pas  faire  un 
article  à  part  ;  car  Idnqu'elled  sont  syméti iipies  >  il  en' 
résulte^  après  quoq^leur  a4onné  le  méxna  dénçwna- 
teur  j  une  fraction  dont  les  deu^  tenpeg^sont^de»  fpnp- 
tions  symétriques  et  entières.  La  fonction. 

-4-~4-^  +  jg+j-f  ^>    par  exiemBle,  condmt  ^ 

numéi^teur  et  le  dénominateot  sont  des  fonctions  sy- 
métri(|ues.  '  "^ 

Plusieurs  -  géoméireï  ae  tont  occupés  spécialement 
de  cesb,  rocherefaes ,  «il  VandvrnNNade ,  ^en  particulier^ 
a  imaginé  une  espèce  de  signe^;  on  ùh  nlgorkkme ,  au 
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moyen  duquel  i\  a  oonatniitdeâ  formules  généraiâs  qui 
donnent  immédiatement  ïexprefisïfmA'vme  fonction  sy- 
métrique quelconque.  Ceux  qui  •eroat  curieux  de  con« 
naître  ces  formiile^j^potiifront. consulter  son  Mémoire 
{Acad.  c2e£  «$ciflnc^^^  42B»,.  1771).  j    - 

'  8.  Si  l'on  avait  une  fonction  dans  laquelle  il  n'entrât 
que  quelques-unes  des  racines  de  Féquation  prooos^ée , 
on  pourrait  encore^  à  Taide  de  ce  qui  précède ,  parvenir 
À  former  lâf  nouvelle  équation  dont  elle  doit  dépendre.^ 
Qu'il  s*agissé  ,  par  exemple  ;  de  déterminer  la  sommes 
de  deux  quelconques  des  racines  de  Péquation  générale 
du  troisième  degré  ; .  comme  il  n*y  aurait  pas  de  raison 
pour  représenter  cette  somme  par  «e  +  i8  plutôt  que 
par  ee  -f>  y,  ou  par  ^  +  V>  ces  trois  expressions  doivent 
être  regardées  comme  autant  de  valeurs  dont  elle  est 
.èysceptible;  elle  dépendra  par  conséquent  d'une  équa- 
tion du  troîsièine  degré ,  ayant  pour  racines  «  -f-  /3, 
«-f*y  et  jS  -f-  y^  et  qu'on  formera  en  égalant  à  zéro  le 
produit  deâ  facteurs 

,   :»  —  (*  +  ©;.    »— .(•  +  y)>     a— G«  +  v)- 
^Eà  ^ectuant  le  calcul ,  on  obtiendra 

Les  coefficiens  des  différentes  j^uiss^ces  de  z ,  dans  ce 
résultat,  sont  des  fonctions  synàétrigûès,  dont  on  troiur;v, 
vera  facilement  l'expression ,  et  les  valeurs  de  l'incon-, 
mie  z  seront  aussi  celles  de  la  fonction  cherchée. 

li'équatio^  générale  du  troisième  degré  étant  repré- 
sentée par  x^  -f-  P^  +  Q^  +^  =  G ,  on  aura      .    . 

et      flt^i?  +i#i«'+  «j'y  rf  *V*+  fiW  +  À'"  =?=  SiSt  —  ^a  i    . 


A 
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mais  donnenties  équations  du  n^  4 

et  de  plus  ,         . 
il  viendra  donc 

et ,  en  dernier  résultat , 

.  «3  +  aPa»  +  (P*  +  Ç)  a  +  P  Q  —  B  =  o. 

*        »  •  •       '     » 

Cet  exemple  fait  voir  que  pour  trouver  Téquatioa 
d*où  dépend  une  fonction  quelconque^des  racines  de  la 
propoçée ,  il  faut  faire  dans  cette  fonction  toutes  les 
permutations  possibles  entre  les  lettres  a,  fi^  y,  f,  etc.  ; 
et  désignant  par /y  /3^i  >',  etc,  les  difFérens  résultats 
obtenus  ainsi ,  on  égaler^  à  zéro  le  produit  des  facteurs 
ft^-«  ,  a  — /âf,  z  — y',  *-^^',  etc.  Les  coefficiens  des 
puissances  de  z  dans  l'équation  à  laquelle  on  parviens 
dra  étant  des  fonctions  symétriques  des  quantités  a',  ^, 
y[,  i^,^tc,j  qui  renferment  entre  elles  toutes  les  combi- 
naisons qu'on  peut  faire  des  quantités  a ,  fi,^  y ,  i",  etc. , 
dans  la  fonction  cherchée^  seront  aussi  des  fonctions  sy- 
métriques de  ces  derilières ,  ef  pourront  par  conséquent 
s'exprimer  sous  uile  forme  rationnelle  par  les  coefficient 
de  l'équation  donnée.  En  eiFet,  il  est  facile  de  voir 
qu'aucune  fonction  symétrique  de  af,  /S*,  y',  ^,  etc., 
ne  peut  changer  de  yal.eur ,  de  quelque  manière  qu'on 
permute  entre.etlçs  les  Jettrçs  et,  fi,  y,  J\  etc.  ;  et  cette 
invariabilité  est^  ainsi.qii*on  Favu  plus  haut,  le  carac- 
tère essentiel  des  fonctions  symétriques.' 

g.  Les  équations  qui  déterininent  «9,  >  «S^f  «93  ^  etc.^ 
^c^ns  le  n®  4>  4Q^^t'a,uââi';les  expressions  suivantes  : 
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P  =  —  5.  , 

R , 

etc., 

• 

par  le  moyen  desquelles  on  peut  trouver  les  coefficîeiij 
P,  Q,  »,  etc.,  d'une  équation  a:* 4- jPa:*"—*+ etc. =o, 
lorsqu'on  connaîtra  les  sommes  S^ ,  S%^  Sz ,  etc. ,  des 
puissances  de  ses  racines. 

Ces  formules  sont  commodes  pour  former  l'équation 
atiK  carrés  des  différences  des  racines  d'une  équation 
donnée  ÇElém.,  2208). 

Soit,  pour  exemple,  l'équation  a^^^x  \  jj-jo  ;  dési- 
gnons ses  racines  par  Affi^y,  et  ses  coefficiens  par  P, 
Q\R\  l'équation  cherchée  étant  alors 

il  viendra  pour  la  somme  de  ses  racines , 

pour  celle -de  leurs  quarrés , 

(<*  -  |î)<  +  (•  —  5.)*  +  (/9  —  },)♦  =^. 

pour  celle  de  leurs  cubes, 

(-^  ^)«  +  (— >)«-f.<^ ->)»  = 

et  on  troa?era ,  par  le  n"  4> 

5,r=o,5,=i4,5s=— ai,  54=98, 5f=— «46, 5i=8S. 
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Nommant  alors /,  yf^^fs,  les  sommes  âéveltyppées  ci- 
dessus  ,  on  anra 

/,  =  4a,    /,  =  88a,    f 3=  1^669  ; 

et  comme  il  existe  entre  f^,  /»,  /s  et  les  coeffioiens 

de  Téqùation  en  z ,  que  )e  représenterai  par 

z^  +pa*  +  92i+r=o,  les  mêmes  relations  qu'entre 
•5, ,  .Sa,  «Ss,  et  les  coefficiens  P,  Q,  R  ^  les  formules 
rapportées  au  commencement  de  cet  article ,  donneront 

P  =  — /«=  — 4a, 

et  y  par  conséquent  >  réquation  (D)  deviendra  ' 
a^— 4aa*4-44i«  — 49  =  0,    ' 

comme  dans  le  n*  ao8  des  Êlémêns. 

« 

10.  La  théorie  de  l'élimination ,  dans  les  équations  à 
deux  inconnues  ^  dérive  d'une  manière  bien  simple  de 
celle  -des  fonctions  symétriques ,  edcposée  dans  les  ar- 
ticles précédens.,  . 

Soient  les  deux  équations 


le  jnoyen  qui  s'offre  le  premier  pour  chasser  x  de  ces 
équatioVis^  consiste  À  prendre  dans  l'une  d'elles  la  valeur 
de  1;, "pour  la  substituer  ensuite  dans  l'atltre.  Supposant 
donc  que  l'équation  (i)  soit  résolue ,  et  qu'on  en  ait  tiré 
les  diverses  valeurs  aï  =  # ,  a?  =  /S ,  a:  =  j^,  ai = /",  etc., 
comme  elles  appartiennent  tontes  à  la  question  proposée^ 
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elles  doivent  être  substituées  indistinctement  danrf  Té- 
quation  (2)  ,  et  produiront  ainsi  autant  de  résultats  dé- 
livrés de  Xf  que  Téquation  (t)  a  de  racines  :  on  aura 
séparément 

yH+P'y—i + çV"^+^  v-^ . . + ry+z'=o,  y  ..(5; 

etc. 

Aucune  de  ces  équations ,  considérée  en  particufter^ 
ne  peut  être  la  résultante  cherchée  ;  mais  cette  dernière 
doit  les  comprendre  toutes,  et  avoit  lieu  en  même  temps 
que  chacune  d'elles;  condition  qu'on  remplira  en  les 
multipliant  entre  elles ,  et  en  égalant  le  produit  à  zéro^ 
puisque  ce  produit  deviendra  identiquement  nul ,  qaand 
l'un  quelconque  de  ses  facteurs  s'évanouira.  On  voit  de 
plus  qu'il  ne  changera  point,  quelque  permutation  qu'on 
fasse  dans  l'ordre  des  quantités  ti,fi,yy  i",  etc., qui  con- 
courent toutes  de  la  même  manière  à  sa  formation  ;  il 
ne  renfermera  donc  que  des  fonctions  symétriques  de 
ces  quantités  y  et  pourra  par  conséquent  s'exprimer  ra- 
tionnellement par  les  coeflficiens  de  l'équation  (1). 

Si  les  équations  (1)  et  (2)  ne  renferment  que  deux 
inconnues  xet  ^;  et  sont  du  même  degré  pat  rapport 
à  l'une  que  par  rapport  à  l'autre ,  l'équation  finale  en  y 
ne  s'élèvera  point  au-delà  du  dçgré  mn.  £n  effet  ^  la 
somme  des  exposans  de  x  et  de  y  ne  pouvant  surpasser 
m  dans  chaque  terme  de  l'équation  (1),^  ne  se  trouvera 
qu*au  premier  degré  dans  P,  au  deuxième  dan/  Q ,  au 
troisième  dansb/î....^  au  (711—1)»'^"**  dans  T',  et  enfin 
au  m""**  dans  U.  En  examinant  la  composition  des  équa- 
tions qui  donnent  5, ,  Sa,  S3,  etc.  (4)  )  on  verra  que 
St  ne  pourra  être  que  du  premier,  degré  en  y,  Sa  du 
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àeuiâème  y  etc.  A  Paidé  de  qbs  remarques  ^  on  concevra 
facitement  que  l'exposant  de^  dans  la  valeur  d'une  fonc- 
tion symétrique  quelconque  «"/S^y'^''  etc.  +etc.  (7)  ne 
surpassera  point  le  nombre  n-f-p  +g  +r+etc.,  qui 
marque  le  degré  de  cette  fonction  :  on  pourra  donc  re« 
garder  les  diverses  puissances  de  u,  fi,  y,  i",  etc.^  comme 
des  fonctions  de  y  du  degré  marqué  par  l'exposant 
dont  elles  sont  affeëtées^  Mais ,  dans  l'équation  (â)  ,  la 
somme  des  exposans  de  a;  et  de  ^  n'étant  jamais  plus 
grande  que  n ,  P'  sera  du  premier  degré  en  y ,  Ç'  du 
second,  iî'du  troisième...,  F  du  (n  — i)W««,  et  enfin  Z' 
du  nf^"*'  ;  tous  les  termes  des  équations  (3)  pourront 
donc  aussi  être  regardés  comme  des  fpnctîons  de  y  du 
deg^é  n  au  plus.  Maintenant,  si  l'on  fait  attention  que 
chaque  terme  du  produit  des  équations  (a)  aura  pour 
facteurs  un  nombre  m  de  termes  de  ces  équations,  on  sera 
convaincu  que  y  ne  pourra  9'y  trouver  affecté  d*^un  ex- 
posant supérieut  à  mn. 

Ceux  qui  auront  quelque  peine  à  saisir  les  raisonne- 
mens  pi'écédéns ,  à  cause  de  leur  grande  généralité ,  fe-' 
ront  bien  de  développer  le  produit  des  équations  (3) 
dans  quelques  cas  particuliers. 

11.  Pour  éclaircirce  qui  précède  y  je  vais  en  faire 
l'application  aux  deux  équations 

a^+Px+Q=so ,    x^+Fx+Q'zzno    (  Elém.,  188)  : 

net  fi  étant  les  radines  de  la  première ,  on  aura,  en  1er 
substituant  dails  la  seconde , 

Le  produit  de  ces  deux  équations  sera 

Compl.  des  Elém.  dAlg.  s 
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lUtif    V^*—  Ç%  «B»4-«V  =  *^*  (<•  +  ^)  ^  r-  PQ, 

A  l'aide  de  ces  valeurs ,  le-  résultat  cirdessus  devient 

ou^  pqipme  ^p8  l|i  wi^é^o  cité  d^s  Elémens, 

^.e^ipl^çant  le3  lettres  P  et  P',  Q  et  Q'  pair  les  quÂ»** 
ût^  q^'pUips  représentant,  on  aura  Téquatioa  finale  en  y. 

is.  La  tbéorie  des  fonctions  symétriques  trouve  aussi 
son  application  dans  les  équations  à  plusieurs  inconnues. 
Soient,  par  exemple,  deux  équations  contenant  les  in* 
connues  x  et  j^;  si  Ton  désigne  les  yale^irs  de  x  par 

•j  /?;  y.  ^n  çtç., 
celles  de  y  par 

* ,  /S',  y',  ^,  etc. , 

ex^  90ilQ  que  «'  corre9ppn<3e  à  # ,  /3^  à  /3,  et  ainsi  de  suite, 
toute  fonction  de  ces  quantité?  qui  demeure  la  même 
lorsqu'on  y  change  un  groupe  de  valeur?  daps  uu  autre, 
et  réciproquement,  comme ,  par  exemple ,  «e  et  /  en  i3 
et  /S",  puis  /8  «t  /S"  en  «  et  «',  est  symétrique ,  et  peut 
s'obtenir  rationnellement  par  les  coef&ciens  des  équa^ 
tioi^s  proposées  :  telle  est  la  fonction 

en  ne  supposant  que  quatre  valeur?  à  chacune  des. 
inconnues. 

Warîng  avait  indiqué  il  y  a  long-temps,  pour  obtenir 
ces  fonctions,  un  moyen,  qui  d*ailleurs  s'offre  presque 
de  lui-même;  c'était  de  faire  x^y^' -=•  t,  et  d*éliminer 
X  jçt  y  çn^e  qette  4qu^^PQ  ^  les  .p^poséet,  La  ré- 
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snitante  en  t^  aytnl:  pour  racines  les  diverses  combi- 
naisons 

•P«V,     jSPiS'P',     yPyV,  etc., 

le  coefficient  de  son  second  t^rtne  serait  tm  nombre 
équivalent  à 

— .  (hPm'P'  +  (Sï'iB'l^H.  yPy'F'  +  etc.)* 

Ce  procédé  exigeant  qu'avec  les  équations  proposées 
on  en  combine  une  autre  où  les  inconnues  xety  pas- 
sent le  premier  degré ,  jette  dans  les  embarras  de  Téli- 
mination  entre  trois  équations  à  trois  inconnues  ^  lors- 
qu'il s*agit  d'équations  qui  n'en  contiennent  que  deuz^ 
M.  Poisson ,  dan»  le  onzième  cahier  du  Journal  dé 
t Ecole  Polytechnique  (page  199)^3  donné  un  moyen 
très  ingénieux  pour  sauver  cette  difficulté» 

Il  fait  t^ssi^'^  Ay  »  A  étant  un  codËcient  indéter-^ 
miné  quelconque.  Si  l'on  tire  de  cette  équaliea  la  va- 
leur de  X  ou  dej;^,  celle  de  x  par  exemple,  qui  est 
t — Ay^  pour  la  substituer  dans  les  deux  équation»  pro^ 
posées  y  les  résultats  en  t  et  y  seront  encore  du  même 
degré  ;  et  si  l'on  élimine  y^  réquation  Enale  en  t  ai|ra 
pour  racines  les  diverses  valeurs  que  prend  la  fonction 
X  -f*  Ay ,  lorsqu'on  substitue  aux  inconnues  chaque 
groupe  de  leurs  valeurs  correspondantes  ,  savoir  : 

a-^AJy    fi  +  A^,    y  +  ^y'i.    »  +  Ay,  etc. 

La  somme  des  puissances  semblables  de  ces  racines  ^ 
ou  la  fonctioM 

(«+  A^y+  {fi  +  An'  +  (y  +  Ayy+  etc. , 

sera  exprime^  par  une  fonction  rationnelle  dos  coeffi* 
ciens  de  Téquation  en  t^  qui  ne  contiendront  que  ceux 
des  proposées  et  k  lettre  A  i  mab  la  premi^e  de  ces 
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fonctions ,  se  développant  ainsi  qu'il  suit, 

-fy^  +  yr-y  +y''^y'* 

4- etc. 

ne  renferme  qn'nn  nombre  liniiîté  de  puissances  entière» 
et  positives  de  A  y  multipliées  par  des  coeiEciens  qui 
sont  indépendans  de  cette  lettre ,  que  d'ailleurs  rien  ne 
détermine  ;  la  valeur  que  Téquation  en  t  fournit  de  la 
même  fonction ,  doit  donc  se  développer  ainsi , 

a  +  i-^  +  c^*+  etc. , 

a,b,cs  etc. ,  désignant  des  quantités  connues  ;  et  l'on 

aura  par  conséquent 

«'+ /8'+ y'+ etc.  =  a , 
r  («rri/  +  jB^-y  +  yt-iy'  +  etc.)  =  b , 

dlLUll  (^r- V  +  fi^e^^ + y^V*+  etc.)  =  c , 

etc. , 

équations  qui  feront  connaître  les  fonctions  symétrique» 
de  la  forme 

« 

dans  lesquelles  p  +  p^z=2r. 

Si  Ton  multiplie  la  précédente  par 

«V^'  +  i87^«'  +  etc. , 

le  produit 

^-H/z^-H'  +  pf^fi!?'-^'  4-  etc. 

+  «P« /^/S^iS'î'  +  a!iJi'&P^'P[  +  etc. 

comprendra  deux  fonctions  symétriques,  dont  la  pre- 
mière se  déduira  de  uFêt^  +  etc. ,  en  changeant  p  en 
p+qy  et  p'  en  p'-^q'  :  on  déterminera  donc  la  seconde; 
et  en  s*élevant  ainsi  de  proche  en  proche^  comme  on  Ta 
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indiqué  pour  les  équations  à  une  seule  inconnue, 
dans  le  n**  7  ^  on  obtiendra  la  valeur  des  fonctioiis  sy- 
métriques les  plus  générales.  On  peut  voir  la  loi  de  leur 
formation  dans  les  Meditationes  algebraicœ  de  Wa- 
ring  (  page  aaB)» 

i3.  Il  est  facile  d'étendre  ce  qu*on  vient  de  lire  à 
un  nombre  quelconque  d'équations  contenant  un  pareil 
nombre  d'inconnues. 

Pour  trois  équations  en  x,  y  ^  Zy  par  exemple  ^  on 

prendra 

t=ix  +  Ay  +  Bz\ 

et  substituant  à  x  la  quantité  t-^Ay^^Bz^  A  et  B 
étant  des  nombres  quelconques ,  on  éliminera  y.  et  z, 
entre  les  résultantes  y  ce  qui  conduira,  encore  à  une 
équation  en  ^,  dont  les  racines  seront 

m  +  Aa+  Ba\     fi  +  Afi'+Bfi\  etc. , 
ai  l'on  désigne  par 

•>  ^i  y  y  ^i  etc., 
«',  iô',  y,  ^\  etc., 

J.f^\.y\  <^^  etc., 

les  valeurs  correspondantes  des  inconnues  x^  y  etz^ 

La  somme  des  puissances  r  de  ces  racines  y  que  je 
représenterai  par  Sf{u  -f-  AJ  +  ^<*'')  1  s*exprimant 
d'une  manièce  rationnelle  au  moyen  des  coeffioiens  de 
l'équation  en  ty  si  on  la  déyelop{)e.  ainsi  que  sa  valeur, 
suivant  les  puissances  et  les  produite  des  lettres  A  et 
B  y  qui  doivent  rester  indéterminées  y  la  comparaison 
des  termes  semblables  y  par  rapport  à  ces  lettres  y  don-- 
nera  les  fonctions  de  la  forme  -     ■  '        :, 

«'  +  iô'  +  y'  +  etc.^ 
m^^^J  +  (T^'f!  4-  y'-y  +  etc. , 


> 


dans  lesquelles  p  +-p' + p"  "^^t. 


M  COMPLÉMENT 

Par  la  multiplication  de  celles-ci^  on  composera  oellet 
de  la  forme 

i4-  Au  moyen  de  ce  qui  précède,  on  parvîïéndfait 
à  Téquation  d  où  dépend  une  fonction  donnée  des  in-^ 
connues  x  ^  y^Zitn  formant  dans  cette  fonction  tontes 
les  combinaisons  possibles  des  valem"S  correspondantes 
des  inconnues ,  comme  dans  le  n^  8  ;  mais  Fobjet  princî^ 
pal  de  ces  recherches  est  d* étendre  à  l'élimination  entre 
un  nombre  quelconque  d*équatîons,  le  procédé  du  n*^  i  o^, 
et  d*en  conclure  la  dénionstration  de  là  proposition  gé- 
nérale éncmcée  dans  le  n^igS  des  Elémens. 
'  Ponr  cela  y  soient  quatre  équatioi»  complètes  y  de  dë« 
grés  quelconques,  renfermant  les  inconnues  a? ,  j(r,  2  et  tt  : 
si  entre  les  trois  premières  on  élimine  alternativement  j^ 
et  2,  07  et  2,  :t;  et  y,  o^  aura  trois  résultats  en  ^ 

a;  et  u ,    y-  et  «.,    z  et  U. 

Ces  dernières  équations,  serpùl,  en,  général,  toutes  trois 
du  même  degré,  .puisque Je^  équatioiks  proposées  étant 
complètes^  chacune d^s  inconnufea.y  «ntire^eiaméme 
manière  que  IssiaatDes  ;  désignant  done  psîix  le  degré 
de^s  nouyelles,  éi^ati^as'^  et  -conO^fant  qii'elka  sèient 
^résolues  >  on  tirera  de  k  pcen^âre  ^  pour  oiyin.valawrs^ 

de  I^  seconde,  pourj'),  tî yaleurs cprrespoiidsiiît^., 

de  la  troisième ,  pour  2 ,  h  yàtïeurs  cofféépôndàtftiés , 

-',  ^%  y\  r\  etc. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  quatrième  équatioi^ 
proposée,  qf|e  fis  «'ëpré^ei^e  pi^t*     : 

{xy  y,  z,  iii*^j^h. 
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m  étant  réîÉjfmsâiït  d'Mto  degré  ,-ûfri  fiîn'feèi'a  fcS  équa- 
tions pattîùi>fcèl?6^ 


(*,  «^  *%  u)«  =  o, 
7,  /,  /,  i^y*  ^-  o, 

étc;  ,' 


^: 


dont  le  nombre  sera  ri,  et  âulx^elfes  dbiyent  ijatisfairé 
les  diverses  valeurs  dé  u^  on  conclura  de  là  j  comme  dans 
le  n**  lo  ;  que  Téquâtion  finale  en  ù  résulte  du  produit 
(m  ,  «',  a\  urifi,  fi\fi%  u-f  (y,  y\  y\  û)»  etc.  =  o, 
comprenant  irfactéursf. 

l\  Àé  ^e^éhné  que  des'  fbzietféofâ^  s)fW«fîii^liéi  dëà 
valtatirs  defs  tetonnoés  ^\^i  ^i  puisqu'en  y  dh^gèânt 
ftn  gt^5up/e  «pîielcottqtie  de]  ces  Yëleurs  dan^  tôàt  éiïtre, 
on  lié  feît'  qner  dhanget  Tdtdrtf  des  facteurt.  Ofi  pèiit 
donc  exprimer  ce  produit  tfuné'  inanîère  i-atîbûriélle 
au  ttioyeïi  ctes  coefiicîëïis  dei^  trois  ^eîteières^  éqaattôns 
p^opo%ées. 

On  remarquera  d'abord  que  ,cBâciin  <3e  ces  facteurs'  a 
pôuif  pretoîer  tferriie  u'",  et  qiie  par  conséquent  Je  pre* 
miej^  tertete  dupi^oduît  sera  -ù^^.  Dans  tous  les  autres 
termes^  l'exposant  de  u  ne  peut  pas  non  plus  s'élever  au- 
delà  dé  VKn  ;  car  la  somme  des  éxposans  des  lettres  Xy*  y^ 
j&  et  tt,  dans  Téquation  (a?, -y,  %  »)'"=:o,  ne  pouvant  passer 
le  degré  m  y  celle  des  éxposans  des  lettres  a,  d' ,  etc. , 
fi ,  ^\  éto,,y,yy  etc.,  et  u,  n^pourra  s!tirpaâsér  mn  dans 
le  produit^  ef  l'expresâîon  des  fonctions  symétriques  qui 
coifiposent  lefiFjdiiFéreils  termes^  ne  s'élevefa  pas  au^-d^là 
de  leuf  degré*.  En  efFeti  l'équation  en  t  du  n*^  précédent 
ne  peutBionter  ]^lus  haut  que  le'degré  le  plus  èléiféàfis 
équation»  entre  l'une' quelconque  des  lettre^  x  ^  y ,  zjS)t 
la  lettre  u  ^îét  ai  (to  la  représente  pai: 


s. 
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U  np  passera  poipt  le  premier  degré  dans  P, 

le  second  dans  Q^ 


le  n"**  dans  U  : 
les  valeurs  des  fonctions  de  la  forme  Sri^+Aa+Baf) 
ne  comprendront  par  conséquent  aucun  terme  où  l'ex- 
posant  de  u  snrpasse  r  ^  puisque  leur  expression  ser^ 
celle  de  la  fonction  Sr  dans  le  n*  4*  ^I  ?^^  de  là  que  la 
yaleur  de  toute  fonction  de  la  forme 

*       *  p 

.i^P*  ^ Vp"  4- ^iS'p'/3'r -f  etc. , 
ne  pourra  s'élever  au-delà  du  degré  p-f-p'-f-p",  et 
que  dans  celles  de  toutes  les  autres  fonctions  symétri- 
ques déduites  de  la  multiplication  de  ces  dernières , 
l'exposant  de  la  lettre  u  ne  passera  pas  celui  qui 
marque  leur  degré ,  ainsi  qu'on  l'a  affirmé  plus  haut. 
.    n  n'y  aura  donc  enfin  dans  le  produit 

(«,  •',  «^  «)«  ifi,  ^\  fi  uY  (y ,  y ,  y^  uY  etc. 
jaucun  terme  où  la  lettre  u  passe  le  degré  mn  ;  c*est-à-i 
dire  que  le  degré  de  l'équation  finale  résultante  des  qua- 
tre proposées  est  le  produit  du  degré  de  l'équation  finale 
résultante  des  trois  premières^  multiplié  par  celui  de  la 
quatnème. 

Les  raisonnemens  ci-dessus  convenant  à  tous  les  cas, 
et  pour  deux  équations ,  l'une  du  degré  m,  l'autre  du  de- 
gré n  y  l'équation  finale  ne  montant  pas  au-delà  du  degré 
Tïin  (lo),  il  s'ensuit  que  pour  trois  équations,  dont  les  de- 
grés respectifs  seraient  mln,p,  l'équation  finale  ne  pas- 
serait pas  le  degré  mn'Xp,  et  ainsi  de  proche  en  proche; 
donc  le  degré  de  Inéquation  Jinale ,  résultante  de  Péli-^ 
minaiion  entre  un  nombre  quelconque  d équations  com-^ 
plètesj  renferrhant  un  pareil  nombre  d'inconnues  et  de 
degrés  quelconques,  est  égal  au  produit  des  exposant 
gui  marauent  le  degré  de  ces  équations^ 


r 

I 


DES  ÉLÉMENS  D*ÂLGÈBRE.  oS 

A  regard  dea  équations  particuUèrça  qui  n*ont  pas 
tons  les  termes  compris  dans  les  équations  complètes , 
il  pondrait  seulement  manquer  aussi  quelque  terme 
dans  l'équation  finale  ,  qui  par  là  se  trouyerait  abais- 
sée ,  ce  qui  ne  change  rien  à  l'énoncé  du  théorème. 

De  la  Résolution  générale  de^  Équations. 

i5.  Ayant  de  s'occuper  des  équations  générales^  il  est 
utile  de  connaître  quelques  propriétés  des  racines  de 
l'équation  à  deux  termes,  j^"  —  i  =  o ,  déjà  considé- 
rée dans  les  Élémens^  n®  i5g. 

Soit,  pour  exemple  ,  le  cas  particulier  j'*— 1=0, 
dont  les  cinq  racines  seront  désignées  par  1 ,  m  ,  fi  ^  y 
et  ^#  En  le  comparant  à  l'équatien 

y^+Py*+Qf  +  Rf  +  Sy  +  T=h, 

on  trouvera 
P  =  o,    Q  =  o,    R  =  o,    5  =  0,     T=*^i, 

d'où  f  par  les  formules  du  n^  4 1 

S,  =s  i  +  t$   +j8    +y   +  f   =0, 

5.  =  1   +  ••  +  /8*  +  y«  4-  ^  =  O  , 

Ss=  i  +^  +  fi"  +V  +  i^=o, 

^4  =   1   +  i«4  4-  /34  +  y4  4.  ^4  ==  o  , 
55  =1    +-*  +  i85  +  y5  +  ^5^5. 

puis  celle  du  n°  5,  se  réduisant  à  Ss+n— Sn = o,  donnera 

56=0;    »S7=0,    »Sg=:0,    *Sg=0,    »Sio=5,    «Sii=0, 

et  ainsi  de  siuite* 

Posant  ensuite  y=  -,  Téquation  y^ — 1=0  se  change 


çn  -T—  1  =  o,  ou  a^  —  1  =  o ,  et  les  racines  de  cette 


^ 


1      .*  1111 

dernière  sont  1,  -,  ^,  -,  j\  ces  expressions  ont  par 

«*    p    y    ' 

I 
I 
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cdQséquent  les  lâénefl propriétés <fae  i,«,  fir*/  ^t  ^» 
ptiisqu  elleâ  appartiesnefnt  à  nrte  é(|iiàtiôit  ekitièrënienf 
MtnblaMe  à  y^-^  tz±:6:  dri  a  dotic  etfcore 

,1,1,1,1 


fc      1     .      1      ..      1     .      1  c 

«te. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  tkcmesà&tôufeë  les-éqaà'^ 
tiens  de  la  forme  j»*  —  r  =3  o  jociiasent  de  propriétés 
analogues  à  eelle»  qu'on  vient  d'*exp69er  poiir  Yiqaà^ 
tion  y^ —  1  =  o  ,  el  qui  se  prouveraient  de  )â  ra^ma 
manière  :  ainsi  yi%ftyfis*/yi'yif  etc.  f  étant  les  ra- 
cines de  réquation  ^"  —  i  =  o  ,   on  aura 

^».  =  1'  +  «"*+  iS'^+ y"  +  '^"*  +  «'^  -f'  etc.  2&:0  i^ 

si  m  n'est  point  un  multiple  dd  /»  ^'et  la  ixxèihe  quantité 
deviendra  égale  kn,  lorsque  m  sera  i^n  niultiple  de  n. 
La  quaVitité  inversé  ,  1 

V+  J;  +  :^'+  ^.  +  Js  -f-  ^  +  etc. 

aura  les  mémeéhrâl^u]^  dansies  mâÉnes  c]r.Cônst2tnces« 

i6.  Qtiand  Texpôsant'  n  est  un  nomBre  premier ,  led 
racinesMi,  fi\  T)  ^>  «  i  et®. ,  péuve^  toùties  sts  dédïiitlô 
de  Tune  quelconque  d'entre  elles;  et  vdîtt  céliiiflé*f  : 
tt ,  par  exemple  ,  étant  une  racine  de  j^»— i=:;=o,  on  a 

ttP'  —  1=  o ,  "^  ou     «"  =  1  ; 

en  életant  cifatfu^  ntera&re  dfe  Cette  dPei-nfère  éijiïatîbii  à 
la  2%  à  la  3%  à  la4®>  etc.,  puissances ,  il  viendra 

^««  =  1 ,     «6^«  =  I  ,     «4«=ic  1 ,    >*  =  i  ,  etc. , 
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jsqHatîoiis  ^i  éqmyaloBt  aux  sniTanles  ? 

(«aj»_j_o^  («3)»_i=o,  («*)*— i=ro,  (*^)*— i=a,etc.  J 

d*où  Ton  yoit  que  «  étant  une  des  racines  de  Féquatioii 
jf»  —  1  =o ,  autres  que  Tunîté,  «%  «^ >  «*,  «*,  etc. , 
seront  atissî  des  racines- de  la  mener  équation. 

Il  ne  faut  pas  croire ,  d'après  ce  qui  vient  d*êire  dît , 
que  le  nombre  des  racinas  de  Téq^ation^» —  i  iao  soit 
indéGni;  on  trouverait  bien,  à  la  vérité  ,  que 

•*,    «»-^',     «"-^-^    it^^^j,     etc.^   ' 

satisfont  à  cette  éq;uation  ;  mais 
«"=1,     «"■+"*  =  «»*i«==«,    «i«"^  =  ««.«6*  =  #ft%  etc. 

Lors  donc  que  ^  dans  les  élévations  indiquées  plus  haut> 
on  aura  passé  la  puissance  n  ^.  les  mêmes  réâuU^ts  re-* 
viendront ,  et  dans  le  même  ordre  qu'auparavant. 

Depuis  G  jusqu'à  »,  au  contraire,  les  puissances  de  «»ne 
donnent  que  des  valeurs  différentes ,  car  il  ne  peut  pas 

arriver  que  «^  =s  «^,.tant  v^'^^  et  t  sont  moindres  que  n, 
et  que  ce  nombre  est  prexaîer.'  3Sn  eSet|  il  en  résulterait 

rf         =  1  ^  ^  .4^  jr  étant  <^  71  V  ^insi  les_  équations 

y  — irrioetj'"— i=p  auraient  une  racine  com  r 
tmine  antre  que  l'unité  :  or,  en  cherchant  leur  plus  grand 
<:ommun  dîvîseûf,  on  trouve  seulement  j^  —  i, 

Il^uit  de  iâ  qu'en  prenant  pour  **1  une  quelconque  àf^ 
iacineà  de^* — 1  =  0,  autres  que  Tiinîté,  les  racines  de 
cette  équation  ne  pourront  être  que 

et  pmsqve 

onen,g(Wialuxa.qfWi-,  -5^  n«'"  "TPTi^  «<>"**  dan*  un 


L 
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ordre  inverse  da  premier ,  les  expressions  des  n  — -  i 
racines  autres  que.  l'uuité. 

En  mettant  ces  valeurs  dans  celles  de  Sm  et  de  son 
inverse  rapportée  ci-dessus ,  on  aura 

1  +  ^w  -f.  ^««  -j-,  «'•"...+  ^jCtt-O^ss  o  ou  =  lï, 

selon  que  m  ne  sera  pas  ou  sera  un  multiple  de  n. 
Il  suit  encore  de  ce  qui  précède ,  que  si  dans  la  «érie 

on  substitue  y  au  lieu  de  «  ^  l'une  quelconque  de  ses 
puissances  autres  que  l'unité  »  on  n'obtiendra  que  les 
mêmes  termes  ,  mais  placés  dans  un  ordre  différent  ; 
jcar  ce  n'est  que  changer  la  racine  «  dans  une  autre  qui 
doit  reproduire  aussi  toutes  celles  de  l'équation  propo- 
sée ,  c'est-à-dire  les  puissances  ci^dessus. 

La  même  chose  se  prouve  encore  en  observant  qu» 
les  exposans  de  0 ,  dans  la  série 

étant  divisés  par  71,  afin  d'en  ôter  les  multiples  de  ce 
nombre,  laisseront  pour  restes  tons  les  nombres. depuis 
1  jusqu'à  71  —  1  ,  sans  lacunç  ni  répétition,  si  f  <^n , 
proposition  qui  sera  démontrée  dans  yun  des  articles 
concernant  la  théorie  des  nombres. 

17.  Quand  l'exposant  de  l'équation  4,'deux  termes  est 
un  nombre  composé ,  ses  racines  dépendent  des  équa- 
tions semblables  ayant  pour  exposans  les  facteurs  pre- 
miers de  e^lui  de  là  proposée.  Soit  j^-^irsq  celle-ci, 
et  posons  m  =  3ip,  n  et  p  étant  deux  nombres  pre- 
miers. H  est  d*abord  évident  qu^  les  racines  de  chacune 
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des  équations 

y— i=:o,    y— 1  =  0, 

vérifieront  la  propose; car  «  étant  une  racine  de  la  pre* 
mièrei  et  J  une  de  la  seconde  ^  on  a  nécessairement 

^m  ^  ^P  _  («»)p  =  1 , 

puisque  il"  =  1 1  et  de  même 

^/m  _  /HP  --.  (/p)a  _  1  . 

mais  en  prenant  séparément  les  racines  de  ces  équations 
pour  celles  de  la  proposée,  on  n'en  trouvera  en  tout  que 
n+p,  parmi  lesquelles  l'unité  se  présentera  deux  fois. 
Il  faut  y  pour  obtenir  le  nombre  nécessaire  m ,  com- 
biner de  toutes  les  manières  possibles,  par  voie  de 
multiplication ,  les  n  racines  de  j'*  —  1  =  o ,  avec  les 
p  racines  de  y  —  1  =  o  ,  ce  qui  donnera  np  valeurs  , 
^  qui  satisferont  à  la  proposée  >  puisquq 

Toutes  ces  valeurs  seront  dilFérontes  ;  car  si  l'on  prend 
r  <  71 ,  s  '^p ,  et  que  «  et  a  ne  soient  pas  tous  deux 
égaux  à  1  ,  on  ne  saurait  avoir  «V'  =  0a' ,  puisqu'il  en 

résulterait    «'*""*  =  -7ZÎ  >  et  que  «-^^  étant  racine  de 

l'équation  y— 1=0,  cette  équation  aurait  avec 
y  —  1  =  G  une  racine  commune  autre  que  l'unité.  On 
verra  de  même  que  Ton  ne  peut  avoir  «œ'  =  1 . 

On  n'aura  pas  non  plus  (<««')'  =  1  tant  qu'on  pren- 
dra </•<  m  ou  -<  np  ,  et  que  a  et  a  différeront  tous 
deux  de  l'unité,  puisque  «t*  et  «  ^  ne  deviennent  pas  si-, 
mùltanément  1,  lorsque  q  n'est  pas  à  la  fois  un  mnltiple 
de^  et  de  p,  et  il  n'y  en  a  pas  au-dessous  de  np.  Donc , 
sous  les  conditions  précédentes,  la  racine  «m'  doi^aera,  par 
«es  puissances,  toutes  les  racines  de  l'équation  j"**^  1=0. 

Enfin ,  quand  m:=zn* ,  on  tirera  de  la  seule  équation» 
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y»-t-  I  =o,  les  racines  de^"* —  x=o,  en okaKirvant 
que  \«y  =«"=1,  et  mettant  dans  ««',  au  lieu  de  « , 

•  *  - 

les  n  valeurs  de  V^#« 

Lagrange  étend  ces  diverses  remarques  aux  cas  où  le 
nombre  m  a  plus  de  deux  facteurs  premiers  ;  mais  ce 
qui  précède  suffit  pour  l'objet  de  cet  ouvrage.  (  Voyez 
le  Traité  de  la  Résolution  des  Équations  numériques^ 
a»  édit* ,  note  XIII ,  n*»  lo.) 

18.  On  a  vu  {Elém.^  1 85,^  note)  que  la  recherche 
immédiate  des  racines  d^nne  équation  par  leurs  rela- 
tion avec  ses  coefficiens^  fait  toujours  retomber  sur  la 
proposée;  mais  il  n'en  serait  pas  de  même  si  Ton  cher- 
chait d'autres  fonctions  des  racines  ;  et  si  Ton  pouvait 
trouver  de  ces  fonctions  qui  dépendissent  d'équations 
d'un  degré  moins  élevé  que  la  proposée ,  il  en  résulte- 
rait un  mojen  de  résoudre  celle-ci ,  comme  on  va  le 
voir  pour  Içs  2*,  3*  et  4*  degrés. 

Soit  â*abord  l'équation  du  second  degré . 

,    a:* -+■  px -+. q  =  o', 

que  a  et  i  représentent  ses  deux  racines  :  on  aurai 
a  +  6=  — j3,     ab=zq  {Elém,^  i83). 

En  cherchant  à  déterminer  a  et  h  par  ces  deux  équations^ 
on  trouverait  en  a  ou  en  6  une  équatitOA  semblable  à  la 
proposée  ;  mais  si  ^  par  quelque  moyen  que  oe  fût  \  on 
parvenait  à  obtenir^  entre  les  racines  a  et  &  et  les  coeffi- 
Giens  petqi  mie  seconde  équation  du. premier  degré  , 
on  aurait  sanè  peine  la  valeur  des  racines.  Il  faut  donc  que 
la  fonction  des  racines  qui  composera  cette  équation  «oit 
de  la  forme  ta-^mb ',  en  sorte  qu'on  ait  la  <4-  mb  cs:4i , 
l,m  et  z  étant  des  quantités  indéterminées. 
Cette  fonction  ,  la-j^  mb ,  est  susceptible  de  deux 
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valetirs  dilTérentes,  en  y  chaDgeant  p  ^  ^^  et  récipro- 
quement ;  car  on  forme  par  c^  moyen  les  deux  exprès^ 
sions  la  +  wh  et  Ib  •-)-  ma*  Il  suit  de  là  ^  et  de  ce  que 
Ton  a  vu  n**  o,  que  la  fonction  la-^mb ,  ou  a ,  dé- 
pend d*cine  équation  du  second  degré ,  excepté  dans 
le  cas  où  m  s=  /^  car  alors  elle  devient  l{a  -^  b)^ 
et  ne  donne  que  la  somme  des  racines  qui  est  déjà 
conbue. 

Puis  donc  que  la  fonction  cherchée  dépend  nécessai- 
rement d'une  équation  du  second  degré,  il  faut,  en  dis- 
posant convenablement  des  quantités  indéterminées'  / 
et  m ,  faire  en  sorte  que  cette  équation  soit  seulement  à 
deux  termes  y  afin  qu'elle  puisse  se  résoudre  par  use 
simple  extraction  de  racine.  Or,  dans  une  équation  du 
second  degré  à  deux  termes  >  et  qui  ne  contient  par 
conséquent  que  le  quarré  de  l'inconnue ,  les  deux  ra- 
cines sont  nécessairement  égales  et  da  signes  con- 
traires; il  faut  donc  qu'entre. les  quantités  la  -f-  mb  et 
Ib  -f-  ma ,  (fuï  sont  les  raciqes  de  celle  qu'on  cherche  ^ 
on  ait  la  relation 

la  +  mb  =  —  /i  —  ma , 
d'où  l'on  tire 

et  en  divisant  tout  par  a-^b  , 

/=s  — m. 

Cette  condition  étapt  la  seule  à  laquelle  il  faille  satis- 
faire pour  remplir  l'objet  proposé  ,  je  prendrai,  pour 
plus  de  simplicité  ,/=r — m  =  i  ;  la  fonction  cherchée 
sera  donc  a—  A;  et,  d'après  ce  qu'on  a  vu  daûs'le 

nupiérq  cité ,  elle  dépendra  de  l'équation 

. .  '  •         <  ' 


Sa  COMPLEMENT 

OU  f  en  développant , 

^«  —  o« .-.  £«  ^  aa6  =  o. 

Or  y  on  a  * 

« 

substituant  dana  l'équation  précédente ,  il  vient 

d*où  l'on  tire 

Mettant  pour  z  sa  valeur  a  — •  i  ^  et  combinant  cette^ 
équation  avec  celle-ci  : 

on  en  tirera ,  pont  a  et  6  ^  les  valeurs 


— P+i/p^-4^      .:_— p— V'p^— 4<y 
«= 5 ^  ^— ' i ^ 

qui  sont  les  mêmes  que  celles  que  donne  la  knéthode 
ordinaire. 

» 

19.   Pdur  simplifier  les  calculs  relatifs  à  Téqua^ 
tion  générale  du  troisième  degré  ^  on  la  suppose  pri- 
vée de  son  second  terme  y  ce  qui  lui  donne  la  forme 
•  suivante  : 

et  par  des  raisonnémens  analogues  à  ceux  du  n^  précé<* 
dent  y  on  cherche  à  priori  une  fonction  des  rapines  qui 
les  détermine  facilement^  et  qui  dépende  d'une  équa- 
tion plus  aisée  à  résoudre  que  la  proposée.  La  forme 
la  plus  simple  que  l'on  puisse  donner  à  cette  fonction  y 
est  la  -|-  mb  -{^  tic  ;  et  en  y  changeant  entre  elles  les 
racines  a,b,c,  elle  offre  six  opmbinaisona^  différentes^  y 


a» 
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savoir  > 

la  +  mb  +  ne  y      /a-|-mc-f-i»fr/ 
Ib  +  ma  -^  ne ,      tb  +  me  't'  na , 
le  -+•  ma  +  nb ,       le  +  mb  '{'  nq: 

ainsi  l'équation  dont  elle  dépend  est  du  sixième  degré  ; 
mais  cette  équation  deviendrait  résoluble  à  la  manière 

de  celles  du- second ,  si  elle  prenait  la  forme 

a®+-rf*^+  ^  =  0.  Dans  cette  hypothèse,  on  en  dé- 
duirait 

et  Eaisant ,  pour  abréger , 

les  trois  racines  cubiques  de  l'unité  étant  i ,»,  «,^(iÇ) , 
les  six  valqurs  de  z  seraient 

Prenant  donc  deux  des  valeurs  de  la  fonction 

la'^mb'^nc^  pour  les  quantités  2'  et  z" ,  faisant» 
par  exemple , 

la  -f-  mb  J^nc^^:^  *',    Ib  +  ma  -f  ne  =  a*,  ' 

on  assujettira  les  quatre  autres  aux  relations  des  di- 
verses valeurs  de  2 ,  au  moyen  des  équations 

le  -f-  ma  -{-  ni  =  «  {la  +  mb  +  ne) , 
le  H-  mb  -^  na  •=  ti  (Jb  +  m^a  +  ne)  j 
Ib  -|-  me  'j-'  na  =:z  tù^{la  -i-  mb  +  ne) , 

la  '^  me  -^  nb  =  «•(/6  +  ^na  •+•  tic), 

> 

qui  se  forment  en  comparant  deux  combinaisons  dans 
lesquelles  aucune  des  lettres-  a  ,  6 ,  c  n*a  le  même 
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GoefEcient^  et  d*où  Ton  tire ,  en  transposant , 

(/  —  *7i  )  c  +  (''*  •"  '•O  ^  "^  0*  "^  ^ï*)  6  =  0, 
(/  —  «en  )  c  .+  C''*  "^  *•/  )  ^  +  C»  "^  *«w)  a  =  o 
(/  — «t*m)i.4"  ('ï*  — ir*/i)c  +  (»  --^  flt*/)a  =s  o, 
(/  — 0,^10)0  +  (m  ^^m^rC^c  +  (n  —  «e'/)i  =  o. 

Comme  c^^  éq^ationa  ^otyent  se  yérifier  indépendaxj|;i"< 
ment  des  y^lei^s  pWiculières  de  a^  b^  c,  on  égalera 
^éparépient  à  zéro  les  coefficien#  de  ces  diyerses  quan** 
tités^  ce  qui  donnera  entre  les  inconnues  l^m,  n,  les 
équations  suivantes  : 

/^—  «71  =  0,     -371  ^^«/=o,     n  —  «m  =  o, 
/  — «*7n=  o,     m  — »*»=  o,     n  —  «*/  =  .0^ 

Si  lion  détermine  l^m^n,  au  moyen  des  trois  pre- 
mières ^  pu  trouvera 

et  si  Ton  se  f aipt)elle  que  d?izzi  ^  oh  verra  qtle  ces^a-. 
leurs  de  /  et  de  m  satisfont  aux  ttôls  équatiotis  de  la  se^ 
conde  ligne.;  ^^  sojt^  qu0  le  çOefficifT^t  n  r<^te  indéter- 
miné, fin  le  sppposant  ;  pour  plus  de  simplicité  y  égal  à 
1 2  on  a^rà  les^  valeurs 

c*est-à-i}ir£  qujs  les  coefiiciens  i^m,  n  seront  les  racines 
cubiques  de  l'unité  :  les  valeurs  de  z'  et  de  2"  seront  pat 
coriséqrieiît 

z'=zaa  +  €t^b  +Çy    z*'  z=:0*a  +  ab  +  c  ; 

et  repi-ésept^t  pat^  i  la  fonction  ta  +  ^b  +  ne  ,  dont 
le  cube  ne  doit  avoit  que  les  deux  valeurs  zf^  et  z"^,  il 

viendfaX$) 

^z^—(^a+^^b  +  cf}  {z^—(u^a+^b+cy}=o. 

Ce  produit  «4t  facije  à  exprimai*  W  woyem  deaçoefii-T 
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avoir  chassé  la  quantité  «,  à  Taidç  dâ  i)(UbH>ziti.Ba{i9 
pqr^e§  dans  l^e  9*  ^G^il^^j^e^^ppfltifiBd^  plu$, qiie  .<^s 
fo$f  tions  syijaétrigij^s  de^.  ^^^e);  q^  h ,  c.  En  ne  dîé*- 
Ye)<^pant  p^  d'db.9rd,' le^  .seçcîi^  termes  de  chaque 
faeteur^  on  trouve 


»",  »"  > 


mais  • ..   .r i,  .,  ,  r  ..•• 

Développant  le  produit  [tUL'^A^b'^  c)  (et^g-j"  a  &  -ffic)  > 
aycç  r^tçiUioii  det^suhstj^K^r.^^  au.  liiejL  4f  ^^^  -eslI  «yi 
lieu  de  et  +  *%  et  de  a*  +  ct^  (i6>,  il  yi^ff^Si   , 

ipantit4,4(p^valei^te:à  .  .    .,  .;..  ,,      ,,.  .,.,  .y;  ..  , 

"»    .         ^    •  ■'  -  ^  ""  ^  J   '^  ^  _v  '-♦ 

puisque  FéquaHc^  pFopOâéjï  étâicit  sdus  Becqoâ  tcnrhte  ^ 
on  doit  avoir  ,         ., 


et  de  là  on  tire  ^ 

Faisant  €H^û^te7!e  ciAe  de^  cm  -^y  g^fr^-^T^insi  qiw 
celui  de  «t*^4-«^S-p.c*,  prenait  la  somme  des  résultats , 
et  mettant  \  pour  tf?  et  pour  «^  ^  -j-i^ïî^c-^  -f-  «", 
«*  +  a*  et  «J  4^  a^  (ièyrîm^«enarà "^ 


expression,  tpt,  ae-rcnfermapt-qu^des  |o»ctions  sy- 

•ë'  àltërfi^in"eê  par  le»:formules  du 

3««      V 


métriques  ^  peut  être'  àlterfi^in"eê  par 


r 


56.  '    COMPLÉMENT 

u<>i7.  AjTeoiinn:  pett  d'attentioà  ,  on  voit  anasi  qa'eHe 
est^équivàldite  à'  .   '- 

S(à  4  if  4i  ty  -S^c  (a' +  i  ^  c)  —  a6c]l  ' 

—  —  ^7<1-  ...  ,'   '   .'  . 

Onadonèenlm         • 

éqpatjon  qu'on  appelle  la  réduite  ou  la  résolvante ,  et     * 
dont'T^sVacines  dësigaèes  ci-deirsus  par  ;&'  et  a",  sont , 


i      —    -^   1  ^ 


Mais  les  équations^  i    .  ^       -- 

j  ointes  à  l'équation  a  +  i  +  c  ^=  o  ,  résultante  de 
,  Véita^puissenientd^secoBfd  terme  dé  la  proposée ,  et  au 
'  moyen delrëdïictiôns^indiqaées^i]?»  té-; donnent 

et  si  l'on  met  pour  les  quantités  *^  z*',  « ,  «*,  leurs  va- 
leurs ,  on  trouvera 


3 


3 


^ 
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De  ces  tFob  racine»',  Ift  première  seule  pélralt  réelle  ; 
les  deux:  autces  sont  abcs  ilne  formi)^  Imagiaatre»  - 

Je  reyiendrai  -dans  la  suite  si^  ces  ^formule j  .9  pour 
faire  conn^tre  les  diverMi^  circopétâ^cés  'que  piéseute 
la  résoluttoit^  dèâ  équatiooS'.  du  troisième  âegcé^;'  pour 
le  moment ,  jè^me  bdrutttaî  à  observer  )que  lès  qaano- 
tîtés  é'  et'&'^aj^àDt  cbaouné  trois  Valeurs  ;^pb$aqa*elles 
désignent  ^es  raeiâcs  ctibii^nes',  il:pôarrâilr:r:é8p}ter'd]i^ 
Remploi  suceéÉftif  de  oesvaleurs  trois  ftjjstèmes  de  rjir 
cilles  a  >  6/cv  mâisicelurque  J'asTapporté^plus^ b^ut 
estleseul  <|ui  sâtisfiass&^Q*é«piatiba 'i  ..I  - ..  -  ',■^ 

Les  deux  autres  ofiErîraieél  reipQçtgbrémeôt'JçÉttiiaçitii/es 
des  équations  s?  -i^ttps^  -^  VP^P.  »  J^  "h  *^^ + 7  =  o , 
liées  à  la  propos^ée^  de  x^^niere'àfomiar^avec  elle  ,  par 
la  multiplication,  njne^^uatîpu  rationnelle  du  neuvième 
degré ^  etqai  conduiront  é^lémeùt  à,!  équation  en  z  , 
obtenue  ci-dess^s^p^ce  gué  cette  dernière  ne  contient 
que  le  cube  de  p ,  qui  est  aussi  celui  dé  etp  et  de  tt*p. 

'Poiirdistttgiier  Je^  sysïèiûe^^és  i*acinè8<i<pi'il<faut 
empteyei^,  4t  s\Èfffif^d'eàsayér  s'il  i^hd  ht^fyttù^ïxmiV^  . 
€ib  +  ac  +  bc  ^âle^âU^  dl4ffitiei!nt:de-  m  datis^^iiation 
proposée  :  Qr  JçsvYaleur^tijrouy^es^çi-KJlessii^dQiii^ 

et  Où" à a-aifleurs  ^  " '    '''  '       f.  -  ..  ^  V.  +  ^^^ 


on  cbercbe  encore  à  trouver  une  fondffSà  ae^ce^'èaîiînM 
qui  Qoît  de  U  içftoi^  ha  -^  &-^mc  4^<Xi^r  èt^uii^épende 


^  ."{y- i.tXàiÊPhiaMwà'M-  >■  '■ 

dîiiN^fqtetHifi  nions  ^^^mi  nfojiiAdWiei] 

que  la  ph>poèé«i  <Du9'Tto'tfsUrlom)tk)0)^ii^^ 

•b^e^ ^fieiiv0flit;étrè:oosihiiiéc^  der.feiilgis if^MfeMllia- 

id^oiperét[qs6oscilttmigt-i|baftdwl^  iii#iir0Q^QQtv 

•eft<<ét0bliisaiit  des  relafioi»  ëoiroikel  «MiE^ipi»9  '«^éteir^ 
^idloàtfit;  i/>'79«ti»;irédutne  'lo«rfmf]irfr4ea;cl>iii)HitaÎ4^aii^ 
ifonHtj[»{Bàsalitid*afaoi{d  ^«R»/>j41'«efeM«  pk^  q«9  40ifsto 
xteii^eiriei»:  frestibks  djois  Ja  )diattiiktfîm  4ei9<  4ell9éë 
^i  f&/^fifi^V«t(O^T;lMÏigBii^iiftbe>réi]aîrQitf  ^^i^c^  aîl'ta 
fait  m  =  n;  la  foBBtttm(^BM^nM(4«fvloindD»  ^^r»!  i  j 

Miaoiwl«Wftlitf  t»Mrfitof*^/id^fitifl|ij^  j  fiûa^v^,]^ 

Ka  +  d-b-c),     /(i   +  c,_ff;,-TrrfO^O 

teljes  que  les  deux  qm  .aoi^-^^ane  même  ligne  ne 

du 
trois 

¥këi^és  pos^iVes  ;  et  àiiW^de  lî'égâïjfiâ  fèip'ëdtîvte^l^ât 
égales  à  chacune  ^tia  première»/ -,  Gett»  équation  sera 

ft?™;:™-'*'   ,  »  mHy.,   /;   .     ,    •,.  /,.()•.;/:  •ît'-Tm')  "-.'[TTj'n  i.o 
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•t  rJdDcdble  an  froiaièipft  degré  ^  en  prefi&nt  t*  poar 
Vincoanae.  Mais  91,  a»  llbitcles  quAntkée 

on  prend  leurs  qnarrés',  on  n^anra  qtte  trois  fonctions 
différentes  ;.  paisse      - 

et  ^nsi  des  autres;  et  faisant  /±=  1  daHs.ces  de^îères 
fonctions ,  réqnatioa  qui  doit  les  donner  $efa  te  produis 
des trob facteiits  '     *  c     <^ 

a  — '  (a  +  6  -^  c  —  a)*, 
a— .(a-*-c  —  i  —  d)\ 

et  comme  Téqaation  proposée  manque  de  second  têrme> 

on  a  .j-    ^    i-',.    ^-      -;-tnO  — 

mais  puisque,  ^*^râs  I^  çi9niii.osii^p  ^s  équations,, 
il  en  résultera       '    •'       ^\^  -f 

Ob  trowera.de  mé^e'      -     ,.      .,__.,      ?  _  ?  V  "> 
(a  4:'  c  -  b  -  c^"*  =  --^'4»  ,+^4^"  +  4*^;,. 


4^  .  COMPIÉMENT 

Si ,  pour  plu»  de  simplicité ,  on  prend  Kncomme  z  égale 
au  l  des  fonctioDs  Xa-^c—b  —  d)*,  etc. , .FéquaHon 
en  z  sera  le  produit  des  trois  facteurs 

^  +  p  —  (ûc  +  ^ , 

Une  s'agît  plus.m^ipteiiant  que.de  développer  ce 
produit,  et  d'exprimer  e»  p,  g-etr,  les  fonctions  symér 
friques  de  a,  5 ,  c  et  rf,  qui  s'y  tronfent-cw^tennes. 

Pour  effectua  le  calcul ,  axec  plus  de  facilité .  on 


posera  '  ^ 


ce  qui  donnera  les  èrois  facteurs  -    '  * 

"~  ^^*l +f^>  '   \tS''^'+M  , ,  "  —  (ad  +  bc). , 

Le  ,<5p*pcie«l:.^ée(Bond  te^me  de  l'équation  en  aiera 
égala, 

---(ab  +  ac  +  ad+bc+bd  +  cd),       ^ 
ou,  ce  qui  est  k  mêlne  ôhose',  à  —  p;  celui  du  troi- 


sième sera 


à^bc  +  â^hd  +  a^cd 

,  ^  .  ^;  4^-cM  4r  àc?iiî  -+.  fe^ii . 
H-  aW*  +  cerf*  +  6cif , 


Cette  fopotiçm-est  symétri<îUe,car  elle «e change j^oînt, 
quelque  permutation  qu'on  fasse  entre  les  cpantités  (f, 
b ,  c,  ^,  et  elle  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  fonc- 
tion a"i''c^  +  etc. ,  dont  rè:épressîon  est     " 

SnSpS^ — •S„'-j.p5^'—  Stt+qSp  —  Sp^u  +.  ^Sn^f^      (7). 

Poui;^en  ayqir  Jaialeur,jon  fait,n  ==:a,  p  ;?=vi ,  0  =?'  1 , 
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dans  la  fonanle»  ci  «  dc0stis  ,^Bt  on' ne- prend  qve  la 
moitié^  à  cause  que  pr=i:q  ^il  ivient 

:K5»5î -^-fl5i5,  rT5^+ fl54)  : 

cherchant  ensuite  les  valeyrs  d^.  Si,  Sf^,  SstS^t  et 
observant  que  le  second  terme  manque  dans  Téquation 
proposée  y  on  tr(Hnre^-^4'"po^' résultat. 

:  On .  arrive .  immédiatement  à  ce  résultat ..  ei^  remar- 
quant  que  la  fonction  a^bc  -^  etc«  est  équivalente  à 

a  (abc  +  abd^+\€tcd  -^  l^cd)  —  abcd 
+  b{abc  4-  dbd'^Qcd  +  ftçrf)  —  -^-^ 

+  d^abc''^^'  àbS''-{-  acd  +  ^<^^ 
C5^+.*  +  «?  +  c^<ajc  4-  abdri^a€d+b<d)^4^icdr. 

et  se  téduît  par  001106^11^4—4^^^^ ,  puisque 

Le  dernier  terme  de  Téquation  en  u  étâpat  égal  à 

^  ^-J^ab-^cd^iflc+bJ^Xad+bçy, 

a  pour  dévelpppempnt         .         . 

__^  f       a?bcd  +  flft^crf  +  abc^d  •+■  aftcd^  1 
t  14-' ïl*^*c^H^  à^b^d^^  âVi^+  i*c^d*r 

La  valeur  de  la  première  ligne  se  déduirait  de  l'expres- 
sion générale  d^  ^onçtîpns^d^  laiqrme  a'^bPdd'^  -f-  etc., 
en  y  faisant  i»=3  ip'=iq  ±=f  =s  1 3  mais  on  voit  bien 
aisévênt  qabsllé  n'est  autre,  chose  que  ^, 

abcd  (a*  +^  +  c*  4r.^)  =  ''«i  =  — •i^P''- 

La  secon4e(lign0  aura^pQin?  e±pr^pn ,  diaprés  ce  qui 
précède^    n-      .   ..  ^~\ .  ..    \     .    ;«      .  . 

réuws^t,Q9f  deux  pa];tjos>etçhaDgaant  leurs  signes  ^ 
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•à  trouvera  -f  4pr  -*-  ^  pont  le  dernier  tëntie  de 
l'équation  cherchée ,  «qui  sera  par  tms^eut 

îiiettàMt  îjj;  +7>  àrf  !fea  àe  tï ,  11  vîeudta 

a'  +.<*>*''  +;  (j>'  Tt-vK^r)  a  -^  ^'  f=:  p.. 

Soient  taaidtetaîurt  jT,  k'',  s^les-tibB  racîtres  de  crtte 
éqirtwiôïi,  tplert'la  rtiûtfte,t)tf  aufâ- •     • 

vement  AYep.  Jj'éqi^y>p_s  -^fi.  -^x^dr^ç..  qui  j^H*, 
de  1  évanouissement  dp  s^concj  fpripe ,  donneront ,  en 
ne  prenant  d'abotà  que  Rsigïiê  8ûi>érieur  dont  chaque 
radical i«^ affrété,-- :;•:.,:••  ..-.■  ' 

mais  la  somme  de  celles  -  ci ,  étant  êcrîtfe  dans  la  forme 
d'où,  par  ce  qui  fpré^èi» ,*]liin: QO^idvâtl^m  peiat^cu. 
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I  I  ' 


I  ! 


.  .       .^.^i.(+l^<^-V<*^^^/,^)• 
Ge•lnRt  Tâleôrsr^bmpr^ttfft  tôuteé  téS  6bûkh\naièmà 

ijette'QBfnèce;d*aitsHigttiti  tieut  à  eé  qaW  n*'a^  ça^ 
^enfaiiféoiniiu£dlÀM»è)it  les  foxkiftîoâs^ .....  4 . . . .  • 
<i^kU^io-*^é'i''it\è.'^'  mfaîb  hsisr  ijfi^rré , ^qui  fèëté  lé 
même ,  quel  que  soit  leur  signe  et  celui  d&  ctiéffi£liêttt 
g  I  puisque  Téqu^tion  ç^  £  n^  contient;  que  le  quarré 


yaieurs  réunies  sont  les  racine^  de  1  équatipa  resuitautQ 
u  prQQuit  des  q^ux  suivanfes  ,         . 

C|f0i^jie.dîffi^enlf<}nerpai!'li^^sig»e:âe9ç»t  q^-^ài^09»r 
ftéguciitileisjèt&aïc  dE[)Vfid)èdrsi,'giilrépoQd  â  la'tM«<iiâidàpa 
éqpalioB^i  ^okiâôiiaeplaaoïiiraeâi^spxodiitfâ  deè  t^^iMii 
^iîber»timflià$ix)Î8'jàyèdin  signe «ontraire^  égal«  à^aé 
qjààxxliféi<pc»itmi  ti  Tdàtre  doit  «ddMwt  oetta  làètm 
*bam&é!égalflfà)iài€'qaanfBté  négatif.'-''  '   '>'  i-    J> 

-b^c^^ciki^li^¥  af towmtt  à'  fiftre  TweAxiiiitrb  i'éh jettibie 
des  v^oon)C^i!CO^iânin«Ba\isIuM;aa'é4i:mtiik«»^^ 
t«ntlbr  v^^^  <^  '7  acri^.  plus ,  simpleinMiit.  m*  u«ilti- 
pUanMattiatati  l^a^prènn^  nbmbraBii^  troiléqMliiadi 
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car  en  réduisant  les  fonctions  spnétriques  qui  com^ 
posent  le  prodoit.,  on  tronTe^gae  sa  yaleiir^est  égala 
à  — -  8^7  ;  il  faut  donc ,  dans  tous  les  cas  ^  prendre  lest 
signes  des  radicaux,  tels  que  lenr  produit  soit  d'un  signa 
contraire  &  celui  dn  coeiEcient  q^  mais  comme  pour 
déterminer,. d'après  cette  condition,. le  système  de  ya* 
leurs  qu'il  conTtent  d'^nployer,  on  doitysahrant  la 
remarque  de  M.  Bret  (  Correspondance  sut,  tÉcob 
Polytechniqm  y  IX  H,  pjaj^  ^^S)  y  arokr  égard:  à  la:  nii^ 
ture  des  racines  zT,  z?f  tT  de  la  réduite  >  jeTeuYoie  loèt 
examen  aux  articles  dans  lesquels  ^e  discuterai  la  ^na^ 
ture  des  racines  ^es  équations  dn  troisième  et  dn  qna^ 
trièmed^ré,  .         . 


i2i.  La  nuêthode  par  laquelle  ces  équations  ont  été 
résoUies.  précédemment  est  due  à  La^ange  (  itfi^m. 
aè  f.' Académie  des  Sciences  de  Berlin,  SLunées  177Q 
et  ï 771")  ^  ifïiais  ,  pour  Fexposer,  fai  suivi  la  marcbe 
fracéë  par  M.  Laplace  dans  lé  Journal  des  Séances  de 
r École  Normale  (Leçons  ,  t. Il /page  3oa,  1"  édition, 
où-Journal  de  T  Ecole  Polytechnique ,  7*' et  8*"caliîers , 
pag':s4S').  Quelque  féconds  qiie sciait  lès  principaside 
cette. méthode  ,  ellèn:apnsféileiidreaiix'équatiioiis<gé« 
^^^3  des  degrés. âupiétremrsrav! quatrième,  parce:qne 
la:fc^ction  des  racines^  qiii  sert  à/W  délenniner  dé« 
pend  d!  une  équation -pi  us.  élevée  que  la  proposée, 
ainsi  que  je  vais  lé  montrer  en  présentant  l-extrait 
de  la  1 3^  note  delà  secondé  édition,  du  Traité  delà  Ré» 
sobition  des  Equations  numériques ^  par'Lagrange. 

En  désignant  par  i/,  x'yX^,. . .  apC»>  (*)  les  tacines 
de  riqnalion:  générale  dn  degvé  itpfy  il  chérdra''^Bi9 


{*)  Ici ,  et  dfiàiB  tottt  ce  qui  suit  /ia  notttSôû  (À^)  désigne  le 
nombre  des  aCgens  ^ue-doîL  poriciJa  l^tee4ii|prii|iurqD 
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fonction  de  ces  racines /de  la  forme 

dans  laquelle  a  est  rnneqnrieonqne  des  raaines.de  l'é^ 
qnation  ^*— - 1  r=:  o  ,  antre,  qnp  l'unité  positive.  Il  est 
aisé  de  voir  qne  cet^e  expression  renferme  celles  qni  ont 
été  trouvées  ci-dessus  pour  le  troisième  et  le  quatrième 
degré;  car  elle  devient^  dans  le  premier  de  ces  cas  , 

€t  il  suffit  d*y  changer  x"  en  a,  af  en  b,  et  a/  en  c, 
pour  en  faire  la  valeur  de  z^  o];>teij%e  page  34* 

Lorsqu'il  s'agit  du  quatrième  degré ,  il  faut  remarquer 
que  l'équation  y^  —  i  =  o ,  outre  + 1  et  les  racines 

imaginaires  +  V^— i  et  —  y^—  i ,  a  encore  la  racine 
—  1  ,  qui  donnant    #*  =:  i  ,    change  l'expression 

en  txf  *!»•  xT  7-  a;".—  cc*^, 

forme  qui  s'àbcorde  avec  <;e  qu'on  a  trouvé  page  38. 
On  voit  ici  que  la  présence  de  la'  secoadè  racine  réelle 
de  l'équation  j^  «-*  i  =:  o  simplifie  la  forme  de  la 
fonction  cherchée  ;  et  il  arrive  quelque  chose  d'ana- 
logue toutes  les  fois  que  l'exposant  du  degré  de  l'équa- 
tion proposée  n*est  pas  un  nombre  premier.  . 

sa.  Supposons  d'abord  que  le  nombre  m  soit  pre- 
mier, et  prenons  5  pour  exemple  ;  la  fonction  cherchée 
sera  alors 

a:!'  +  flwc*+«*x'*+  «fc'a:*^+  a!^x^ , 

éL  étant  une  des  racines  imaginaires  de  l'équation. . . . 
y^—  i.=  o.  La  formation  des  diverses  valeurs  de  cette 
fonction  s'opérera  en  y  effectuant  toutes  les  permuta- 
tions possibles  entre  les  cinq  racines  x^y  af,  x";  x^^,  x% 


ou'bien  en  laissant  €«dil«tt»ftd^i^^^l«ip6ilifarcir«i».  93^ 
en  permutant  d^  toijites  lea  manières  jpoesibles  leurs 
coefficiens  !,*,«*>  «V  à*/ ou  enfin,  cotnme  i  =  ct<», 

en  permutiMt  seuletttBfitiës^oq  etj^ans  '      - 

-.         ■ 

0>  ^,  û,  3,4, 

dont  h  lefixe  ^  «at  syjçcflsaiwwwit  4iFeoMe,         ...,:. 

Par  ç];^cme  d^  ces,QpératÎpn#  on  trquveira  \e^  vg^èm^t^ 
Tale^rs au  nombre  de  i.i^.^.i^.Ç^  iQo{Elém.,  i5q); 
mais  ces  valeurs  peuvent  se  partager  en  groupes ,  ayant 
des  relations,  ^ui  en  fa^itient  larcobeifdie  »  ainsi  quôM 
va  le  voir/  #     ,     .. 

Posons  premiè:ifemeiit  Téqnatiopi    ,  - 

et  multiplions  silc6ë^sîvelnent'^eâ  deu^  ïxxeÛhté^  pat 
rt,  *%  a',  fit*,  en  ôbsét'vaût'qué  i*'*"»;=  a*  (i6)  ;'  nous 
aurons ,  en  y  comprenant  la  première! Tat^ur  ci-dessus , 
un  groupe  composé  des-  cinq  pel^mu^ations  suivantee  > 

if  as     a:'  Hh    aa!:^  ^  a^x!^  .+,  #V  -^  **«^    - 

et  par  quelque  puiasaînèe  dé  ci  qu'on  muhiplië  Tuiie 
quelconque  de  9^9  équations ,  on  ^en  sai;^^it  r^pro- 
d^ire  dp  nouvelles. 

Il  est  facile  d'apercevoir  que  les  éxposans  o  ,x^j^^^^ 
4  de  la  lettre  a  ^^  quoiqu'ay^nt  changé  de»  place ,  ont 
toujours  conserva  dans  leîif  succession  lé  m^me  ordre 
(si  l'oA  regarde  la  dei^niere  pliaçi^  éommei  contigu.^  4  la 
première),  et  que,  d^àprèa  ce  caraf^^n&qui  liertout^ 
oeBipcsFmutaltions  epitr^  elles  >  dbaon«  d^  e^cposajM' i 
OQcypé  successiv^m/ent  lovtje^'les  ^lac!9s. 
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peywwtatioi^ ,  towte^  c^{ef.^^O|i?,i^Qij;oup*  k.pffeixâèse 
place ,  et  qui,  âîfFérant  par  les  anraDgemeja). ^^qb  peuft 
fair^  d^  ^uatfç  ^"*ï^^,«?gosfn»/y  30iit'au  p^nhre  dç, 
1  .ix:5\^  =^  fl'4^  chacfi^.  4§  ces  pefçiujâtioju^  mp  1^ 
suite  fte  multiplications,  fn^iqué^^  çi-djssuft  ,^form^r^ 
un  groupé,  de  pinq  per^i^atioiis  tputès  différQntes'eutrç 
elles,  da6s' chaque  groiipe^  ef  d un  groupe  à  l'autre 
puisque ,  dans  ce  eferaief  cas ,  Votàté  g#àéf aï  de  succes- 
sion ^ès  ekposàus  «era  iritèrvertï  par  fê  détafagem^nt 
opévé  é&në'ëein¥àëB  qvLèttédetnietB.'  '  '  ,     ' 

m  donc  btt  »é»igtie  par  f,  t',  i*.'. . ,  t^^  lès  ^4  pèr- . 
mutétléiis  où  ûfe**  ôcctjpfe  ^à  première  jjlaèë,*  les  tafëùtï 
des  1  âo  perintïtàtîofns  sér'oiit:  èèraprî^es  dans  ^4  groupes' ,' 
sâtoir,  le  précédent  et  ceux  que  dofeiieràient  t'^ , 
1^. .  .^t<^h  de  même,  Téquation  3e  laquèlfe  dép^<î  ji 
fonction  cherchée  se  partagera  en  24  proc^ûits  com- 
posée chacun  dte  cinq  facteurs  dé  la  forme 
(f_f )  (^t^^^t^  (t^ry  (ul'cét')  Çt-ci,if)=^^^f,5^ 

et  np  oôntieiidra  pal- cpnséqu^t  quô  dé»  puisgdiices  dé 
*,  dont  l'exposant  sera  multiijle-dfe'&^jcé.  qu'on ^^èitf 
voir  aùsÂ  m  obMntant. qu'elle  ^dif  t^sW«f  fo'même  lors- 
qu'à la  place  de  «  on  y  substitue  tf»^,  valëiirteHe 
que  (A-^y-iFPiS^  J^ajs^m  dopi^  ^zfgft,  l'&iUatiôn  en  ô 
UQ  9çrôplus^ue^uafgr^4,:ji.3.4:?^04  ..     . 

Cette  ^riièr^.  éguatiop .  peijt  elle  ,,  ;«êin^  ^«  âért 
çpçipQ^er^  fix  fect^urs  qui.  dépendent  de  nouv^au^ 
groupes  dé  permutations  qu'on  formera  de  la  ^i^i^ijç^e 
suivante  ^  dans  les  ^4  permutations  pu  ^9  occqpe  la 
premièi'e  plade.  ]Eu  laissant  de  côté  ce  terme  ,  si  dans 
les  quatre  qtit  irestehl  on  remplace  «  auccessiv^menf 
pat  ciiacpnè  des  autres  racines  imaginaires,  dé  Téquatipa 
3^*—  1,'  ce  qui  revîeût  à  changer ,#s,en  **,  1*^,  «^06), 


», 

a, 

3, 

4, 

a. 

4, 

I, 

3, 

3. 

ï. 

4, 

a, 

4. 

3, 

a. 

ï. 
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eu  ayant  soiti  de  rédnire  tous  les  éstposans  de  et  lors- 
qu'ils mrpâssent  5 ,  oa  obtiendra  les  qiîat1%  pehnnta- 
•  tîons  suivantes  : 

#V  +  m^x'^  +  MX'^  +  M^x\  I 
a^x"  +  iix^   +  rf<x'^  +  «•a:\l'  ^"^ 

si  Ton  n'émt  que  les  exposana  de  tt. 

Traitant  de  même  toutes  les  permutations  des  quatre 
exposans  i  ^  a ,  3 ,  4  »  où  i  est  à  la  première  place  , 
et  qui^  ne  différant  que  par  Tarrangement  des  trois 
autres,  sont  au  nombre  de  i.a.3  =  6,  on  formera 
cinq  nouveaux  groupes  composés  chacun  de  quatre 
permutations^  toutes  différentes  entre  elles ^  et  d'un 
^oupe  à  l'autre  ,  parce  qu'en  plaçant  ces  groupes  à 
côté  les  uns  djps  autres  à  la  'suite  du  précédent  y  on 
aura  »  sur  la  première  ligne  ^  l'exposant  i  accolé  aux  6 
arrangemens  qu'on  peut  faire  des  nombres  a,  3,  4^ ^^^ 
deuxième  ligne  ^  a  accolé  aux  6  arrangemens  qu'on 
peut  faire  des  nombres  4>^  ^  >  3>  et  ainsi  de  suite  ,  ce 
qui  n'offre  aucune  répétition. 

Désignant  donc  par  6",  V,  6'^  les  trois  quantités  dé- 
rivées de    . 

en  y  changeant  successivement  m  en  «*^  «',  «^^  on  aura 
pour  déterminer  les  quatre  valeurs  de  0  com^irises  dans 
le  premier  groupe  indiqué  ci  -  dessus  y  l'équation  du 
quatrième  degré 

(ô  —  y)  (9— ô'){9  — Ô*)  (9— 9'^)  =  o, 

dont  les  coefficiens ,  fonctions  symétriques  des  quan- 
tités y,  6",  6*,  6'^,  étant  rapportés  aux  racines  x% 
a;'',  etc.,  de  l'équation  proposée,  n'auront  qu'un  nom- 
bre de  valeurs  égal  à  celui  des  groupes. 
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En  effets  parmi  les  vingt-quatre  permutations  dont 
ces  racines  sont  susceptibles  dans  l'expression  de  0 , 
)  celles  qui  n'opéreraient  que  des  échanges  entre  les  va-* 
leurs  de  6  appartenantes  au  même^oupe ,  ne  produi- 
raient au^nn  changement  dans  les  fonctions  symétriques 
de  ces  quantités.  Quant  aux.  autres  .permutations ,  elles 
ne  feraient  qu'échanger  les  groupes  entre  eux  ;  car  une 
valeur tle  0  appartenante  à  un  groupe  quelconque^  ne 
peut  devenir  celle  d'an  autre,  «ans  que  toutes  les  valeurs 
composant  le  premier  ne  deviennent  celles  du  second , 
puisque  les  valeurs  d'un  même  greupe  se  déduisent 
toutes  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  par  le  change* 
ment  de  a  en  c^,  a.^  et  a*.  ' 

Soient  donc  T\  T",.. •,.  7*^'  les  coefficiens  de 
la  même  puissance  de  9  ,  dans  les  équations  du  qua- 
trième degré  qu'on  tirerait  des  six  groupes  de  va- 
leurs dont  il  est  susceptible;  ces  coefficiens  ne  pou- 
vant tout  au  plus  que  s'échanger  entre  eux  dans  les 
diverses  permutations  des  racines  a/,  x'\  etc.,  rela- 
tion du  sixième  degré 

.  (r — T')  (r— 7"')....(T— r^OH  f , 

où  T  désigne  l'inconnue ,  et  qui  ne  comprend  que  des 
fondions  symétriques  des  T  aocentué's ,  demeure  tou- 
jours la  même ,  et  peut  ainsi  se  former  rationnellement 
par  les  coefficiens  de  l'équation  proposée. 

Quand  l'un  quelconque  des  coefficiens  de  l'éqtiation 
du  quatrième  degré  en  6 ,  que  je  représenterai  par 

64  —  re^  4.  179»— etc.  =  G , 

est  connu ,  on  peut  obtenir  tous  les  autres ,  en  obser- 
vant que  cette  équation  doit  être  un  diviseur  de  celle 
qu'on  formerait' avec  les  vingtnquatre  valeurs  de  6,  com- 
binées toutes  ensemble,  et  dont  les  coefficiens  ,  néces- 
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sairement  fonc(iona  syiitétr!<{iic8  de^  racines  x\  x",  etc.; 
s'exprimeraient  par  ceux  de  la  proposée.  Pour  eeift  ,  ît^ 
suffit  de  dÎTiseF  la  deraière  équation  en  B,  par  éelto'db 
quatrième  degré:  »  et  d'égaler  aéparéiMfir  k  zél^  lès 
quatre  termeâF da  reate  de  lai ditlBion  (Â^m.,  âVo)  :  oft 
formera  entre  T,  V  ,  etc. ,  des  équation»  ë^  moyeït 
desquelles  on  pourra  déterniiner  trodâr  de  céd  coeAk^ien», 
en  fonction»  ratbnitellee  de  celai  qurPMei  de  T,  pâï* 
exemple.  L'équation  Bnalexfue  1^ élimination  àê&-  antuâi 
fonrnirait ,  serait  nécessairemeot  vérifiée  par  i^  valeur 
de  T  ttoirFéA  inunédiatsment.    , 

La  détermination  de  la  fonction  ifzsi\/b\  dépend 
^onc ,  en  dernière  analyse  ^  de  la  résolution  d'une  équa- 
tion du  sixième  degré  en  T,  suivie  de  celle  d'une  équa^ 
tion  du  quatrième  degré  en  0.  Tel  est  l'état,  le-  plus 
sîn^ple  auquel  on  ait  pu  jusqu'ici  ramener  la  résolutioifr 
àe  l'éqpation  générale  du  cinquième  degjré. 

flS.  A  eet  bien  aisé  d^étendre  an  degré  dbnt  Texpo- 
«ant  est  un  nombre  premier  quelconque  m ,  ce  qui 
vient  d'être  indiqué  pour  l'exposant  5.  Avec  l'expression 

f=zx'  +  mx''+  «'x* ,  +  ^^-^xW  , 

on  formnra;,  premÊèrement^  le  groupe  des  m  vateurs^ 

et  il  y  aura  autant  de  ces  groupes»  qu'il  y  a  de  manières 
d'arranger  les  i»-*-i  expoisans  i ,  â  ^  3  ^  • . .  n»— •  r>  o'est^ 
à-dire  i  .a. 3 (m —  i)  ;  ce  nombre  sera  donc  l'ex- 
posant de  l'équation  finale  en  ô  =?=  f^. 

Ensuite  ^Jans  les  premières  valenxs  de  èhacun  de  ces 
groupes  ,  désignées  par  if,  t'\  f,  etc.,  changeant  «  en 
«%  «',..,,  #"»"•*,  on. partagera. Ie&  i  a. 3.  » . .  .(m-^  i) 
valeurs  de  â  en  autant  de  groupes  composés  de  m«— i 
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Talears  conjuguées^  qu'il  y  a  de  manières  d'arranger  les 
n^— a  exposaus  a,  3,..  .m-^i ,  c'est-à-dire  i  .a.3. .  .(m — 2)  : 
ainsi  les  coefficieas  dd  l'équation  ayant  pour  racines  les 
m—'  1  valeurs  comprises  dans  un  même  groupe  ,  n'ân*^ 

rontque  i.».3 (m— a)  valeurs  différentes  ;  d'oife 

ilsmt  que  la  résolution  de  l'équation  proposée  du  degré 
m  ne  dépend  que  de  celle  de  deux  équations ,  l'une  du 
degré  i.a.S.  ..(/n— a),  et  l'autre  ^u  degré  m  — i. 

a4*  La  formation  immédiate  des  coef&ciens  de  ces 
éqnations  y  par  le  développement  des  fonctions  des  ra- 
cines de  Féquatiôn  proposée ,  est  à  peu  près  impratica- 
ble dès  le  cinquième  degré  ;  et  Lagraiige  n'a  pas  en- 
trepris de  Faci^eyer ,  malgré  qu'il  en  ait  simplifié-  le 
travail  par  quelques  artifices  dont  je  vais  donner  une 
idée^  parce  qu'il  se  présentera  une  occasion- de  les  ap- 
pliquer dans  la  sjnite  de  cet  ouvrage. 

La  première  chose  à  faire ,  c'est  le  développement  de 
l'expression 

n  est  évident  qu'étant  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
sances de  «^  qu'on  peut  toujours  abaisser  au-dessous 
de  l'exposant  m ,  il  «ara  de  la  forme 

les  lettres  Ç,  f'i  ^",  etc. ,  désignant  des  fonctions  des  ra- 
cines de  la  proposée  »  susceptibles  d'autant  de  valeurs 
que  6\  et  ne  changeant  que  par  les  permutations  qui  le 
font  changer. 

Si  d'abord  on  pose  «6=  1 ,  et  qu'on  indique  par  8**  la 
valeur  que  prend  alors  ô*,  on  aura ,  par  l'expression  ci- 
dessus  , 

mais  h  yaîenr  de  »'  ou  «"",  en  x',  a:",'etc.,  devenant, 
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dans  la  même  circonstance ,      * 

{x  -h^'  +  ^'-'-'  +  ^^'M"'» 
se-réduit  à  la  puwsance  m  de  la  3omme  des  racines  de 
l'équation  proposée  :  désignant  donc  par  A  cette  somme 
que  le  coefficient  du  Second  terme  fait  connaître  ,  on 
aura 

d'où 

et  par  conséquent , 

Les  valeurs  de  è",  T, . . .  éÇ«-0,  se  déduiront  de  l'ex- 
pression ci-dessus ,  par  le  seul  dhangement  de  «  en  **, 

tt  , .  •  •  •  «^        '• 

On  pourra  employer  à  la  formation  des  coefficiens 
de  réquation 

««-•  —  Tr-*  +  Z7«"*^3  _  etc,  _  o  ^ 

'qui  renferme  uxi  groupe  de  valeurs  de  6 ,  le  procédé 
du  n^  g  ;  mais  on  facilitera  le  calcul  des  sommes  des 
puissances  semblables  de  fl' ,  6" ,  etc. ,  par  le  déve- 
loppement de 

qui  donnera  un  résultat  de  la  forme 

1  indice  n  ,  placé  au  bas  des  lettres  i ,  marquant  la 
puissance  de  ô',  à  laquelle -ces  coefficiens  se  rapportent*, 
et  comme  8''",  6"'*,  etc.,  se  déduisent  de  la  précédente 
en  substituant  <**,  tt?,. . , ct"^*,  au  liçu  de  * ,  on  aura 

SJ — ô'"  +  6"» + 6"'* . . .  +  etc.  = 

+  («*-f  ^* )f«  +  etc., 


DES  ELEMËNS   O'âLGEBRE.  55 

expression  où  les  multiplicateurs  de  Ç'„  ,.^"ui  etc.,  ne 
différeront  entre  eux  que  par  Tarrangement  des  termes. 
(iG).  Or,  par  le  n*  cite  ,  on  a  ^ 

rt  4- a»  +  *3. . .+ ct«-' =  —  1  ; 
donc 

5»é=(m  — i)Ç«  — fn  — f-'-fV— etc. 

=  "»Ç.  — {$»  +  f  »  +  f  n  +  etc.)  ; 
mais  la  quantité  comprise  dan»  la  parendièse  étant  c» 
que  devient  ^*  lorsque  •=  i ,  sera  égale  à  ^"'"  :dooc  enfin 

En  faisant  7i=i,a,  3,...m —  i  dans  cette  formule,, 
qoi  ne  contient  que  le  premier  terme  de  0'",  on  formera 
toutes  les^uantités  nécessaires  à  la  détermination  des 
coefEciens  T,  U ^  etc.,  de  l'équation  en  6^     . 

a5.  Il  nous  resté  maintenant  à  faire  voir  commtînt 
les  radnes  de  l'équation  proposée  ^e  déduisent  dea  va- 
leurs de  la  fonction  tf.  Pour  plus  de  simplieiléé  ;,  nous  re* 
présenterons  ici  par  «,  jB,  ^,  J*  le»  racines  de  l'équa- 
tion ^—1  =  o  ,  différentes  de  Tunito^  car  nous  nous 
bornerons  au  cas  où  m  =  5.  En  employant  successive- 
ment chacune  de  ces  racines  dans  Fexpression  de  tf^  nous 
formerons  les  quatre  équations 

V/*"  =  x'  -^-r"  +  fi'x'^  +  yS^x'^  +  fi^X\ 

^/P  =  x'  +  YX"  +  y^od'  +  y3^1^   +  y♦x^ 
5  

V/«»^  =  x'  +  Ar"  +  i^xT.  -h  Px^^  +  i:^x\ 

auxquelles  joignant  l'équation 

^  =  x'  +  x"  +  x''^.  x'^  4-  x\ 

nous  en  aurons  le  nombre  nécessaire  pour  déterminer 
tontes  les  inconnues. 
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Si  Ton  ajoute  d'abord  toutes  ces  équations^  en  obser- 
vant que  «"  +  /S"  +  y»  +  ^"  +  1  =o ,  tant  que  n  n'est 
pas  divisible  par  5  (  1 5) ,  on  aura 

multipliant  ensuite  les  quatre  premières  respectivement 
par  ct^,  fi^,  y*,  ^*,  avant  de  les  ajouter  à  la  dernière ,  il 
ne  restera  dans  la  somme  que  FinccHinue  a^,  et  Ton  aura 

a4  \/V  +  &^  \/¥+  y<  V/5*.+  *^  V^Ô^  +  ^  =  5x\ 

On  obtiendra  des  résultats  analogues  par  rapport 
aux  trois  autres  racines ,  x",  x*^,  x',  en  prenant  suc- 
cessivement pour  facteur  de  chacune  des  quatre  pre- 
mières éqtiations ,  une  puissance  des  racines  m,  jS,  y,  ^, 
telle  »  que  Tinconnue  cherciiée  soit  multipliée  par  la 
5^  puissance  de  ces  racines  ;  et  il  est  facile  de  voir 
que  C6  procédé  est  général  (*). 

*  • 

.a6.  Passons  jp^aintenant  au  cas  où  l'exposant  m  de 
réquation  à  résoudre  est  un  nombre  composé^  dont  lea 
facteurs  premiers  sont  n  et  p.  £a  n  employant  dans  la 
fonction 

i' =  or' +  *;c"  4- «"a?" . . .  +  «"-'07^'"^ 

que  les  racines  de  l'équation  jf*—  i =o  (17)  ,  lea  puis- 
sances de  «se  répètent  de  ra  en  71  ;  ^S^einblant  tons  les 
termes  qui  soht  multipliés  par  la  même ,  on  a 


5> 

(♦)  Lagrange  représente  ji  par  {/Jô^  parce  que  faire  a  =  i, 
c^estlaipéme  chose  que  de  sûbsiiluer  *"  aa  lieu  de  «t,  et  qu'on  peut 
par  copséqi^eni  .if^^rdpr  Texpression  ée  A^  comnae  çMriTec  de  celle 
de  ô',  en  y  chaDgeant  «  en  «<>,  et  substituam  ma  •  à  racccm  '  (a4^ 
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t'  =       {x    +  xC»+0  +  a:C««+0  +  €tc.) , 
+  <e  (x^  -+-  x^"^^^  +  x<*«+*>  4-  etc.), 

+  etc. ,  ^ 

expression  de  là  forme 

t'  =  X'  +  aX"  4-  A'X*' . . . . +«*'"' XC»). 

Regardant  alors  les  quantités  X\  X",  X'^^^X^'*^  comme 
les  racines  d'une  équation  du  4egré  n,  on  pourra  «ij^H- 
quer  à  la  nouvelle  expression  de  è'  les  raâsonnemens  des 
n"  22  et  a4  ;  on  fera  <'"  =  ^'  ;  on  aura  en  conséquence 

«zpresjsioa  4ilqs  Uujnelle  les  fonotiofis  X^  XHyX^^  etc,  ^ 
se  comporteront  comme  x\  x",  x",  etc. ,  dan»  délie  du- 
j^^'M^  en  9Q^tpque  ile^qmbre  ly^éf  ai^  «uppoaé  preq&ier^  on^ 
gartagara  «ac^r^  les  rpilepr^  ^e.4  lea  gro^p^s  f|ui  en  cDn- 
liepdroiït  ii«^,i^dpnnée0  par  une<^niitîond^iltie6.eoef*- 
&Ms  dépef^oqtd*«i}Mt»OBs  des  degrés  i.â.3...(ii—- 2)), 
ajant  pour  coefEciens  des  fonctions  rationnellels  de  X^ 
A  f  etc«  — 

Ces  derrières  .dépepdrpiit  à  |^urtpur.di*équations  qui 
se  formeront  en  effectuant  entre  x^^x"  ....  x^"*^,  toutes 
les  permutations  j/ar  lesquelles  les  foncttofls  X\ 
X*,  etc. ,  cttangent  de  valeura',  permutations  dbbt  le 
nombre  se  réduit  beaucoup ,  i  cause  que  les  racines 
a?',  X*,  etc.,  «"y  trouvent  sans  eoefficiens.  En  effet  , 
d'après  sa  composition , 

ne  saurait  changer  de  valeur  par  toutes  les  permutations 
fpkom  fierait  entre  les  p  racines  dont  il  est  foormé.;  il  ne 
faudra  donc  avoir  égard  qu'aux  combiliaîsonbdtlSéreaitBs 
que  donnent  les  m  racines  x\  x^,  x",,..  prises  en  n«ffl* 
brep;  et  comme  toutes  ces. racines  doivent  se  partager 
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entre  les  n  fonctions  X' y  X" , . .  .XC»),  il  y  aura  autant 
clé  valeurs  de  toutes  ces  fonctions  qu'il  y  aura  de  ma- 
nières de  partager  m  racines  en  groupes  qui  en  ren- 
ferment chacun  un  nombre  p. 

Or,  1°.  un  groupe  quelconque  pourra  se  former  de 

.m(m  — i)...(m — p  +  O 

manières  j  ce  qui  revient  à 

1.2. o.  • .  .m 
i.a.3. .  .(m — p).  I  .'a, 3. ...  p' 

en  ajoutant  en  même  temps  au  numérateur  et  au  déno- 
minateur Us  nombres  consécutifs  depuis  i  jusqu'à  m*^p 
inclusivement. 

â^i  Quand  on  aura  choisi  pour  X^  Tune  de  ces  combi^ 
naisons^  la  deuxième  fonction,  X",  se  formera  d'autant 
de  manières  que  les  m — p  racines  restantes,  prises  en 
nombre  p,  fourniront  de  combinusons  diverses,  c'«st-- 
à^direde  *  -  > 

1 .9*3. .  .{m — p) 

1 .  a .  3  . . .  (m  —  ap) .  i .  a .  3  . . .'  p 

<     ••  _  •  __    • 

manière^  ;  et  chacune  de  ces  combinaisons  pouvant  ré- 
pondre à  chacune  des  précédentes,  le  système  dçs  fonc- 
tions X',  X"  pourra  se  former  d'autant  de  panières  que 
l'indique  le  produit  des  deux  nombres  que  je  vi^^ns  de 
trouver,  et  qui  se  réduit  à 

1 . a . 3 ...  m 
.,  .     1 .2.3  . . .  (wi  —  ap).(i,a.3  . . .  p)*' 

en  supprimant  les  facteurs  i  .a,3.  •  .(m— ^p)  communs 
au  numérateur  et  au  dénominateur.  En.  opérant  ainsi 
71  —  i  fois  ,  c'est-à-dire  jusqu'à  ce  qu'il  ne  reste  que  p 
racines  pour  former  la  dernière  fonction^  ^^'%  on  trou- 


e. 
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vera  que  le  nombre  de  manières  dont  on  peut  former 
simultanément ,  avec  les  racines  x\  x",  •  • .  a;C») ,  l'en- 
semble des  fonctions  X\  X",. .  .X^"),  est  exprimé  par 

■ 

i.â.3...7n  

i.2*3...[jn— (fi— 'i)pj  (i.fl.3.  ..p)"-*"* 
1  •  â .  3  •  •  •  ni 


■"  (1.2.3  -..p)»' 

puisque  de  m  =;  i>p,  il  suit  m—  (»'— i)p=p-  Mais  si 
Ton  regarde  les  valeur»  des  fonctions  X',  X"^  . . .  XW^ 
comme  les  racines  d*une  seule  équation  dont  Tinconnue 
serait  X  y  les  cQei&ciens  dé  cette  équation  étant  tous  des 
{onctions  symétriques  de  ses  raci9es  »  con3erveront  la 
même  valeur  dans  toutes  les  combinaisons  de  a/,  x". .  » . 
qui  ne  feraient  ijo'échanger  entre  elles  les  valeurs  de 
Xf y  X",  etc.,  c'est-à-dire  permuter  ces  ronctions;  et 
comme  leur  nQmb;re  est  n^  celui  de  leurs  arrangentens 
1  .fi.3. .  .ra,  il  faudra  donc  divisej;  par  ce  dernier  celui 
qui  a  été  trouvé  plus  haut ,.  et  on  obtiendra . 

1 .2.3.  •  .TU 

.1  .2,3.  ,  c».(l  .2»3.  .-.p)* 

»  •  'y 

pour  le  nombre  dé  valeurs  différentes  que  prendront  les 

coefficiens  de  i*:éqtiation  en  X^  par  les  permutations  des 

m  racines  xf,  x",  etc. ,  de  la-pt'op^s^ef. 

Orales  coefficienff.de  réquatzonieQ  0,  esrprlmés  par 

les  fonctions  X^ ,  X"y  etc. ,  dépendant  immédiatement 

d'une  équation  du  degré  i .  2 . 3 . . .  (/t  —  2)  ^  dépendront 

d*une  équation  du  degré. 

1  .2.3.  .  .TU    .  .  T9  ,  N 

1.2.0.  ..M. (1.2,0.,  .p)"» 

1  .2.3.  .  «771  -, 

{n — 1)71(1.2.3. .  .p)"' 
lorsqu^on  les  rapportera  aux  racines  x\  x'\  etc. 
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227.  Quand  les  valeurs  de  B  ^ornt  obtenues ,  on  forme 
celles  des  fonctions  X',  X'', . .  .X^"\  comme  on  a  formé 
celles  de  x\  x",  ejtc.  r  dans  le  n**  a5 ,  mais  en  substi- 
tuant aux  racines  imaginaires  de  y^  —  1=0  celles  de 
-y»— 1=0, 

Pour  parvemr  ensuite  aux  valeurs  des  racines  de  Té- 
quation  proposée ,  il  faut  chercher  iea  co£fflEbieai^  du 
facteur  formé  des  p  racines  comprises  dans'  le  même 
groupa  »  et  doiït  X  donoera  ia  ^somnie.  Ce  facteur  sera 
par  CQnségueAt  "de  la  forme 

xf  —  X'xP"'  +  AxP-»—  ^P-^  +  etc.  z=zp  ; 

«t  hê  conditions  tfaii  doit  remplir  pour  diviser  exacti»- 
mentVéquiation  proposée  (£î^m.,  alo)  détei^ineront 
les  ooeffi^iqis  inconnus  ^  >  /^  ^  etc.^  eh^fonctîon^  ration- 
nelles de  X^  '•  /    ' 

Il  suit  donc  de  ce  qui  précède ,  que  lit  résolution  d'une 
équation  générale ilo  de^é  m  =::î7ïpy  dépend^  en  der-* 
nière  analyse ,  de  deux  équations  y  Time  du  degré  ' 

(a 1)71(1.2.3.    ..p)"  . 

st  rantre  du  degré  p^  œ  gni  .^t  çb»s  sîmpld  qoB  lorsque 
m  est  un  nombre,  premier.  ^ 

Quand  ms=;€f  on  p«it  prendre  itâs  a  ,  p  2=3  S  ;  la 
première  de  ces  équations  devient  dû  degré 

1.2. 3. 4*5. 6..     ..^ 

-î c==  10*.  * 

2(1.2.3)* 

et  l'autre  du  3*.  Suivafli  les  formule^  du  n^  28  ,  les 
équations  auxiliaires  se  seraient  élevées ,  Tune  au  de- 
gré 1.2.3.4  =  24®  >  l'autre  au  5®. 
Il  est  bon  de  remarquer  que  T^qM^Uon  du  degré  p 
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étant  un  facteur  de  1^  proposée  ^  celle-ci  se  décompose 
613  n  facteurs ,  au  moyftn  de  n  valeurs  de  la  foaction  JC  » 

^8.  Si  les  fonctions  de  la  forme  de  if,  dépendant 
d'équations  plusidiificiles  à  résoudre  que  la  proposée, 
dès  qu'elle  passe  le  quatrième  degré  ,  ne  peuvent  con-^ 
duire  à  la  résolution  des  équations  géoérales  d'un  degré 
quelconque ,  il  ne  pai^ît  pas  qu'on  puisse  attendre 
plus  de  suo^ès  d'aucune  auti7>e  fonction  des  racines,  ni 
d'aucupe  a«tre  méthode.  Le  prin^ip^  de  celle^  ne  pour- 
rait différer  qu'en  ^parenoe  ^e  oelui  de  la  méthode 
précédente  ;  et ,  suivant  la  marche  d^  l'Algèbre ,  là  ré- 
solution dune  équation  générale  doit  renfsrmer  toutes 
ses  racines  da9S  une  seule  expression^  puisqu'il  n'y  a 
pas  de  raison  pour  obtenir  une  certaine  racine  plutôt 
que  toute  antre.  Cette  loi  se  vérifie ,  en  effet,  spr  les  ex^ 
présidons  obtenues  précédemment;  toutes  les  racines  de 
réquation  proposée  dérivent  d'une  seule ,  par  l'échange 
des  diverses  raeiniss  d^  rnoilé  entre  eUes« 

Pour  le  second  4^é  »  par  exemple  ,  l'espression  des 
racines  étant 


-ip±\/lp--.q  =  -^ p i.  (l8), 


6)« 
a 

se  change  en  a  ou  en  6,  seloi;.  qu'on  prend  le  radical 
avec  le  signe  +  ou  le  signe  — . 

Il  est  facile  de  Yoir  aussi  que  les  expressions  des  ra- 
cines de  l'équation  du  cinquième  degré  ,  obtenues  dans 
le  n^  fl5 ,  sont  comprises  dans  la  formule  suivante , 

x+    x'+    3f+    a:'^+    X' 

a  ^ 

4-  ^t'i/c/^.  002"+  ^x'^yx'''^  fx^f 
+  iô»  Y(ix'+<è;c''+^x''+y'x''''^^''x'f 


5 


•4-  y"  Yix'+m^x"+^^x'^+y^^'^+i^x''f 
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car  les  quantités  écrites  sous  le^  radicaux  deviennent 
identiques  avec  fl',  6",  ô*,  9*^,  lorsqu'on  remplace  /8,' 
y ,  ^  par  le^rs  valeurs  respectives  «*,  «^,  tfi  ;  et  prenant 
ensuite  pour  n  les  nombres  depuis  5  jusqu'à  'i ,  on  re- 
tombe sur  les  expressions  du  n^cité.  Cest  le  changement 
tque  subît  l'exposant  n ,  qui  indique  ici  la  multiplicité 
des  valeurs  dont  les  radicaux  sont  susceptibles >  puisque 
cela  revient  à  mettre  pour  «  ses  diverses  valeurs. 

Yandermonde  (M^m.  de  l'Acad,  de  Paris ^  i77i)> 
qui  a  leprèmier  donné  à  cette  remarque  toute  Tétendtte 
<lont  elle  est  susceptible,  a  conçu  que  le  problème  de  la 
réaolutioades  éqaiatix>ns  générales  consistait  à  former ^ 
m^'c  les  diverses  racines  de  Punité  (  qui  servent  à  ca- 
ractériser Ja  multiplicité  des  valeur^  d'un  radical  quel- 
conque )  et  <i9ec  ^le9  racines  de  l'écfUaiiori  proposée , 
une  fonction  qui  pût. devenir  successivement  égale  à 
chacune  de  ces  dernières.  C'est  à  ce  point  qu'on  doit 
arriver  par  toutes*  les  méthodes  ;  car  quelle  que  soit 
la  composition  du  résultat,  en  y  remplaçant  les  coefii- 
ciens  de  l'équation  proposée  par  leurs  expressions  con- 
nues^ on  le  changera  toufours  en  une  fonction  des  racines» 
forictîon  qu'il  faudra  déterminer ,  soit  immédiatement , 
soit  en.Ia  faisant  dépendre  d'autres  fonctions.  C'est  aussi 
ce  que  Lagrange  prouvait  en  même  temps  par  l'examen 
djs^  diverses  méthodes  proposées  antérieurement  pour 
résoudre  les  équations  littérales  (  Mém,  de  l'Acad.  de 
Berlin i  année  i77q),*^et  dont  nous  donnerons  une  idée 
générale,  dan?  la  suite. 

Diaprés  ces  principes^  le  point  fondamental  de  la  ques- 
tion était  la  découverte  d'une  fonction  non  symétrique , 
établissant  entre  les  racines  de  l'équation  proposée  une 
relation  différente  de  celles  qu'exprime  la  composition 
des  coef&ciens,  et  qui  dépendît  d'une  équation  plus  facile 
à  résoudre  que  la  proposée.  Lagrange,  à  la  fin  de  son 
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beau  travail  ^  ne  put  donner  que  des  vues  générales  pour 
d^terfainer  à  priori  le  degré  de  l'équatioli  d'où  doit  dé«« 
pendre  une  fonction  des  racines  dont  la  composition  est 
connue.  £n  poursuivant  ces  vues,  M.  Paolo  Kuffini  a 
prouvé  qu^avec  cinq  lettres  on  ne  pouvait  déjà  plua 
former  des  fonctions  non  symétriques  qui  n'eussent 
que  quatre  valeurs  (^Mémoires  de  la  Société  Italienne, 
tom.  XII  >  et  Theoria  générale  délie  equazioni)  ;  et 
M.  Gauchy  (  dans  le  17*  cahier  du  Journal  de  l'Ecole 
Polytechnique,  p.  g)  a  démontré  ce  beau  théorème  :  Le 
nombre  des, valeurs  différentes  £  une  fonction  nonsymé^ 
triques  de  n  quantités,  ne  peut  s'abaisser  au-dessous  du 
plus  grand  nombre  premier  p  contenu  dansn,  sans  de* 
venir  égal  à  a.  C'ç  st  ainsi  qu'on  a  pu  former  des  fonctions 
de  trois  lettres  qui  n'eussent  que  deux  valeurs  (19)3  et  des 
fonctions  de  quatre  lettres  qui  n'en  eussent  que  trois  (fio); 
mais,  celles  de  cinq  et  de  six  lettres ,  qui  doivent  ad- 
mettre plus  de  deux  valeurs,  n'en  .sauraient  avoir  moins 
de  <Hnq.  Telle  est  Ja  vraie  difficulté  de  la  résolution  des 
équations  générales.  M.  Paolo  Ruifini,  qui>  dès  1798, 
avait  entrépris  de  prouver  qu'elle  était  insurmontable ,  a 
reproduit  et  perfectionné  ses  raisonneniens  dans  ses  i2i- 
Jlessioni  interno  alla  soluzione  délie  equazioni  alge-- 
braiché  générale  (Modena^  i8i3)  ,  et  dans  le  t.  XVIII 
des  Mém,  de  la  Société  italienne.  Mais  s'il  faut  renoncer 
à  obtenir  >  par  un  nombre  limité  d'opérations  algébri^ 
ques  généralement  indiquées,  les  racines  d'une  équation 
quelconque  au  moyen  de  ses  coefficiens ,  on  doit  y  avoir 
d'autant  moins  de  regret,  que  la  forme  de  ces  expressions 
en  rend  l'application  numérique  toujours  très  longue  et 
quelquefois  impossible ,  ainsi  qu*on  va  le  voir  (^). 

{*)  L''emploi  des  permutations  n'est  pas  seulement  utile  pour 
résoudre  les  équations  des  degrés  supérieurs  an  premier  j  il  s^offre 
iiussi  dans  la  recherche  des  valeurs  des  inconnues  déterminées  par 
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Observations  sur  les  expressions  des   racines   des 
équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

ag.  Lorsque  l'équation  du  troisième  degré  est  de  la 
forme  a:'  +pj:  +  g  =:  o,  c'est-à-dire  que  le  coefficient 
p  est  positif,  des  trois  racines  qu'elle  comporte  ,  deux 
sont  imaginaires,  une  seule  est  réelle  (ig)  ;  mais  si  p 
est  négatif  ^  on  qu'on  ait 

3(?  —  p  jc  +  g  =  o  , 

k  radical  qnarré  V^?VP^"^i9*»  4^^  ^^^^  ^^  l'exprès* 
sîon  des  trois  racines ,  se  changeant  en  k  —  iVp*  +  i  ^# 
devient  imaginaire ,  si  ^p*  surpasse  \q*.  Tontes  les  ra- 
cines sont  alors  affectées  d'imaginaires  ,  et  paraissent 
par  conséquent  telles.  Cependant  on  a  vu  {Elém, ,  ai3) 
que  toute  équation  de  degré  impair  avait  nécessairement 
une  racine  réelle  ;  il  7  a  donc ,  dans  ce  cas,  une  con- 
tradiction au  moins  apparente,  et  qu'il  faut  lever. 

Cette  coniradictioâ  tient  à  ce  que  l'on  aurait  tort  d^ 
prononcer  qu'une  expression  composée ,  renfermant  des 
itnaginaires ,  est  imaginaire,  à  moins  qu'on  n'ait  prouvé 
qu'elle  les  conserve  lorsqu'elle  est  développée.  Là 
formule 


les  équations  générale!!  du  premier  degré.  M.  Laplace  avait  mon- 
tré p^  ce  ikuy^eti,  dès  1772  (Iffém,  de  VAead,  de»  Sciences), 
qiielqoe»-aiies  de»  propriétés  des  fonctions  qui  eatretic  dans  ces  ra^* 
ieurs.  Vandermonde,  en  les  trouTant  de  son  côté ,  introduisit  dans 
le  calcul  une  notation  bien  ingénieuse ,  et  qui  pourrait  devenir  fort 
utile.  Monge  donna  ensuite  (  Journal  de  l'École  Polytech- 
nique, i5®  cahier)  une  interprétation  géométrique  très  curiense 
Aes  fonctions  dont  il  s^agit.  Enfin,'  elles  ont  fourni  ^  h  MM.  J.  Biaet 
«rf  Canchy ,  le  sufet  de  deux  beaux  Mémoires.  (  Journal  de  l'École 
Polytechnique,  i6«  et  17^  cahiers.) 
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peut  s'écriref  ainsi , 

si  Poû  fait,  pour  abréger , 

—  i<r  =  «»        ttP^  — i9"  =  A*r 

et  s'il  arrivait  que  les  quantités  a+b  |/^^  et  a b  (/^ 

futottBt  dos  cubes  parfâifsr  dé  k  fenné 

(-^  +  ^t/^f    et    (A~É\/^)3^ 
AetB  étant  des  quantités  réelles ,  on  aurait  alors 

valeur  réelle. 
Si  Ton  avait,  par.  exemple  , 

3 S 

ou  s'assurerait,  par  rélévation  au  6ube,  que        '^ 

3     »    »       ■  .,     r  

et  on  trouverait  4  potir  la  sôfl6to^  de^  deux  ratf îùaux. 

Leis  premiers  ailalystcfi»  qi^  s*o6(iupèréht  de  la  réso- 
lution des  équations  des  d^nfa  supérieurs ,  après  avoir 
remarqué  l'espèce  de  paradoxe  développé  ci- dessus, 
parvinrent,  en  eflFét,  à  tirer  de  Texpreâsion  même  de  la 
première  racine  un  résultat  délivré  des  îmagii/aîrei , 
lorsque  les  quantités  comprises  sous  les  radicaux  cubi- 
ques étaient. des  cubes  pâîfTaits. 

3o;  a,  G'^t^  ottte  mnttièitè ,  dit  Lagnange  (*) ,  que 

(*)  Séatuces  dtA  Keoles  Notmaîes  (leçon»,  t.  lU,  pag.  295, 
première  édition  > ,  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique  (7^  et  8© 
cahiers,  pag.  aà6)« 
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9>  Bombelli  â*est  convaincu  de  la  réalité  de  Texpression 

yt  imaginaire  de  la  formule  du  cas  irréductible  (c'est  le 

?)  nom  qu'on  donne  à  celui  dont  il  s'agit  ici);  mais  cette 

)>  extraction  n'étant  possible  en  général  que  par  les 

y  s^ies  y  l'on  ne  peut  parvenir  de  cette  manière  à  une 

y)  démonstration  générale  et  directe  de  la  proposition 

T)  dont  il  s'agit.  * 

D  II  n'en  est  pas  de  même  des  radicaux  quarrés  et4e 

1)  tous  ceux  dont  l'exposant  est  uue  puissance  de  â.  En 

r)  effet ,  si  l'on  a  la  quantité 


\/a  +  b\/—i  +\/a  —  b\/—i  , 

})  composée  de  deux  radicaux  imaginaires ,  son  quarré 
Yt  sera 

n  quantité  nécessairement  positive  :  donc ^  en  extrayant 
»  la  racine  quarrée  ,  on  aura 

\/aa  +  2  v/a*  +  i* 

Y)  pour  la  valeur  réelle  de  la  quantité  proposée.  Mais  si , 
Tf)  au  lieu  de  la  somme ,  on  avait  la  différence  des  mêmes 

y)  radicaux ,  alors  son  quarré  serait  da  —  a  v/a*+  6* , 
))  quantité  nécessairement  négative;  et  tirant  la  racine , 
)>  on  aurait  l'expression  imaginaire  simple , 

))  Si  l'on  avait  la  quantité 

n  on  relèverait  d  abord  au  quarré ,  ce  qui  donnerait 
Va  +  b  V^^  4.  y  a  —  i  \/^  +  2  ï/a*  +  A»  = 

. —  -  4  

V2fl  +  2  V/a*  +  b*  +  aYa''^b''i 
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Ti  qualité  réelle  ÎBt  positive;  on. aura  donc  aqaâi,  en 
7)  extrayant  la  racine  quarrée ,  une  valeur  réelle  de  la 
V  quantité  proposée  >  et  ainsi  de  suite.  Mais  si  Pon  von** 
n  lait  appliquer  cette  méthode  aux  radicaux  cubiques^ 
»  on  retomberait  dans  une  équation  du  troisième  de- 
7)  gré ,  dans  le  cas  irréductible  (^. 
)>  Soit^  en  effet  y 

à  ^_j|.        s • 

n  en  élevant  d'abord  an  cube ,  on  aura 

i>  savoir: 

iia  +  Sx  l/a*  +  6*  =  a;3, 
1)  on  bien  ^ 

3  

a^-—  Sx  V  û*  +  6*  —  sa  =  0  j 

t 

(^)  Les  formules  rapportées  ci-dessns  ne  sont  pins  exactes  q[nand 
a  est  négatif;  cela  s'aperçoit  tout  de  suite  eç  y  faisant  6  =  0,  et 
changeant  le  signe  de  <zj  car  il  vieilt  alors 


et 


K  —  aa-t'sV/a^+i's^V^— aa-f-aV/a*  =  o, 


fésultau  ^  ne  s^accordent  point. 
En  général , 

Kous  n'irons  pas  pins  loin,  n'ayant  pour  but  que  d'indiquer  la 
itetrictibn  qn^il  faut  mettre  à  ces  fotmules.^ 

Comp.  des  Elém.  SAlg,  S 


GS  CQMVtdilBiiK 

9»  foromli  (jéiiéraivdacas.ktédsctiUe^.pvbftte 

«y- 

9)  il  faudra  donc  prouver  que  b  ayant  une  valeur  quel- 
»  conque  rééj^e,  x  aura  nussi  une  valeur  coirespon- 
i>  dante  réelle.  Or  féquation  précédente  d'onne 

}>  et  élevant  au  cube  ;  on  trouve 


rfÉ^.»i«ifa  I  M  I  I  ^— fcÉH 


»  d'où 

^  — ji  ■  ' ' > 


If  équation  qu'on  peut  mettïe  sous  cette  fcnffi»^ 

»  ou  bien  sous  celleKîi , 

n  Cette  dernière  forme  fait  voir  que  b  est  nul»  lorsque 
D  o?^  =:"  8a  ^  qu'ensuite  6  augmentera  toujours  sans  in- 
))  terruption  y  lorsque  x  augmentera  y  car  le  facteur 
w  (a:^+a)*,augnîeiltera  toujours,  et  l^utt-e  facteur 
?)  augmentera  aussi ,  parue  que  le  dénouînat^r x^  aug<- 

»  mentant,  ïë  partie  négatïve  ^^  çiiestd'àborcf  =  i| 
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3  dtfvieiMkra  Iqi^ucb  tboiaân  qne  i.  Aiiisi^  eii  Sais^iiit 
il  tt^gmeiHter  par  étfféa  inaeaa&les  la  ^irakur  de  x?  âfih 
rt  puis  8a  jusqu'à  Tix&iîy  la^aieur  de  b^  augitrenteéa 
i>  aussi  par  degrés  insensibles  et  correspondons,  depuis 
'fi  ^éro  jusqu'à  rinfini.  Donc ,'  té^Mproqù^me^t ,  à  chaque 
n  valeur  de  h^,  depub  zéro  jusqu'à  Tinfini,  il  répoAdra 
'i»>  une  valeui^  de  a?  comprise  ^ntre  éa  et  llx^ni  ;  et 
»  comme  xrelà  a  lieu ,  quelle  ^e  soit  la  valeur  de  a  ^  on 
^  'enpieat^onclure  légitimement  que^  quelles  que  soient 
-n  'les  yàleitrs  de  a  et  de  6 ,  la  valeur  correspondante  de 
»  jT^b  let  p9t  cooséqnettit^aiisâ  de  x,  «era  touf ours  réelle. 
)i  Mais  comment  assigner  cetls  valeur^  il  ne  par^  pas 
ï)  qa'ielle  poiase  être  repi^setïtëe  autr^méiiK:  que  par 
il  r^Kprasaif»!  imaginaire,  ou  par  utie^  expression  en 
))  sétie^  qui  en  est  le  âévelop{>ttm^tt(qtte  jedTerai  con- 
11  naître  par  la  suite)  ;  aussi  doit^ii  regarder,  ces  sortes 
n  d'expressions  imagindretÇ  qui  répondent  à  dos  quân- 
n  tités  relies ,  comme  faisant  unenouvelle classe d'e^- 
r)  pressions  algébriques ,  qui ,  quoiqu'elles  n'ai^it  p^^ 
il  comme  les  autres  expressions ,  l'avantage  de  pouvoir 
n  être  évaluées  en  nonrbre  dans  rét^)ù  elles  sont^  ont 
»  néanmoins  celui  qui  ost  le  seul  nécessaire  ^ans  les 
ï>  opérations  algébriques ,  de  pôilvoir  être  employées 
il  dans  ces  opérations  comme  si  elles  ne  contenaient 
i>  point  d'imaginaires  (*).  n 

Cest  l'impossibilité  de  réduire  aovis  une  forme  en 
même  temps  réelle  et  composée  d'un  nombre  limite 
de  termes  algébriques,  les  racmes  d'une  équation  du 
troisième  degré^  quand  ,^p^  est  négatif,  ,«t;surpiàsse 

■•»>■»  H    I     I  I  mi^m^tmi^mftmi^-mmt^     III     »  m    ■■<  ,.ir    I        I         I  I  I»  I  I  II"    I  <■  «Il      iiii    r  ■<     )    «   I       i  ■ 

(^)  On  emploie  ces  expressions  avec  succès  dans  Papplicatipn  de 
PAIgèbm  à  h  Ûiéom^triiô,  -par  raf^pprt  à  I^xîivision  tlés  angles.  Cette 
théorie  se  trouve  dëteLvppée  ^oa  rjntrodueiiof)  de  tstpà.Trahé  'du 
Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral. 

5., 
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^9^,  qui  a  fait  donner  à  cette 'circonstance  le  nom  de 
cas  irréductible;  l'expression  delà  première  racine ii*e9t 
alors  quun  cas  particulier  de  celle-ci  : 


V/a  +  6/— 1+  Va  —  b\/—iy 
qui  appartient  aussi ,  comme  nous  le  verrons  dans  la 
suite  y  à  une  quantité  réelle^  mais  inassignable  algébr^*- 
quement  et  d'une  manière  finie ,  par  tous  les  moyens 
connus  jusqu'ici^  quand  n  n'est  pas  une  pubsançe  de  a. 

3i.  Non-seulement  dans  le  cas  irréductible ,  la  pre- 
mière racine  est  réelle,  mais  les  deux  dernières ^  qui  sont 
imaginaires  dans  tous  les  autres  cas,  deviennent  réelles 
dans  celui*«i.  On  peut  d'abord  le  voir  immédiatement 

lorsque  les  quantités  a  «l»  by^ — i  et  a  — iV^ — i  sont 
des  cubes  parfaits  ;  car  en  substituant  leurs  racines 

A-^B  (/— I  et  ^  —  jB v^—îj  à  la  place  des  radicaux 
cubes  y  dans  la  deuxième  et  la  troisième  racines  (19) , 
et  effectuant  les  multiplications^  conformément  au  n®  173 
des  Élémens,  oi^ouye 

—  —A^B{/5y 

^    =  —  A  +  B^3. 

3a.  On  peut ,  sans  le  secours  de  l'extraction  des  ra- 
.cines ,  démontrer  que  lorsque  les  trois  racines  de  l'équa- 
tion a;'  +  px  +  ^  =  o  sont  réelles,  p  est  négatif ,  qu'on 
a  nécessairement  jjp^  >  i9*i  et  que ,  réciproquement, 
lorsque  ~fp^  surpasse  ^9%  les  trois  racines  sont  réelles. 


r 
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En  effet  ,  soit  a  une  racine  réelle  de   l*équafion 

d*où  q  =  — a^— pa, 

et  par  conséquent  >    •     .. 

.,     ,•    a5r-a'  +  p(i  — o)  =  o; 
divisant  aloi^  pat  oiT-^  a^  o'n  obtiendra  l'équation 

dans  laquelle  sont  renfermées  les  delix  autres. r^cinjB^  de 
la  proposée ,  et  dont  on  tire 

x  =  — ia*K~ia*-P- 

On  i^oit  d*abord  9  à  l'inspectiop  de  ce  résultat^qu^ 
les  racines. ^^il  fournit  ne  pourront  être  râelles',  à 
moins  que  p  ne  soit  négatif  ^  et  qu*en  même  temps ,  il 
égale  ou  surpasse  |  a^. 

En  changeant  donc  le  signe  de  p ,  on  aura 

x'  — px  +  9  =  G ,       o?  — pa  +  ç  =  G  ;■ 
et  faisant  p  =  |  a*  -(-  J ,  Içs  trois  racines  seront 

puis  mettant  pour  p  sa  valeur  dans  Téquation** . . . 
a  -^pa  +  9  — o,  on  trouvera 

Pour  comparer  cette  valeur  de  q  à  celle  de  p,  sans  con- 
naître  celle  de  a,  il  faut  élever  p  au  cube  et  q  au 
quarré^  aEn  que  la  plus  haute  puissance  de  a  soit  la^ 
même  dans  le^  deux  résultats  ;  il  viendra  ainsi 


1 


d'où 

i<7«  =  ^a«-.  |ay^  Ja'd», 
pt  par  conséquent , 

La  dernière  valew:  3f^{^aV-  i^%  étant  toufoiirs  poalt 
tiye  tant  que  a  sera.posjtif^  puisque  son  ^çcond  fao* 
ftùf  est  tih  «Jliâùftl/doûfié  tSvîdfémmeût 

et  le  centraîrè  ^e  pourra  avoir  li^u ,  à  moins  que  a  ne 
«itnéigâtîf ,  ù'^Wrâ-dfevà  iftoiiia  ^uc  Tes*  AwT  Aîrirfèrea 
«aQÎàësâè]âJ]^^«ïéè]^sô^iyf$ittâgî^^  ' 

Eu  fàiàaftf  'd±±é ,  'ôri  a  •  » 

an r  — aH  >  , 

et  les  trois  racines j  qui  sont  encore  réelles ,  ont, entre 
elles  uife  relatiofa  rerharqùable ,  indî£[uée  par  les  valeurs 
suivantes:    à,    '^Jâ,    ^^-^ù.  •  • 

Il  est  donp  «pt^uiFé  /  pttr  ^  Nfat  pi^eèd^  ^  que  si  une 
éguatioTf,  du  troisi^T^^  é^çgrf^.OiU  nufins^  dans  tpus.  les 
cas,  une  de  ses  racines  gfli,  soit  réislle,  toutes, Iff  deyi^nr: 
Tient  lorsque  p  est  çe^o/i^,  et  que  ^  p^  surpasse  j  q\ 
Or,  on  a  vu  {Eléni, ,  al3)  (faé  toute  équation  iun  de- 
gfë  impûir-a^tîw  fftbins  ime  fàôiriè  réèiië ,  tfUéltfUëi  V^-* 
lJêùrè'qU^ûiei^s^cS>çfficien^fd€nctot^  le'ê  ims  èbhf 
féelléè-dàits  le  ces  vitëé       '    ' 

33.  En  attendant  que  j*expose  les  séries  qui  expri- 
ment les  valBnrs'a{)prochéëS'â€â  ràcinen/dés  équations 
du  troisième  detj;ré  dans  le  c4s  irrédiiétible ,  "je  rap- 
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porb^Aim  ma  procédé  beaueoiip  pl^s  âmpte ,  A^aé 
par  C^imut  diani  ses  Éiëtnens  é^Àlgèbre.  *  '  ■ 

Ce  procédé  consiste  à  rirmener  Téqnation.  .••••••' 

a:'  —  px+  g  =  o  à  la  fortiie  if-^z^szTy  en  faisaift 
x=imzy  et  déterminant  la  quantité  m  de  inanièire  à 
rendre  le  coefficient  «des  égala  l'unité.  Par  la  substitu- 
tion indiquée  ^  il  vient 

posant    m!*=ï=p,    on  a 

-.-.«,.:-*■ 

maïs  pouf  que  la  derpière  de  èési^Iêurs  soit  toujours  po* 
sitive  ^  6tt  prendra  m  du  signe  contraire  à  celui  de  q.  Gela 
I^osé,  Féquatioi»  «^'^ft:s^r  o«  p«^t  tonibât^^:^  }<9i:99 
îrréductibb^  qn?  lûwgtie  i^r  >  ir»^  c'^s^^ire  lowf  ue 

r  <[  l/yy-  <  — -p. ,  ce  qtiî  ne  ^eiit  avoir  lî^u  qu^autant 

que  la  Valeur  positffe  de  ^iist  éûfrt  les  limites  i  et 

— =:.En  eSFet,  il  est  visible  que  z  doit  aMfpasteorlVinltè 
|/3 

pour  que  la  ^aiitité  ^  <^  s  soit  positive  ;  mais  si  Ton 
faisait  z-zs  — ^  =:5!|/f ,  on  aurait  pour  résultat 


nombre  plus  grand  quer. 

Sîi  donc  on  suppose  s  ==  i  +  ^  ^  la  lettre  ^  zie  pourra 
représenter  qu'une  petite  fi*action  moindre  que  la  diffé* 

resce  ^,  1^7,  ipâ  ae  trouvé  anire  1  et  |/|f  lecube  cpùdj 
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de  cette  fraction  peut  être  négligé ,_  et  le  téànltat  de  1^ 
substitutioB  de.  i  +  J^  ii  U  place  de  »  dans  l'éqfaatio^ 
proposée  ^  en  omettant  i;^ ,  conduit  à 

^'oùrontîre  '    ■  - 

et  par  conséquent,  ■  '■ 

puisqu^on  ne  cherche  que  la  valeur  de  z  qui  surp^e 
Tunîté.  La  limite  de  l'erreur  que  l'on  peut  commettre  par 
cette  méthode ,  ne  s'élève ,  sur  la  valeur  de  ^,  qu'à  un 
millième  d'unité.  En  effet  |  si  l'on  suppose  z = (/f ,  va- 
leur qui  répoud  à  r  ==  H/f  >  Pt  pour  laquelle  i"  est  le 
plus  grand  possible ,  la  formule  ci-dessus  donnera 

;    ,  t?=:-^- g— ^>  ^«  ïieu  de  |/f  j 

>  • 

ce  qui  ine-àiffère  dù^yraî  que  de  o,ooiâ6. 

^^Sdît'poui?  exemple  l'équation  d?—  ï3j:  +  5=o;  on 
fera  -x^=Lf^z^i3,    et  l'on  aura 


r3 


5 


dV^'/'on.-déâiiira 


iSiP^iS' 


^      i3v/l3'  ^      •  -3 


-^3V^i3-i/i3  +  -i|= 

^=^/  ''5— -^  =  -  3.784- 


Si  Ton  veiit  pousser  plus  loin  l'exactitude ,  on  em^ 
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ploiera  la  méthode  donnée^dans  le  n°  âi5  des  ÈUïmns\ 
et  l'on  troayera  ,';•..        '  .     .^ 

x  =— 3,78434*  :  - 

34'  "^^  ^^  m'ocouper  maintenant  dea  racines  de  Pé-> 
qaation  du  quatrième  degré  ^ 

Ces  racines  dépendent  de  cellea  de  la  réduite 
2*  +  2pa*4-  (p»  — 4r)a  —  9»  =  o (fl)  , 

et  Ton  a^  par  le  n^  29^  les  deuic ^systèmes  de,  valeurs^  j 


=i(+  /«'4-  /^+  V^)  )       (=  i(-  /a'-  i/i'-  i/zT), 


dont  il  faut  choisir  celui  dans  lequel  le  produit  des  trois 
tenues  est  du  signe  contraire  au  signe  du  coefBcieut.ç  ; 
or  y  ce  signe  résulte  de  celui  dont  chaque  radical  est 
affecté  y  et  de  celui  que  prend  le  produit 

suivant  la  nature  des  racines  z\  2'  2*  de  la  réduite. 

On  doit' d'abord  observer  que  la  combinaison  des 
signes  des  termes  de  chaque  valeur  de  x  donne  -f-dans 
le  premier  système  >  et  —  dans  le  second. 

Cela  posé ,  1^.  Téquation  (R)  ayant  son  dernier 
terme  négatif^  doit ,  lorsque  ses  trois  racines  sont  réelles, 
les  avoir  toutes  positives ,  ou  seulement  une  positive 
et  les  deux  autres  négatives  ;  car  le  dernier  terme  étant 
le  produit  de  toutes  les  racines  prises  avec  un  signe 
contraire,  ne  peut  être. négatif  que  lorsque  ses  trois 
facteurs  sont  négatifs  ,  ou  qu'il  n'y  en  a  qu'un  seul. 


contlAwiiii 

H  U  pEcaùer  câs ,  l«i  raoÎM*  •',  »'.  i^  étant  pioitfi— 
a ,  le  produit  j/F,  j/?.  V^ï'ne  pMt  «toît  ^*  !•• 
le  +,  et  par  couéqavnt  c'eM  te  premier  gyatèmo 
«lle^n  qn'U  faut  praRd».  41  4  Ml  positif  ^  pt  le 
)Dâ ,  ai  9  est  positif. 

Dana  le  second  caa,  si  Ton  df^igjne  par  z'  1»  tM- 
i  positÏTe  de  l'équation  (H),  et  qn'on  pose  £*=—«, 
=  —ijl,  il  vient,  sDtTMtUnawrqaadBÉ*  17a  des 
iWBf ..  ,  .  - 

[ni  chongp  l'pidre  des  Vff>t»  cai«ctéritf>S[N9s  de  <^- 
sy»tème ,  '  en  sorte  tpt'il  f^ut  prepdre  I«  pMjnier 
i^e  1/  est  positif,  et  le  second  lor9<{ae  ce  coeflÎGient 
négatif. 

i*t  Qqàad  l'i^ation  (Vf)  «  une  racine  réella  «t 
X  imaginaires ,  sa  racine  réelle  est  nécessairement 
hlve ,  car  Tqs  deux  imaginaires  ne  ponyant  proye- 
gue  d'une  équation  du  second  degré  ,  dont  le  der- 
:  terme  soit  positif,  et  qui  soit  par  conséquent  de  la 
ne  z*-i-jiz-^B^o,  il  faut  que  le  facteur  do  pre- 
T  degré  ,  q^i  contient  ]a  racine  réelle ,  sait  de  Ut 
qe  s  ^ —  y,  a^Ds  quoi  le  dernier  terme  du  produit  du 
mierfacteur  par  le  secondj  serait  positif, 
iln  réioWant  i  éqijation  a*  -J"  -'^  +  -^  =  <?  >  °°  *•''* 

U  pour  que  ses  racines  soient  iws^naire» ,  ilfeut  qu» 


i^nt  (ipnc ,  pour  iibréger , 
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A     ^     ^      ' 

{Wi^idra  ' 

-     -  y  *  •  '     ■      ' 

% 

pâjignaWt  pv  s^  la  racine  r^IIe  ^  pâ  pctser^t       ' 

et  po«i:  ponoaîtrç  1q  YéritJ^lfi  fi^iffi  ^e  ^^i\f^^_x 
|I  faudra*  faire  attention  à  celui  de  d.  Si  ce  dfX^peV  eçjil 
positif,  il  Tiendra   .  .    c 

ce  produit  étaat  posiëf ,  le  chois.id»  système  des  va- 
leurs de  a;  se  fera  T;i)mme  'st  Ies't>o)s  racines  de  l'é-^ 

qqatioi^  CQ)  J^ieet  rMles  «tp^aitâ/itt;  i&arui  ai*^  fli# 
négatif,  il  faut  observer  que 


parce  qu^il  -en  résulte  - 

•  •  •  • 

i  -\  •      ■  â  -  .     ^   • 

et  ,qi2*alorsL,Ia<cli0i^qdi^  sjr-stènye  des  vftleur^  d»  as  doit 
être  le  même  que  %\  1^  çédwf^  4vnit;AÎeu3f  Wq«fis  l^^fifi^ 
tîves  (*). 

(^}'TqI]cs  8on(,  à  peu  <1<  chq^e  pir^,  le»  remarqua  fait^M  p^ 
M.  Qrçt.-D^ûîs  on  "a  propos?  (,/oiiri(«^  tis,  l^École  Polyt&cJ^ 
nique f  ^«  cç  8«  <îahicrs,.p,  ^gj  d'ç'vitçr  ÏVwbigmU  éie»  fjf^fjbvfit» 

des  Talepri  de  « ,  an  Mfi»at  4c  .IV^piatÎQ»  j/iT'^V/iî^l^iT  çî?  «^  7 
(ao),  la  yalcur  de  Tun  .dff  u6k  radicaux  .^  S^' 1p^  x^all  l<Vi  d<MK 
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35.  Quant  à  ce  qoi  r^aide  la  nature  dea  racines 
de  l'équation  dn  quatrième  degré  ~  proposée ,  on  voit 
1®.  qu'elles  seront  tontes  réelles  ,  lorsque  celles  de 
l'équation  (K)  seront  réelles  et  positives  ; 

â^.  Que  M  cette  dernière  a  denl  radnes  négatives, 
la  proposée  aura  ses  quatre  racines  imaginaires^  excepté 
le  cas  où  les  dënx  quantités  négatives  «',  z'  seraient 
égales  entre  elles;  càc  alors  el|,es  se  détruiraient  dans 
deux  racines  qui  deviendraient  réelles  et  égales ,  à 

—  ïl/?  (îams  ife  premier  sysièùie^  et  à  +  ii/?dans 
le  second  ;  " 

3*.  Si  deux  des  racines  z"  et  &*  de  la  réduite  sont 
imaginaires  -,  deux  d^  quatre  valeurs-  de'  or  contien- 
dront l'expression 

qoi  i4pioi«{a^afifect6ô  de  sjrmboks  iuâia^aires  /est  réelle 
et  égale  à 

ces  deux  racines  seront  par  conséquent  réelles  :  les 
deux  autres  contenant  la  quantité 


qui  revient  à 

seront  par  conséquent  imagînaîres^(*). 


i*»- 


systèmes  de  Talenrs  à  no  seul ,  anqael  on  peat  donner  la  forme 

mais  cës-formales  n\)nt  pas  la  symétrie  qui  règne  dans  les  autres. 
.'  {*)  Ceci  snppose'qàe  a.  est  positif^  le  contraire  aurait  Ceu  ^i  < 


y 
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Pour  reconnaître  par  les  coeificiens  n^êmes  de  la  pro- 
posée^ dans  lequel  cas  Téquation  (R)  a  ses  trois  racines 
réelles ,  il  n'y  a  qu'a  faire  disparaître  le  s«cond  terme 
de  cette  dernière^  afin  de  pouvoir  la  comparer  avec 
la  formule  y^'^rPy  +  Q  =  o;  pour  ceW,  on  suppo- 
sera    2i=j^  — -J-,     ce  qui  donnera 

équation  dont  les  trois  racines  sont  réelles  quand 

-(f+^')'>i(f-i^ +'■)■■ 

36.  Je  ne  quitterai  pas  ce  sujet  sans  faire  remarquer 
que  les  racines  imaginaires  des  équations  du  quatrième 
degré  sont  de  la  même  forme  que  celles  des  équations 
du  second  et  du  troisième,  c'est-à-dire  de  la  forme 

-^±:^V^— 1.  En  effet,  lorsque  la  réduite  a  deux 
racines  négatives  z",  2,^,  en  les  représentant  par  —  a* 
et  —  y3*,  les  quatre  valeurs  de  x  deviendront 

x=      i(v/7+ («  +  ^)K5ï)) 

^  =  -  i  (/*[+  (-  -  fi)\/^)  ] 

Les  deux  premières,  combinées  ensemble,  donneront 
nn  facteur  réel  du  second  degré  ',  il  en  sera  de  même 
des  deux  dernières» 

Quand  la  réduite  a  deux  racines  imaginaires  de  la 

forme  «  +  ^v/ — *  et  «  — ^v/ — ^  >  les  deux  racines 
imaginaires  de  la  proposée  deviennent 


yS  cQimn.iuuui 


en  faisant  yz=^  et  fl«— al/^^«»+i8'±=«— 3^. 

La  proposée  pourra  donc  ^core«  -dans  ce  cas ,  être 
formée  par  la  multiplication  de  deoz  Êtctenn  réels 
du  second  degré. 

37.  Tels  sont  les  réjfûltats  algébriques  de  la  réso- 
lution des  équations  générales  des  troisième  et  qua- 
trième degrés  ;  ils  s'accordent  bien  a?ec  les  lois  de  la 
composition  dm  é<|tiatîons^  taaais  leur  applîcadon  nu- 
mérique est  souvent  très  pénible  et  fort  peu  satisEû- 
santé.  L'expression  des  racines  des  ^équatîons  du  troi- 
sième degré  est  composée  de  deux  parties  (19) ,  de  telle 
sorte  qu'en  effectuant  séparément  les  extractions  de 
racines  indiquées  dans  chacune  >  on  ne  panrient  quel- 
quefois qu'à  des  valeurs  s^prochées  1  pour  des  racines 
qui  sont  cependant  des  nombres  entieiB*  Cet  inconvé- 
nient augmente*  encore  pour  le  quatrième  degré  ;  car 
si  l'on  voulait  exprimer  immédiatement  par  leurs  coef- 
Sciens  les  racines  'des  équations  de  te  degré,  il  fau- 
drait ,  sous  les  radicaux  du  second  degré  qui  affectent 
les  racines  s',  z",  z*  de  la  réduite ,  mettre  des  expres- 
sions contenant  d^ades  radicaux  du  troisième  degré, 
sur  des  radicaux  >du  deuxième.  La  difficulté  du  cas 
irréductible  dû  troisième  degré ,  s'introduisant  alors 
dans  le  qnatrième ,  et  ayant  de  même  lieu  dans  les 
degrés  supérieurs ,  augmente  encore  beaucoup  Timper- 
fection  de  la  résolution  littérale  âés  équations  de  ces 
degrés.  Ce  sont  ces  défauts  que  Lagrange  avait  en  vue, 
lorsqu'il  disait  :  a  On  peut  assurer  d'avance.,  ^oe  'quand 
»  même  on  parviendrait  à  résoudre  généralesient  le 
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)»  ciaquiàme  degr4  et  Uê^amwas ,  otr  n*êàifëiÊpÊX  ïà 
m  que  d%ê  feraiale»  algébnqiie»  préoièma*  •&  ttUe»^ 
?i  mêiiie»>^  nMÛs  trài  peu  n^ha  pour  k  risolùtieh  effcb*< 
9»  ûf  et  nnai^fpie  ^ft  éf ufttioK»  dos  Hnêttes  degrés^ 
91  tt  qui  9  par  G0H8£cpieiit^x]«âi«peiiéerâi«nilfMB  d'avoir 
9>  r^GOUis  aux  médiodet  «riit1uBiétk|aoé  (*)•.» 

D*a{nrà3  de»  iBOlifis  ^  d'il*  âtssi  grand  pcHd»^  î'ai 
cru  tte  dfeyoîr  dann^  dans  le»  SUntens  ^Jtigèhtm 
qoela  résolittion  numéri^tte  de»  éqiîaAioiiay  ^tic  oBt»  k 
Vf  propv^cMiM;  parler ,  xm^  opération  arkhmétiqiie  fou-* 
»  dée  y  i  la  târité ,  ^ur  les  prineipcs  géoéraax  dé  la 
»  théorie  des  é<fttatioBs  »  xùxAb  dont  le^  résullats'ne  sonè 
1)  fue  dea  nonbrea  oi  Top  oe  reccmsaot  plus  le^  pre« 
yt.  miers  aoinbres  mi  ont  $ervi  d'élénene  (c'est-ànlire 
)i  les  Goeinciens,  de  réqaatioû  à  rés-osdre)  >  et  qui  ne 
»  conserrent  auGune  tr^ce  de!»  difEérentea  opération» 
))  particulières  qui  le»  ont  produitab  L'eltraefion  dee 
)>  racines  quarrtes  et  cubiqae»  est  ropératrok  la  plu» 
n  simple  de  ce  genre  ;  ô*e$t  la  résolètion  des  équation» 
i>  numériques  du  second  e^du  tcoisièute  degré ,  dans 
»  lesquelles  tous  les  termes  intermédiaires  manquent. )> 

Yiète  a  sûrement  été  guidé  par  des  considérations  de 
ce  genre  »  lorsque  ydane  son  Traité  de  numerosa  potes- 
iatum  adfectamm  resoliUione,  il  a  cherclié  à*  résoudre 
immédiatement  les  équations  numériques  par  une  suite 
d'opérations  purement  arithmétiques  et  combinées  entftf 
elles ,  à  peu  près  comme^le  sont  celle»  qu*on<  emploie 
pour  extraire  les  raoine»  des  nombres.  Si  sa  méthode 
était  uniforme  pour  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présen- 
ter^ en  sorte  que  »  par  une  succession  régulière  des 
mêmes  procédés  ^  elle  conduisit  infailliblement  à  la  ra- 
«   ■  ]  ■  ■  '  *         ■        ■ .  ■  1 1  ■ .  ■  '  ■  ». 

(*)  tic  la  Résolution  des  Equations  numériques  de  tous  le^ 
i2e^re5  (a*  ëdit»  y  Ayeitissement^  page  Viij). 
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cine  cherchée^  lorsque  C6tte racine  eist  assignable  e^âd^ 
tement  en  nonabreis ,  et  dans  tons  les  autres  cas  >  à  une 
valeur  de  pins  en  plus  approchée  ^  elle  ne  laisserait  rieil 
à  désirer  dans- la  résoluticm  numérique  des  équations , 
que  Fon^poutrait  alors  regarder  comme  aussi  complété 
que  Textraction  des  racines  :  mais  il  n'en  est  pas  ainsi. 
Malgré  les  efforts  que  Harriot ,  Ougtred ,  Wallis^  ]^eU 
et  d'autres ,  ont  faits  pour  perfectionner  là  méthode  de 
Viète,  elle  est  toujours  demeurée  très  défectueuse;  et 
Lagrange ,  en  dernier  lieu ,  a  montré  u  qu'elle  ne  peut 
31  réussir  d'une  manière  certaine  que  pour  les  équations 
m  dont  tous  les  termes  ont  le  même  signe,  à  l'exception 
y>  du  dernier  tout  connu  ;  car  aloit  ce  terme  devant  éiré 
n  égal  à  la  somme  de  tous  les  autres ,  on  peut  »  par 
7)  des  tâtonnemens  limités  et  réglés  ,  trouver  successi-* 
r)  vement  tous  les  chiffres  de  la  valeur  de  Tincotinue 
y)  jusqu'au  degré  de  précision  qu'on  aura  Exé,  Dans 
y>  tous  les  autres  cas ,  les  tâtonneniens  deviendront  plus 
»  ou  moins  incertains,  à  cause  des  termes  soustiactifs.  ri 

Lagrange  fait  voir  ^  de  pli^ ,  que  l' on  peut  toujours  ra-  • 
mener  une  équation  quelconque  à  cette  forme^  upourviï 
)>  qu'on  ait  deux  limites  d'une  racine^  l'une  en  plus , 
})  Fautre  en  moins  ^  et  qui  soient  telles ,  que  toutes  lesf 
y>  autres  racines ,  ainsi  que  les  parties  réelles  des  racines 
m  imaginaires,  s'il  y  en  a,  tombent  hors  de  ces  limites. jv 
Mais  ces  limites  étant  aii  moins  aussi  difficiles  à  trouver 
que  les  racines  mêmes  de  Féquation,  la  méthode  donnée 
dans  les  Elém.y  n**  ani ,  est  préférable  à  cette  recherche. 

Des  Racines  imaginaires  en  général. 

38.  On  a  vu  ,  dans  le  n**  36,  que  les  racines  imagi- 
naires '  des  équations  du  quatrième  degré  pouvaient  ser 
distribuer  par  couples ,  tels  que 
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•  '    .  I  -        » 

en  sorte  que  chaque  coople  dènnait  un  facteur  du  se- 
cond degré ,  dont  les  coefîlciiens  étaient  reçls. 

Les  analystes  ont  aussi  reconnu  que  toute  équation" 
de  degré  pair  est  déçomposable  en  facteurs  réélis  du 
second  degré  :  .voici  la  dénionstration  qu'enta  donnée 
M.  Laplace  [Journal  des  Séances  de  l'Ecole  Normale 
Leçons ,  i*«  édil,,  t  II,  pag.  3i5,  et  Journal  de  VEcple 
Polytechnique  y  7*  et  8*  cahiers,  pag.  56);    ■  "^    - 

Il  faut  prouver  d'abord  que  toute  équatiqn  dnnde'-^ 
gré  quelconque  p  aura  un  facteur  réel  du  second  deoré, 

si  toute  équation  du  degré  P^P"^  ^  ^^^  facteur  réel 

tsoii  du  premier^  ^oit  du  second  degré*  ,^    /•     ' 

Je  représente  par  (P)  T équal;ion  .du  d^gr^  p  ,  et  «ea  / 
racines  par  «  ,  fi,  '/,,l,  etc.  Cela  posé ,.  jîob^e^ve  que: , 
les  facteurs  du  second  degré  4e  ^Çtte  éqi|'^^ipn,,  forméa 
nécessairement  par  la  multipliç^tiou  jîee.facfejuirs  di^.^ 
premier  oigré,  combinés  deux  a  deux,  seront    ..     ..     ' 

ar»  —  (•'  4*  y)  ar  4*  »y  / 


^*  —  (iS  +  y)  x  +  iSy , 
etc.. 


•   I 


et  dépendront  par  consétjuent  de  la  reeherp^p.des^biic-/ 
tions  de  la  forme  «  +  ^  et^^.  Ces  fonctions,  «eraieftt 
déterminées  si  Ton  en  connaissait  deux  diçla  forme 

les  lettres  M  et  Af  dérignaot  des  nombres  doïmés  ;  car 
en  faisant  ... 

K  +  ^  4.  M^fi  =  TV, .  •'  «  ^  /2  +  il/'«.5  ='  N\ 
CompL  des  Elém,  dAlg,  6 


on  trouverait 

afK—N'M  ■     .       N'—N, 

Mais  pour  parvenir  à  réquation  de  laquelle  dépend  J 
fonction  M^fi'fM^,  iffâut  former  toute*  îea. valent 
qu'elle  prendj  en  y. mettant  succeuiyeiDeot ,  Ao  lie 
àé  M  et  de^ ,  toute*  les  racines  h,  fi,  y,  i^  etc.  ,  d^  I 
proposée  ,  combiii.ées  deux  à  deux  (8) ,  ce  qui  donn 

^-^^ 1  réscltua^  et.faït  voir  p«r  couséqiuiit-qiii 

réquation  cherchée  ,  que  je  déiigneraî  par(Ç),  mon- 
terait au  degré        '     ■       . 

1°.  Si  l'on  admet  d'al^râqDe  cttte  é«qaa^OR  aitton- 
jours  une  racine  réelle  ,  en  donnant  à  ATiine  înGnité  ^e 
TâleuiB,  oh  formera  une  inEnîté  d,' équations  semblables, 
dotat  chacune  aura  une  racine  réelU,  renfermant  une 
des  combinjaisons  qu'on  peut  faire  des  racines  de  U 
pt<ot>03éed»islaforthnle  •4:^+.Jf'^8;  or,  ^nombre 
de  ces  combinaisons  étant  limité  ,  il  faudra  nécessaire- 
ment que  la  m^nw  Qombipaison -aoit  répétée  plusieiirs 
Fois  avec  dîversf^  valeurs  d*  3^  Oa  peut  -donc  afGnner 
qu'il  existe  aa  moins  deux  fooctions  de  la  forme 
«  +  $'+^m&,        «  +  13  +  afmfi. 

contenaat  les  mêmes  racines  «  et  ^ ,  et  dont  les  valeifTS 
^«t  JV'  sont  réelles  ;  d'oiïi  il  résulte  que  les,  valeurs 
correspondantes  deis-f-.i^  et  de  «fSIe  sont  aussi. 

a".  Si  l'équation  (Ç)  n'a  point  de  racines  réelles , 
maLi  seulement  un  factenr  réel  du  second  degré  ,  dont 
lej.raçiii^  tOK^X  \taft^]fia\iKi ,  eu  donnant-à  M  une 
infinité  de  valeurs ,  on  obtiendra  une  infinité  de  fonc- 
tions -  +  iS  +  M»fi,  dont  l'exprçssion  «^ça.de Ja  fofme 
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A-^  B\^'^  ;  et'  oii'  jlfdtiirerà ,  oomrtïe  ci  -  disWà^, 
qn*il  doit  s'en  trouyer  plusieurs  qui  ne  diffèrent  qûér' 
pair  lèrvàl^ifrs  de  *Ét.  Ôii'atff à'd^iid 

#  4-^  +  Jlf  #^8  =  ^  +  iB^  V^, 
d*oà  Ton  tirera 

*^-  iiir'-^ ' 

En  i^aniastiit  le»  termed  réels  entre ^u±  el  les'  ternes' 
intagîoaires  ebtreeBZ'i  on  pourra  représenter,  ces  ex- 
pressioÙB  pbr 

a(C  +  DV^^)    et    «  +  FV/^} 

et  par  là ,  le  facteur  x*  —  (#  +  /S)  x  +  «^  deviendra 

L'existence  de  ce  facteur  entraîne  celle  d*u'n  autre,  qui 
serait 

car  soit  X—  Y\(^^  le  quotient  que  donne  4*équation 
(P)^  lorsqu*on  la  diviser*  pai^  lé  premier  facteur  :  les 
quantités  X  et  K  doivent  être  nécessairement  telles  , 
que  les  parties  imaginaires  contenues  'dansie  produit 

de  ce  facteur,  par  AT*— Ft/-^i  \  se  détruisent ,  puisque 
le  dividende  est  entiêréhilnt  réel;  et  si  Toi  multiplie 

le  second  faetèmr'pàr'XH-'y  V^^^ ',  ott'anii  un  nou- 
veau prodak ,  dans  lequel  la  paltie  réelle  sera  encore- 
U  ni«me'qfte'cèné  dû  précédent  ;  et  la'^pâi^  inmgt- 


f . 
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naire  n'ayant  fait  que  changer,  de  signe  ^  t'évanouira 
aussi. 

En  général  I  toute  expression  réelle  qui  a  un  facteur 

de  la  forme  a  -^  6)/—  i  ^  en  a  nécessairement  un  de 

la  forme    a  —  hy  —  i- 
Maintenant  si  les  polynômes 

x*  —  a(C  +  DV^^)«  +  £  +  F[/^ 
et    x*  —  a  (C  —  D{/^) x  +  E  —  F]/^ 

n'ont  point  de  diviseur  commun  |  ils  renferment  entre 
eux  quatre  .facteurs  simples  de  l'équation  (P)  ,  qui, 
multipliés  Fun  par  Tautre ,  donnent  nû  facteur  du  qua- 
trième, degré  dont  les  coefficîeos  sont  réels ,  et  l'on  a 
montré^  numéro  36  «  que  toute  équation  du  quatrième 
degré  peut  se  décomposer  en  facteurs  réels  du  se- 
cond (*).  ^ 


('*')  On  peut  ansti  former  immédiatement  deax  facteurs  réela  da 
second  degn^,  an  moyen  det  faqfcars  imaginai  tes  rapportés  ci. 
dessus.  II  suffit  pour  cela  de  décomposer  ceux-ci  dans  leurs  facteurs, 
du  premier  degré ,  qui  seront  de  la  forme 


X 

X 


,  _  (c  - /)V/=î)  +  l/«  -  tV!^> 

groupant  ensuite  le  premier  avec  le  troisième,  et  le  second  avec 
le  quatrième,  en  mettant  pour  les  expressions 


leurs  Talcon  qui  .ont  éxi  trouvées  dans  le  n«  3o,  on  olnien^r» 
deux  prcfduiu  réels.  Par  ce  changement,  on  ïend  les  rai^ônne-^ 


DES  éLÉMENS  D^ALGEBRE.  S5 

Si  les  deux  polynômes 

x^  —  fl(C  —  D\/^yx  +  E  —  F\/^::^y 
ont  un  diviseur  commun ,  en  les  mettant  sous  la  tbrme 

x^  —  aCx  +  E  ^\iDx  —  F)V/I37, 
^-fiCx  +  E  ±  i2Dx  -  F)\/:=^j 

on  verra  que  ce  diviseur  doit  être  conîfaïun  aussi  aux 
deux  quantités  x* — qCx+E  et  qDx^-F^  et  l'on  en 
conclura  qu'il  ne  peut  être  que  de  là  forme  a;  —  /  :  on 
aura  donc 

a»  —  aCx  -f  £  —  i^Dx  —  F)]/II1 
=  (x  —  K  —  LV"'^)  (^  —  /) , 

a^  —  aCx  +  E  +  (aZ>x  —  F)\/^ 
=  (r  —  i^  +  H/ZTi)  (X  —  /), 

d'où  il  suit  que  a;— /ÎC— Z»v/ — i ,  a;  — /iC  +/iy^— i 
et  a:—  /,  seront  trois  facteurs  de  ^'-équation  (P).  Les 
deux  premiers ,  multipliés  entre  eux  y  donnent  un  fac- 
teur réel  du  second  degré  ;  et  en  divisant  l'équation  (P) 
par  le  troisième ,  on  obtiendra  ,  si  elle  est  d'un  degvé 
pair,  un  quotient  de  degré  impair,  qui  aura  lui-même 
un  facteur  réel  du  premier  degré,  formant  avec  celui  par 
lequel  on  a  divisé  /un  second  facteur  réel  du  deuxième 
degré.  Il  est  donc  bien  prouvé  qu'une  équation  (P),  de 
degré  pair,  aura  au  moins  un  facteur  réel  du  deuxième 
degré ,  si  Téquation  (Ç)  a  toujours  un  facteur  réel ,  soit 
du  premier  degré ,  soit  du  second. 


mens  du  u-xte  toui-à-fuit  mdépendans  de  la  rësoUuioa  des  équa* 
lions  des  degiiis  supericars  au  second ,  ce  qiû  peut  être  utile  pouc 
<}nelqu8  cas  particuticr.  de  rcnseigaetuent. 
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39.  Cela  pos4,  tout'nombn  pu  Maat  n 
mentie  produit  d'i^n  nombre  im[t^n;ulttplii  par  .quel- 
qa'ufi  â^a  nombres  a,4,i,  X$ ,  etc. ,  c'f at-i-dire  par 
uns  paiaaancfl  de  a,  aéra  oompri*  dana  liformnie  a^n, 
i«  npréspntant  un  nnmbre  entier  qnelc^osnie  ,  lOt  n  .on 
nombre  impair  ;  le  àeff6  de  l'équation  (Ç) ,  expTtiaé 


...      ^,1.  /  =  a-^^Ca"/i  — j), 

sip=;a"i».  Faisant  (a"B  —  i)n:sR',  n' teri  encore 
on  nombre  impair,  puisqu'il  eat  le  produit  de  deux 
nombres  in^lcs ,  n  et  3"^  —  1  ;.et,  d'après  ce  tpû  pré- 
cède ,  r^uftiou  du  degri  9"o  #nr«  mi  facteur  réel  du 
second  de^é  ,|i  l'éqn^cm  du  deg/ri  a*~'n'  a  on  fac- 
teur réel ,  soit  du  premier ,  aoit  du  dea^ème.  Par  la 
même  raùon ,  l'équation  du  degré  a"~ V  aura  un  fac- 
teur r^cj ,  Ai  f  équation  àa  degré  ^r~*n'(if>~'a'  —  0  •"• 
a"~*n* .«  un  Hâcteur  fét\  ,  aoit  àfi  piceififr ,  aoit  ia 
deuiièm»  degré.  ]E/i  «oofùvi^  ainii>  90  ffiWerA  9*^ 
VUÇ  fUts  li'iepiiituiiv  lioat  les  yjUia  haut*  atgOMW  m- 
lOjst  de  la  fomm 

a'n ,     a"^'n'j    a*-'»',     of^nT, 

Iwium^ci  n,  a',  »*,  »',•••.  ftanttona  imp^iri  ,Btoa 
aixif%ra  «AËfl  ^  MtJ«  .dpniiôre  équ^tipn  de  dsgré  inipfir, 
fpii  9Rf«  péq»u^ûptnex>t  un  fai^^ur  rép)  d^  premier 
fisffé  (ÉUm-i  9F?)t  P^T  fxinséquent  l'avaut-deralèrB  ei) 
aura  uu  du  second  def^é,  ainji  que  chacune  dei  ^utr«', 
jusqu'à  la  proposée  inctusivement.  Si  Ton  conçoit  en- 
suite que  celle-ci  soit  divisée  par  le  facteur  du  second 
degré  dont  pu  vient  de  prouver  l'exiateDCe ,  le  quoHeat 
étant  encore  de  degrç  pair  ,  j^pqtiendra  au  mom  H» 


Cactenr  réel  du  Jeooiid  dégcé ,  par  lequel  on  pdùrrk  le 
dM60r  *de  uoùve^ln.  Sam  '({oHl  soit  besoin  d*aHer  àa«- 
litflà  y  on  TOit  tpx^ûhB'étfudtiof^  '^foelcahque  itiin  degré 
pair  est  toujours  dééoinpcfàilfk  en  ^tteùrs  y^ls  du 
Second  digré  ;  et  ^nfôiju^iiie  équation  de  d^éioipaîr 
«e  ç^Àhe  là  tee  ^qnâtioa  de  degré  >paîr,  ^n  )a  divisant 
^par'le&citeiir  réel  qu*«Ue  \k  nécesskirement ,  il  s^tisuit 
qu'une  équation  de  degré  quekorufue  iie  petH  avoir  Jfue 
des  rucines  réelles^  ou  des  Ydciries  imaf^naires  ^çtnbla-' 
btes  à  cçtlesdes  éqUtàions  du  second  d^gré'^^c'es^-^ 

^Utrédaàtibb^^iafùrke    A>±.^\/^. 

.  49*  Il  semble  qu'après  avoir  vula  forn^e  des  cf^cipes 
imaginaires  des  équations  en  .général  et  celle  des  racines 
quelconques^ des  équations  ^es  degrés  qu'on  sait  ré- 
soudre I  on  doit  revenir  sur  la  rensarque  faite  dai;is  le 
n^  181  des  Èlémens ,  que ,  si  pour  pne  équation  algé- 
brique quelconque  il  y  a  toujours  une  expression  réelle 
ou  imaginaire  qm ,  soumise  aux  ôpèratiônfs  indiquées 
daV»  cétth  éqttâtiDîi  y  ^imé  ion  résuTtat  'èôiil  tbus  les 
Itërmres  se  âétrmîtetlt^  la  làèiie  éqnkdôn  àérâ  n'étés^ît^^ 

\)m  6tet  ëxpdÙLnt  rhàèti^h  d'bnitéi:  IJà,  r é^lûlWà  d'eis 
'équktfoâs  dès  qiàràtré  pteiâiër^  dé^éà  JPait  véit  teVâ4té 
êe  "mtl  )^o^\ick  ni«mè  dans  les  ^qoàtiéhs  dii  é\û^ 
%u!ém'é^,  4bl  (Ml  iiéëè(»aR'ëiÀWttinéradae  ïiéM{^ié^ 
îAénisi  ài3). 

Il  est  Viâiblb  ^u'ên  gén'éh^l  )â  q&ktiân  ie  réduit  à 
^VdDvër  que  m\é  ë'^Uk^oil  'd'bh  de^é  pair  a  an  iSôînà 
UiiërkciÂé,  m\  tiÛVe,  ihUM^ihàite.tà  pto|)bsIttoii 
^  huméi-d  ttréëld'ëHt  n'a  ité  àéâiôiib'ëe  qd'ëi^'regar- 
dâhl  l'iêi^dàdc^n  p^opmè  cbinnië  të  produit  d'Hii  fiombre 
de  liàctëui-Sj  sltbjptéâégUt  à  l'e^bsâbt  de  soti  degré  ;  en 
%ôrtè  qUë  la  dimiculté  subsiste  ehcbte  dans  son  entier. 


1 

\ 
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il  était  nécessaire  de  l'écarter  des  Elémens  ^  qui  ne 
^doivent  contenir  que  les  notions  les  plus  évidentes;  mais 
il  convient  de  la  montrer  to«t  .entière  à. ceux  qui  ont 
déjà  pénétré  assez  avant  dans  TA&alyse  pour  en  saisir 
l'esprit.  Si  Ton  n*a  pas  encore  de  démonstration  com^ 
plète  à  leur  offrir  de  la  proposition  dont  il  s'agit  |  ob 
peut  da  moins  leur  donner  des  raisons  assez  fortes  pour 
qu'elle  ne  soit  plus  douteuse. 

ic  L'esprit  du  calcul  algébrique  (Lagrange^  De  la 
))  Résolution  des  équations  numériques,  a*  édît*|  p.  io5), 
y)  qui  est  indépendant  des  valeurs  particulières  .qu'on 
n  peut  donner  aux  quantités  y  fait  qu'on  peut^  regarder 
53  tout  polynôme  (a?"  +  etc.)  comme  formé  du  prcrduit 
7^  d'autant  de  facteur?  simples  x— a,  x — b^  a:— c,  etc., 
71  qu'il  Y  a  d'unités  dans  l'exposant  m  du  degré  de  ce 
î7  polynôme ,  quelles  que  puisent  être  d'ailleurs  les 
i-i  quantités  a ,  b ,  c ,  etc.  n 

Développons  un  peu  cette  remarque. 

La  formule  a:  =  —  yp  dz  V^^p* —  q ,  qui  repré ^ 
sei^te  les  racines  de  l'équation  x*+px  -4-9  =  0,  ne 
ç^sse^  pas  de  le  faire  ^  quoique  cette  équation  devienne 
absurde;'  seulement  elle  se  réduit  alors  à  un  symbole 
purement  «algébrique^  qui  ne  correspond  plus,  à  aucune 
quantité  ^xist^nte  ^  mais  qui»  étant  soumis  aux, opéra- 
tions, in^iq^ée^. dans  J'équatioiii  n'en  rend,  pas  moins  la 
somme  de  tous  les  termes  égale  à  zéro.  Par  cet  exemple, 
on  :doitjCp|D prendre  que  s*il  existe  pour  un  seul  cas  une 
exprçsfiiorA  de.  la  racine  d'une  équation  de  degré  pair, 
c)$f|e,. expression  doit  encore  subsister  pour  tout  autre. 
Or  QXi  ^  vu,(  Elém^y  214  )  >  q^e  toute  équjation  de  degré 
pair  ^  au  moins  deux  racines  réelles, lorsque  son  dernier 
te;-me  est  négatif -,  mais  la  valeur  de  ce%  racines  dépen- 
4a^t  de  celle  des  coefficiens  de  l'équation  proposée  , 
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d^Unéc^Sisakeipent  être  composée  .d'une  certaine  ma- 
nière avec  ces  coefTicîens ,  ou  en  être  une  fonction. 
Quoiqu'on  ne  puisse  pas  assigner  la  forme  de  ceAè 
fonction  ,  son  existence  n^est  pas  moins  éviidente.;  la 
méthode  des  aéries  et  le 'calcul  différentiel  ft)urnissent 
lesfaoyens  d'en  avoir  des  développemens.  Cela  posé,  il 
est  visible  qu  elle  devra  encore  subsister  lorsqu'on  y 
changera  le  signe  du  dernier  terme  de  Téquation  pro- 
posée ,  et  qu'alors  elle  deviendra  la  racine  de  Féqua7 
tion  dont  le  dernier  terme  est  positif;  elle  pourra,  par 
ce  changement ,  cesser  d'être  réelle ,  mais  non  pas 
d'exister  comme  expression  analytique  ;  il  sera  donc 
toujours  permis  de  là  représenter  par  un  symbole  qui 
jouira  des  propriétés  tK)mmunes  à  toutes  lea  racines  des 
équations. 

On  pourrait  opposer  à  ce  raisonnement  les  remarques 
dest  numéros  67  et.  6g  de&  JE^/^meiu;.  mais .  on  y  répon- 
drait en  faisant  observer  que  les  exceptions  indiquées 
dans  ces  remarques  ne  peuvent  se  rencontrer  dans  les 
équations  algébriques  à  une  .seule  inconnue.  £n  effet , 
ces  équations  ne  peuvent  être  identiques  sans  qu'on  le 
reconnaisse  à  leur  simple  inspection  ;  et  il  est  évident 
{Eîém  ,2212)  qu'aucune  valeur  infinie  r\y  saurait  satis- 
faire f  lorsque  leurs  coelBcîens  sont  finis.  • 

4*  •  D'Alembert  démontra  le  premier  que  les  exçrei- 
fiions  imaginaires  pouvaient  toutes  se  réduire  à^la  forme 

A±  5j/— 1.  La  vérité  de  cette  proposition  à  l'égard 
des  expressions  résultantes  des  opérations  algébriques , 
suit  naturellement  de  ce  qui  précède  ;  car  en  les  éga- 
lant à  des  inconnues  ,  et  faisant  diâparaître  les  radi- 
capx, qu'elles  contiennent ,  on  parviendra  À.des  équa- 
tions dont  les  racines  imaginaires  seront  de  la  Jorme 
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On  peu  Afcolre  ■'kunur  dii«ct«meiit'dB^iclleirérM-, 
«n  thietrlalt: 

3.  „.  «+»»<'g_.iia+tt/=^)i:è'^y/^) 

aa'+bff    ,    a'h—alf,, 

<•.  qw  («■+i»/^)-«.^+«»/^. 

Pour  proorer  cette  derni^o  piopolitioD ,  ob  c1lttïger& 
(«+.»lr'^)"  es  «■{«Jf.-j)':^)--,  «  M  DbiK- 
vant  que 

SB  Tvnra  qnv  «  Iw  déai^o  pw  i  un  nt^ntm  tirtifcr  <|Hel- 
coBqO* ,  «■  doit  avoir  en  génél-*! 

(v/=7>'  =,,       (•=;).*:= +v'=r, 
{i/rr)««=_,,    (,/=:;;4u.i  =. _v/=r, 

M  Ipi  renfénue  tena  les  04s  ;  car  il  elt  évident  (fn'il 
n'existe  aucun  nombre  entier  qui  ne  soit  c6tnprts  datti 
l'une  des  quatre  {brmutes 

4i,       *+i,       *  +  3,      4i  +  Z, 


W->f  =  -  * 

(•=7)'  =  -i/=r, 
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c'eat-à-dkeiqni  ne  soit  ^mîble.par  ^jtm  iqui  ne  le 
devienne  quand  on  en  ôte  1  »  on  a ,  ou  3  unités. 

Çel^  .po3é^.(m  trouve^  {lar  le  .d&rdbppement  Me  la 
puissance  m  du 'binôme ,  ■       ■  ' 


,  m&^ 7n(m — 1)  &*     m(?ii— i)(m — ajy  / 

^  i.a.3.4  û4'T"eïc., 

#t  ^gimmmàikfi^Uwoe»MJb0àsi»  f/^  ;  ^  «ont 
<^¥  «<•  i»9g  pair  ^  il  f  i«at 

♦  (. + ^•=î)-= 

j      m(?fi— Qft^      m(m— i)  (m— fl)  (yii— 3)  M 

a.9     .41^^  #,«.3.4  5""®^^- 

/7g  ^  _^.fi»l^^.)fa»^  ^  4-  etc  VZT 
^  Va  a  1.41.3  a^  +  ctc.^V^~i. 

Pour  passer  de  ce  développement  à  celuî  de.... 
fï  — -V^— 1)  ,    il  suffit  de  changer  h  signe  de  la 

quantité  -;  dans  feus  las  termes  oà  elle  m  UtouvB  élevée 


#  Wf  puissance  Jmp^rç ,  et  Top  a  ainsi 


/m  6      m(m— i)(m— a)  &*    ,  \   y 
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Multipliant  ces  résultats  par  a"^  et  faisant 

c-.(',.-I!fe:L)^'"('»--0<"»7y'»-^^_-  etc.)  =  ^, 
\  i.a      a'  i.a.3.4  «4  /         ' 

_  /m  i      m(m— i)  Chi*— a)  6^   .        \       « 
il  viendra 

Lorsque  j'aurai  fait  voir  que  le  développement  de  la 
puissance  m  du  binôme  convient  également  au  cas  oÀ 
l'ezpos&nt  m  est  fractionnaire  ou  négatif,  il  sera  dé- 
montré, par  ce  qui  précède,  que ,  quelle  que  soit  m, 

* 

(a+  iV^— i)"  =  ^  +  J9V^— t. 

Au  moyen  de  ces  résultats,  on  ramènera  à  la  forme 
A  -f-  ^  V^— 1  toute  expression  résultante  de  la  combi- 
naison de  plusieurs  quantités  de  la'forme  a±:  6  V^— i  , 
par  addition,  soustraction,  multiplication,  division  et 
élévation  aux  puissances,  soit  entières,  soit  fraction- 
naires. 

■ 

4^.  Il  suit  de  la  proposition  démontrée  n^  Sg,  que 

pour  obtenir  les  racines  imaginaires  d'une  équation 

'  quelconque ,  il  faut  la  décomposer  en  facteurs  du  second 

degré  ;  mais  ce  moyen  exige  la  résolution  d'une  équation 

du  degré  — ^ =  (38)  ,  avant  même  qu'on  puisse 

savoir  si  la  proposée  du  degré  m  a  ou  non  des  racines 
imaginaires.  Les  géomètres  ont  cherché  des  méthodes 
pour  reconnaître  l'existence  de  ces  racines  indépenjdam-* 
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meni  de  la  résolution  d'aucune  équation ,  et  je  vais  ex- 
poser ce  que  Lagrange  a  trouvé  de  plus  général  à  cet 
égard. 

Si  Ton  désigne  par  «e ,  fi,  y,  ^,  ^ç. ,  les  racines  réelles 
d'une  équation  de  degré  quelconque  ,  ses  racines  ima- 
giniaires  pouvant  être  assemblées  par  couples  de  la  forme 

a±ib\/^,  d±.b'\/'^ ,  etc.  (39)  ,  les  différences 
des  racines  combinées  deu:^  à  deux  seront  nécessaire- 
ment de  Tune  des  formes  suivantes  : 

fit—  /S  entra  deux  racines  réelles , 

et  —  a  db  4 1/— 1   entre  une  racine  réelle  et  une 

racine  Imaginaire  , 

(a-*-a').db(&-— 5'}  t/^'i  '  entre  deux  racines  imaginaires 

de  .couple»  différent  y     . 

'ai(/— ^i  entre  deux  racines  imaginaires 

du  même  couple. 

En  faisant  les  quarrés  de  ces  expressions ,  on  trouvera 
pour  la  première  un  résultat  réel  et  positif,  et  pour  la 
quatrièiùe  un  résultat  réel  et  négatif;  les  deux  nutrea 
donneront  des  résultats  imaginaires,  à  moins  qu'on  n'ait 
ce=a^  ou  a  =  af,  ou  b^=b'  ;  mais  chacun  de  ce&  cas 
introduit  des  racines  égales  dans  l'équation  aux  quarrés 
des  différences.  Il  suit  de  là  qu'en  faisant  abstraction  des 
racines  égales,  Véquùtion  dont  les  racines  sont  les  quar- 
rés des  différences  qui  se  trouvent  entre  celles  de  la  pro^ 
posée,  aura,  autant  de  racines  négatives  que  cette  der^ 
làèrea  de  couples  différens  de  racines  imaginaires.     ' 

45.  On  voit ,  par  ce  qui  précède ,  combien  il  serait  à 
désirer  qu'on  eût  au  moins  une  règle  sûre  pour  connaître^ 
sans  calcul ,  le  nombre  des  racines  positives  et  celui  des 
racines  négatives  d'une  équation  quelconque ,  pubqu^on 
serait  alors  en  état  d'assigner,  au  moyen  de  réqua*. 


> 
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tion  axÈxqfoaerés  de^différencaa^ le^noudure  deH rhàm^* 
réelles^  otkiid09.raeino»viaiajpiiairet-de  la  proposée. 
Malheurensement  la  règle  qu'a  donnée  Descartes  peor 
renktitif  cet  bbîet>  |;^néralisée  autant  qii*eUe.psratrêtffey 
se  réduit  àxoeqve:^ 

TVfifg*  éùjMJH^  -tîtnwifûii  ktvoiT^ui4$ofnbrB€iù  raeineB- 
positives  plus  grand  <]ua  celmdes  variations- de  sig^e 
qui  se.trouvent  entre  ces  termes^  rd-^un  nombre  de  ta-' 
cines  négatives  plus  grand  que  celui  dès  permanences 
du  mênve  signe;  et  si  elle  ne  contenait  que  des  racines 
réelles ,  elle  en  aurait  précisément  autant  de  positives 
que  dé  variutiofns  dé  sighe,  et^autant^ -négatives  que 
de  permanences  'do  mémei, 

liesi  variations-  de  signes  sont- 1èr  c^MigèiteCDr  de 
+  en  — ►  oa^de  — ^  «»»*H>  qoî  ont  lieu  d'un  terme  à 
Tautseï  et  il  y  a^permonence-cbaq^è  fbis  i^e  le  signe  d'un 
terme  est  le^atme  qiM  eelui  du  précédent»  L'équation 

par  etcêtn]^ev  a  trois  variations  de  signe' i-sairoh^^^de': 
+<r*lr--8x5,*^de»-^j:»  àH-7af;etde*-H9a?àw-^4^ 
dÂ  'terme  «-f^Ttt*  *aa  «tentfe--^  9^;  41  'pa^unè^psnnRK 

neece^'du^sîgttte' «+'i 
Pântti'  lé9  «di^erse^  "déstf^n^tri^tis  *qff?oii:^a^âonti^<« 

de  ceH^règii^'»  je'cheisira^^cette'qài^iBst  dtte'à>âifcgder'^ . 

parce  qu^eHé'm'd'^ai^ft  4à  plâà  sknj^^Vteut^;' 

Sôkl'équatiotf 
^  ±:  Px«-*-»  ±,  Çif»-» diTSc  di  Xf=  o  ;  . 

dans  laquelle  les  signes  -f*  e^  *"~  ^^  succèdent  d'une  ma-- 
nîère  quelconque;  en  là  multipliant  pai*  le  fâbtéiii:<2C-^-de> 
qtii  ^dnne  la  racine  po^jitive  x  =^  « ,  on  aût4'\ 
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Iie%jcQ«iHl:ie.ii9  p)«0é9  dans  la  [^emière  ligne  de  ce.rer 
sultat ,  sont  ceax  de  la  propQsé«^>  pris  ^v««.le  mène 
si^e  dmt  ils.ét^içot  d*sihQv^A^ecXé$;  etJet  coefficiefis 
deil^^çcQi^deJigne  sont  Jonn^  de  cçu9;.del«.p(eiaièa^e» 
iftulfipliéa  pWi  4t,  .«tw,.prî*,avep,«»  «ipie^coatraîre,  cyt, 
rfçulé9.d',tga,  raip^TeralOr  droite.  C^lafrp^é,  tant  que  le» 
cp€(iE4ensi-«(|P,^rien]:4  sueront .pldSrgcands  qu^Jet.  infér 
rjeiira^ ,iU,d^ej:fi|i;^pi|lttkt£jg]^ Ap  teirna^dav». lequel, 
il/i  sç.trç^u^ejjiitS  et AOsmu^.iU^n  0Dtpa4/:lMiag^  de  ^igne, . 
ilj, ùffffL  Qptrfi,e^.Iç^  J9$.mes.varia^JQii9  et  les  mêmes 
piepQai^çes.;.qua  d^a.  la  pf  pp(^é«  9  ;  mais  le .  dernier 
tçiine  iç;  l/cc.aya^tttQujçiiurs  un  signe,  contraire  à  pelui. 
di^^cçLfi|S^V^Vt  ^;\spéi^ipfX,^.U  à^  TaYant-demier,  il  eni  ^ 
'"Mmift  W^PWreU^  yajçia^ion  ;qMA  J«kprop<wée  n'ayaitî 

I|i^T9qQ»*G^r^jaçontr^r^#]n  coefiKcient  inférienr  de^'gne, 
cçj^k^^i^çà^so.];  CQrre^pop^l^  «vpériei^r^  et  plus  grand. 
qu€,celi?i7ci,  il  y  a]fifa(iune  permanence  de  I4  psoppaée 
qpî^^  p)) Ang^«^  dai^a  une;K9ffia,ti6n;ç9r,le^igDiQ  du  terme, 
ojli^cijl^^açriyerîijiétant.  déterminé  paxi  celui  dpcpeffi- 
ciç9tû?fÇ3fiç,Wf  ?^a  contraire  aijf  sign»  dut^rme  pricé- 
4ç)^»q9*p9f9i?ppo9^  le  |i)|^gie4pQ,celui  de  fçn  coeÂsient, 
supéneur, 

0}t^eQtji;9..1^/Vérité.dj^,cçtte,aasertiop>  len  obseirvant 
qi)*on.iie.  pe]9|;êt];e  obligé  d^  recourir  au  ,coe$cient  inr 
férieur  pour  reconnaître  le  signe  d*un  terme,  queidAn», 
des  cas  semblables  à  Tun  des  deux  suivans, 

r-Rçt^i        '  +R<ii 

en  6vpp0san#*qu*6Bieif  ^K^tS'iTérdfe  de  la^uccessîoir 
dti^sîignee  sera  ddns  ledpremier  -f*  — ^ ,  et  dans  le  second 
-*--h  Je^n  a*  p^in^«<îiÂ^fe<oeffirient  bférîcurdins  l& 
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premier  term* ,  puisque,  par  Thypothèse,  il  n'influe 
pok>t  sur  le  signe^de  ce  terme. 

n  est  donc  évident  que  chaque  Fois  qu'on  descend  de 
la  ligne  supérieure  dans  la  ligne  inférieure  pour  déter- 
miner le  signe  ,*  il  7  a  alors  -une  variation  qui  ne  se  trou- 
vait point  dans  l'équation  proposée  ;  et  si  après  ce  pas-> 
sage  on  reste  toujours  dans  la  ligne  inférieure ,  on 
retrouve  les  mêmes  variations  et  les  mêmes  permanences 
que  dans  la  proposée  ,  puisque  les  coefficiens  de  cette 
ligne  ont  tous  un  signe  contraire  à  leur  signe  primitif. 
Quand  on  remontera  de  la  ligne  inférieuve  à  la  Kgrie 
supérieure ,  il  en  pourra  résulter  ou  une  variation',  ou 
une  permanence  *,  car  il  n'existe  aucune  connexion  éntri)  - 
lè  signé  d'un  coefficient  inférieur  et  celui  du  cpdficietit 
supérieur  du  terme  suivant.  Mais  en  supposant  même 
que  ce  passage  produisit  dans  tous  les  cas  une  perma- 
nence, comme  lè  dernier  terme  de  I^  nouvelle  équation  ' 
fait  partie  de  la  seconde  ligne,  il  faudra  toujours  re-* 
venir  au  moins  une  fois  de  plus  dans  cette  Kgne  que  dahs  * 
la  première^  et  par  conséquent  la  nouvelle  équation  aura  ' 
au  moins  une  variation  de  signe  de  plus  que  la/pfopb-  ' 
sée:  il  en  serait  de  même  à  chaque  racine  positivé  qt?6n' 
mtroduirait. 

Si  l'on  multiplie  ensuite  l'équation  proposée  par'  le 
facteur  0:+  ce ,  qui  donne  la  racine  négative  àr  :i=— tf^ 
on  aura  ):..;*-* 

a:"+'±P^x"±:Q  ^x'»-'„.±  1/  ix±:  Utt\_^ 

±:T4§  '    -  -  -JT-:?- 


1'    » 


+  et  JF    ±  p4 


i 


Les  coefficiens  placés  dans  la  première  ligne  sont  en* 
core  ici  les  mêmes  et  d^rméme^igne  quedan»  l'é^tialiou 
proposée  ;  ceu3(  de  la  seconde  ligne  sqnt  aussi. fboufés? 
de  ceux  .^e  la  première,  multipliés^  par  ^  et  reculés. 


1 


n 


DES  élémï:ns  d''algèbre.  97 

ffun  rang  vers  la:  droite  ;  niàîs  dans  lë  cas  actuel  ^  iïs  ont 
conservé  leur  Mgtie'^rîniMR 

Eirraîffonnant  éûmUreci^ésstid^^  otî  verra  qtrë  cfta^ue 
Foîs^qù'^ofl  sera  oblîjgè  dfe  prendtè  le  sïjgne  du  càtSBdè&t^ 
inférieur ,  on  obtiendra  une  notrveH'e  permanence  qûî 
n eîdstaîtpoin^ àans  la  proposée.  Les  eiem^îescî  joints 


] 


+Bai  '  —RaÇ 

m 

analogues  à  ceux  qu'on  a  donnés  plus. baut^  rendront, 
cètfé  conséquence  bien  évidente,  puisque  Rtt  étant  plus 
grand  que  \y^,  on  aura  dans  Fun  -f-  4-,  et  dans  Tautre 
i— — .Lorsqu'on  remontera  dé  la  ligne  in£ériéure  dans 
la  lî'gn'é^upérîeure,  il  en  pourra  résulter  ihdîiTéremment . 
ou  une  variation,  ou  une  permanence;  mais  en  accor- 
dant que  Ce  soit  une  Variation  qiiî  ait  toujours' lieu  ,  on 
pourra,  malgrércela ,  conclure  que  fe  nombre  des  per- 
manences sera aumoins augmenté d^une unité ,  puisque 
le  dernier  terme  se  trouvant  ^ans  là  seconde  îigne,  for- 
cera toujours  à  revenir  à  cette  ligne^au  moins  une  foîâ 
de  plus  que  dans  Vautre.  Il  suit  de  là  que  cbaque  racine 
négative  donnéis  â  Ta  proposée  apportera  avec  elle  au 
moins  une  permanence.  En  rapprochant  cette  conclu&ioQ 
de  la  précédente ,.  on  verra  que  le.  nomiredes  racines 
positiwgs  d'une  équation  quelconque  ne  saurait  ^urpi^q-^  . 
ser  celui  des  variations  de  signe  qu'elle  renferme^  et  /^  . 
nombre  des  racines  négatives  celui  des  permanences*;     . 

Si  réquatiou  pl'oposée  n'avait  que  des  racines  réeljes, 
on  prouverait  aussi  par  là  qu'elle  doit  ayoîc  précisément 
autant  de  racines  positive»  que  de  variâtioits ,  et  autant 
de  racines  négatives  que  de  permanences.  En  effet,  quel 
que  soit  le  nombre  de  variations  et  le  nombre  de  j^rma- 
nences  qu'ait  apporté  cbaqne  racine  positive  et  chaque 
racine  négative,  le  nombre  des  unes  et  des  autres ,  dans 

CompL  des  Elém.  d'Âlg.  7 
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le  résultat  Gnal ,  doit  être  égal  à  celui  des  termes  di-, 
minué  de  l'unité ,  ou  à  l'exposant  du  degré  de  Péqua- 
tion ,  ou  enfin  au  nombre  des  racines  ;  mais  les  varia- 
tions ne. sont  produites  que  par  les  racines  positives >  et 
les  permanences  que  par  les  racines  négatives  :  il  faut 
donc  qu'il  y  ait  autant  de  variations  que  de  racines  po« 
sitives,  autant  de  permanences  que  de  racines  négatives, 
e$  vice  vérsâ. 

44.  Les  racines  imaginaires  modifient  cette  proposi- 
tion /  parce  qu'elles  ont  lieu ,  soit  avec  des  variations , 
spit  avec  des  permanences.  Cela  se  voit  sur  Péquation 
même  du  second  degré ,  »*  ±  ^px  +  ç  =  o  ,  dont  les 
racines  sont  imaginaires,  quelque  signe  qu^ait  j^^  tant 
que  p*  est  moindre  que  q» 

On  peut  assez  souvent  reconnaître  immédiatement 
la  présence  des  racines  imaginaires  par  la  règle  cf-clea- 
sus ,  lorsqu'une  équation  manque  de  quelques  teilnes. 
Dans  l'équation  or^-f-pr-f-  9  =  o,  par  exemple  ,  si  l'on 
remplace  par.d: o.x*  le  second  terme  qui  manque,  il 
vient  . 

x^  dt  o.x*  +  P^  +  ?  =  o  ; 

et  quand  on  n'a  égard  qu'an  signe  supérieur,  on  ne 
trouve  que  des  permanences ,  tandis  que  le  signe  infé» 
rieur  donne  deux  variations.  Ces  résultats,  dont  l'un 
semble  indiquer  trois  racines  négatives ,  et  l'antre  deux 
racines  positives ,  ne  s'accordant  point  entre  eux ,  font 
voir  que  la  projposée  a  des  racines  imaginaires. 
Si  Ton  avait 

en  récrivant  ainsi , 

ar'dio.a:*  —  pa?  +  ç  =  ô, 
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quelque  signe  qu'on  employât ,  on  trouverait  toujours 
deux  variations  et  une  permanence  s  Taccord  de  ces  ré- 
sultats prouve  que^cette  équation  peut  avoii*  ses  trois  ra- 
cines réelles>  mais  non  pas  qu'elle  les  ait  en  e£fet  *^  car  bu 
sait.d'ailleurs  que  cela  ^'arrive  que  quand  -^p^  ^  \  q\ 

'         »  ... 

'  45.  Cela  posé ,  je  désigne  par  (D)  Téquation  aux 

quarrés  des  di&^érences  (4^)1  qu'on  peut  former  d'après 
lé  n^  9.  Il^est  évident ,  par  la  règle  du  n^  précédent^  que 
si  tous  ses  signes  sont  alternativement  positifs  et  néga- 
tifs ,  c'est-à-dire  si  elle  n'a  que  des  variations ^  elle 
n'aura  que  des  racines  réelles  et  positives ,  ^  toutes 
celles  de  la  proposée  seront  réelles.  En  effet ,  si  celle- 
ci  avait  des  racines  imaginaires ,  parmi  les  racines  de 
l'équafeidn.  (D)  j  il  s'en  trouverait  nécessairement  dé 
réelles  et  négatives  (42)  ;  elle  aurait  donc  des  perina-^ 
iiences,  oe  qui  est  contre  la  supposition. 

Le  dernier  terme  d'une  équation  étante  comme  on 
sait ,  le  produit  de  tontes  ses  racines  prises  avec  un  signe 
contraire  y  sera  négatif  ^  si  le  nombre  des  racines  fédlles 
positives  est  impair;  car  le  dernier  terme  du  produit  d'un 
couple  de  racines  imaginaires  est  toujours  positif  .  En  ap-^ 
pliquant  cette  remarque  à  l'équation  (D)>  on  verra  que 
si  son  dernier  terme  est  négatif^  elle  aura  un  nombre 
de  racines  négatives  pair  ou  impair ,  selon  qu'elle  sera 
d'un  degré  impair  ou  pair.  Dans  le  premier  cas^  la 
proposée' aura  un  npçibre  pair  de  couples  de  rapines 
ilnàginaites ,  et  lin  nombre  impair  ^ans  le  second.  Ea 
général ,  il  suit  de  la  nature  des  racines  de  l'équation  (Z7) 
et  de  ce  qu'on  a  vu  n^  4^  >  V^^  '^  proposée  ne  saurait 
avoir  plus  de  couples  de  racines  imaginaires  qu'il  ne  se 
trouve  de  permanences  de  sigiae  dans  l'équation  (D). 

Les  considérations  précédentes  ne  mènent  encore 
^u'à  s'assurer  si  une  équation  donnée  a  dés  racipe;  ima- 

7..    :  :^cr 
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giaaire^i  et  à  trouver  une  limite  que  leur  nombre  ne 
piiÎ98e  excédée;  mais  en  suivant  Tes^t  de  la  méthode^ 
on  fojmorait  de  nouvelles  équations  auxiiiaiiws,  les  unes 
qui  ne  poorraieàft  avoir  de  racines  négatives  qu'autant 
qua  lanofldbre  des  racines  inagiBaires  de  la  proposée  ne 
serait  pas  moindre  que  quatre ,  les  autres  qu'autant  qu'il 
Jié  serait  pas  moindre  que  six>  et  ainsi  de  suite.  Il  faudrait 
fermer^  dans  le  premier  cas ,  Téquation  qui  donne  les 
qattrrés  des  différences  qui  se  troiivent  entre  les  sommes 
des  racines  ajoutées  deux  à  deux;  dans  le  second ,  celle 
qui  donne  les  quarrés  des  différences  qui  se  trouvent 
entre  lot  sommes  des  racines  ajoutées  trois  à  trois ,  etc. 

46,  Si  l'on  {>aervenait  è  trouver  d'nne  manière  quelcon^ 
^e  les  racines  négative»  et  inégales  de  l'équation  (D), 
pn  en  dédtûnùt  k»  racines  ûnagînaires  de  la  proposée* 

En  effet  y  en  siibstituaiit  dans  cette  dernfère  a  -f*  &  )/ — 1 
an  Hen  de  jr  ^  et  en  égalant  séparément  à  zéro  la  partie 
véelle  et  }a  partie  imaginaire,  on  aurait  deux  équations 
pour  détevininet  les  inconnues  a  et  &  ;  mais  si  Fon  con- 
nmsait  â  pri&ri  la  valeur  de  b,  et  qu'on  la  substituât 
dpis^  l'nne  et  dans  Tantre  de  ces  équations  ,  a  serait 
donné  pat  4e  diviseur  comiûun  des  deux  réâultats,  égalé 
h  oero  {Elêm*,  189).  Or,  en  nommant  —  z'  Tune  des  ra- 
cines négatives  de  Fëquation  (Z>) ,  cette  racine  expri-^ 
mera  le  quarré  de  la  différence  entre  les  deux  racine» 

imaginaires  comprises  daAs  la  formule  a  ±:  îj/— i^er 
l-efn  aura  par  copséqaent 

d'où 


^  •  •  • 
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De  lexttactîon  des  racines  des  quantités  en  partie^ 
œmmensurables  et  ea  partie  incommensurables. 

47.  On  a  vu  dans  les  numéros  39  et  3i ,  combien 
il  pourrait  être  utile  de  savoir  quand  une  expression 
compliqyée  de  radfcaux  est  une  puissance  parfaite  ; 
anssi  les  analTite»  se  sont41s  occupa  dû  ik  liedie^sfche 
des  caractères  auxquels  on  reconnaît  ces  puis^anoea* 

Soit  V^a  +  v/5  ;  rezpression  a  +  V^î  »«  peut  être 

que  le  quarré  d'une  autre  de  cette  forme ,  t/-^+  l/^ji 

dans  laquelle  se  tronye  comprise  celle-ci,  'A^'^)/Hy  ea 
supposant  que  A='  j£\  C^  posé^  tm  aura 

comparant  â*un  côté  la  partie  commensurable  »  et  de 
fautre  la  partie  lucommensinrable)  on  formera  tes  deux 
équations 

9^^  +  B,    - Vfr r^a v/:55  5  p  ; 

quarrant  de  noi^Yëau  ^  il  yiqndr^ 

retranchant  la  seconde  équation  de  la  première^  on  aura 

et  prenant  enfin  la  racine  quarrée  de  chaque  .membic  da 
cette  dernière,  on  en  ooûclura 

$i  Toncombine  cette  équation  avec  a  =^  A^B^  on  en 

tirera Ifd Tàtetirs-  .*  \  '/:::-.••.;  i.",l  !î 

•  r  • 
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rationnelles  comme  on  le  suppose,  à  moins  que  a*  — ( 
ne  soit  un  quarré  parfait. 

Soit ,  pour  exemple,  Vj  +  V^48  ;  on  aura 

a  =  7,    i  =  48,  a*— i=:49-48==i, 

\/A+  \/B  =»/4  +  V^3  =  ^  +1^3, 

ISoit  encore  l'expression  littérale 

« 

équivalente  à 


il  viendra,  pour  cet  exemple  , 

g*  — 6  =  4ni^+8yiiV  +  4»^=4(ni'+^'^)% 


Enfin  si  Ton  avait 


y 


oh  trouverait 

Quand,  au  lieu  de  y  a  +V^^>  ^^  *  V^ — V^^> 
il  faut  prendre  ^A — V^  B ,  A  et  B  conservant  les 
mêmes  valeurs  que  ci-dessus. 

Dans  ces  deux  cas ,  la  racine  cherchée  est  double , 
comme  toutes  celles  du  second  degré  ;  car  on  a  dans 
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le  premier  cas, 
et  ààns  le  second  . 

^  ■    •  •     • 

+  V/-A  — V^i5,     ou     r^\/l+\/B. 

48.  Je  vais  chercher  actuellement  les  cas  où  il  est' 
possible  d'extraire  la  racine  cubique  â*une  expression 

de  la  forme  a  +  \/bl  Pour jjr  parvenir  >  il  faut  décou- 
vrir la  forme  que  l'on  doit  donner  à  cette  racine.  On 

ne  peut  supposer  qu'el^  soit  yji+y^B,  car  lé  cube 
de  cette  quantité  étant 

j4\/A  +  za\/b+  ZB  y/Â  +  B  \/b 

=  (^A  +  3B)\/A  +  i5J  +  B)\^B, 

contient  deux  radicaux  qqarrés  essentiellement  difFérens . 

Il  n'en  sera  pas  de  même  de  la  forme    A  -^{/Bf^ 
mais  pour  la  généxaUser  un  peu  ^  j'écrirai 


1  •  w      4i 


.,    o 


son  cube  sera  ^Iprs 

C{A^+5A^\/B  +  5AB  +  B\/^: 

En  comparant  la  partie  ratîonneHe  de  cette  êxpréâ'siôn 

avec  a  ^  et  la  pârtiei  i^ationnftlle-  aii^c  [/b ,  je  trou-< 
verai  les  équations 

quarraot  l'une  et  l'autre ,  j  ol^iendrai .  ^  ^ 


r<   -  — 


b  =0  (aA^B  4-  ÇA*B^  +  B^  ; 


r 
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d*où*îe  conclurai  ;   .   .       1 

et  par  conséquent^ 

La  lettre  C  étant  îndéterminçp  ^  <)^  peut  en  disposer 
pour  que  Ta  quantité  (a*  —  i»)  C  ^pît  un  cufce  parfait'; 
lorsque  cette  détermination  sera  ^fFectuée^  on  aûra^  en 

faisant  pour  abréger  q — ^  xsszc^  iéqi^lixiBi 

d'où  '^    -    ^      Bz=zA^^cy 

substituant  dans  réquôtbn  a  =  <iiJP  +  ^AB)  -,  il 

Cette  dernière  au^'A  |iéc.çs^^r^içe|it  une  racine  corn- 
mensurable^  si  ^  et  iT  sont  rationnels. 

En  prenant  pour  exemple  la  quaiiifité  ia  4*  1  ly^^-^i 
du  n«  39^,-11  yjçn^r^ 


I     1    1 


Le^mbre  ia5  ^t^t  un  pube  parfait,. op  pourra  faire 
C±=: IV 'à  on 'aura'  '     "    '     ^('-'^"-^■• 

L'équation  pj^/i^,  i^àpt,p9U^  i<îiyÎ3eM^  commensurable 
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/  —  a.,  donne 
puis  on  trouve 
d*où  il  résulte 

on  obtieddrait  par  le  ihême  prôcédS , 

3 


3oit  eofiorewl^  ^mptU4  ^a  +  3o  V^^  »  q«ii  don^e 
a  =  5a,     V/ï  =  36v/3,    a»— 6=z=4; 

Irî,  pour  rendre  4^  un  cube  parfait,  il  faut  faire  C=a; 
ilvienj^i^l^      ' 

U*— fi^i,    8-.#»— S^— >5as=o. 
Maintenant  y  si  l'on  pose  a^=  y^  on  aura  l'équation 

y^ — 5y^*5a  =  D,'     f^ 

dont  y^-z^eètna  diviseur ,  et  l'on  ar^Tçra  enfihà 

y~4,        ^  =  3,        B  =  5, 
fui    . 


^  V'5a  +  3oV/3  =  (2-fv/3)t/â. 

49  •  Ces  çip!£n}Q)es  suIÔâentpour  montrer  cgqiment  on 
fM  parvenir  ,à  extraire  ïine  racine  quelconque  d'une 
e^^res^o  irtjàtàçjSfi^e^  àf)^né^^^MSL  4i8ipiikâ  oonmto  à 
devine^ Ja,  fpixçs^  4om  ^i^Uie  p^^i^  ii»fiiM  doit  a»  pcâr 


^ 


/ 


/ 
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compare  la  puiâsance  avec  l'expression  irrationnelle 
proposée,  on  obtient  des  équations  en  nombre  ég^  à 
celui  des  indéterminées  »  et  qui  doivent  conduire  à  une 
é^ation  finale  ayant  les  diviseurs  commensurables. 

Ainsi,  pour  ramener  à  la  forme   (^A  +  ^ B)^ C 
l'expression  Vc-j-V^Â,  on  aura  ♦ 

équation  qui  se  partagera  dans  les  suivantes  : 

\      "^  i.a  ^       i.a.3.4  '      / 

i^b=cQ^'  V/^  I  ."("^'Xp>^>^gv^I+  etc.). 

D'après  ces  valeurs ,  il  est  visible  que 
et  comme 

«        * 

on  aura ,  après  les  réductions  , 

'     V- 

a*  — i=G*(^*— i?)*,     ou    A^-^B^  y^—^- 

Il  faudra  donc  premièrement /par  une  détermination 
convenable  de  C,  rendre  la  ^[uantité  — j^  une  puis- 
sance exacte  du  degré  n  ;  lorsque  cette  condition  sera 
remplie,  on  aura  une  valeur  rationnelle  de*  B'^  gui, 
substituée  dans  l'expression  de  A ,  devra  conduire  à  une 
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équation  ayant  des  diviseurs  commensurables,  si  A  peut 
^ée  rationnel.   ^ 

Z7e  rabaissement  des  Equations, 

5o.  Il  y  a  des  circonstances  où  une  équation  peut 
être  ramenée  à  un  degré  inférieur  à  celui  éous  lequel 
elle  se  présente;  cela  arrive  toujours  lorsqu'il  existe 
entre  ||s  racines  des  relations  particulières ,  ou  qu'elle 
deyieiff  divisible  par  un  facteur  rationnel.  La  recherche 
des  caractères  auxquels  on  reconnaît  qu'une  équation 
est  susceptible  ai  abaissement,  et  celle  des  moyens  d'ef- 
fectuer ces  abaissemens ,  font  partie  de  la  résolution 
des  équations  ;  c'est  pourquoi  fen  traiterai  succincte- 
ment ici. 

Je  supposerai  d*aborâ  qu'on  ait  l'équation 

a;*  +  pi;^  +  9^+  rx  +  5  =0, 

dont  les  i|icines  soient  représentées  par  a  ^b,  cet  d,  et 
qu'on  sache  qu'entre  ^^ux  de  ces  radaes^îl  existe  une 
relation  indiquée  par  l'équation  7na-f-n&=Ay  m,  n  et  ft 
étant  des  quantités  connues:  on  pourra  triiver  a  et  & 
d'une  manière  fort  simple  ;  car  a  et  &  étant  les  racines 
de  l'équation  proposée^  on  aura 

a*  +  pa?  +  ça*  +  ra  'i^  s  =:z  o , 
M  4-  P&3  -f-  qi*  +  ri  +  *  =  o  i 

•  •       •  • 

mais  si  de  la  dernière  de  celles-ci  on  élimine  b ,  au 
moyen  de  Téquation  nia  -f-  n6=ft  ,  l'équation  résul- 
tante devra  nécessairement  s'accorder  avec  Véqnatipn 

fl4  +  pc^  +  ça*  ^ra^i^s^iO  ', 

et  puisque  Tune  et  l'antre  seront  satisfaite^  par  la  même 
valeur  de  a  »  elles  auront  un  facteur  commun  qu'on  ob- 
tiendra eo  cherchant  leur  plus  grand  commun  diviseur^ 


} 
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et  qi4  fisra  connaître  k  ymlear  d9  a  (^Elém.,  i89>  :  on 
trouverait  b  de  la  même  manière.  Il  convient  d'observer 
que  dans 'le  cas  où  les  deux  racines  a  et  6  entreraient 
semblablement  dans  la  relation  donnée  /  ce  *qui  9rri« 
verdit  91  l'on  avait  v»  =  o ,  d'où  il  résuUeraijt   . 

m  (a  -|-  i)  s;  it ,  ' 

le  4!videur  commun  dont  je  viens  de  parler  monte- 
rait au  second  degré.  La  rf^îson  de  ce  fait  est  ftcile  ^ 
apercevoir;  car  alors,  soit  qu'on  élimine  assoit  qu'on 
élimine  b ,  on  tombe  sur  des  équations  send^lables  >  et 
qui  par  conséquent  doivent  conduire  à  une  équation 
donnant  en  même  temps  l'une  et  l'autre  ç|e  ces  incon- 
nues ,  ou  ayant  deux  racines. 

Si  la  relation  proposée  ét^it  fa+^'jr^^^f^f  ^  y 
joindrait  les  équations 

a*  4"  pa^  4"  Çû*  +  rd  +  s  =  o^ 

i^  Ht  p4*  •+•  9^*  Hh  ^*  +  «  =^  fi* 
^  + 'P<î^  +  fll^  +  »^  +  ^  =  o  j 

et  élimin^ ,  au  moyen  des  deux  dernières  ^  &  at  c  de 
l'équation  ia -4*- ^&'-h'^<^=^»  on  parviendrait  à  u^e 
équation  finale  qui,  ne  renfermant  plus  que  a,  aurait 
nécessairement ,  avec  a^  +  P^^  4"  ?ûi*  +  ra  +  ^  =  o , 
un  diviseur  commun  qui  déteitninorait  a  :  on  trouverait 
6  et  c  d'une  manière  semblable.  Si  f  on  Avait  /i=  m,  ce 
^i  changerait  la  relation  donnée  en  /(a  ^f*  &)  4^  ^c  ;=;  i(^ 
comnxe  il  serait  indîfféreot  d'y  écrire  a  pour  3j  et  II 
pour  ap  le  diviseur  commun  qui  donnerait .»',  donn^ra^jl 
aussi  b ,  et  serait  par  conséquent  du  deuxième  degré. 
Enfin ,  dans  !e  cas  où  )a  relation  donnée  serait 

'&?■+••?!  4"^)  =^  ^  i  lep.  trois  ia/çii|Q&  ^»  i>  <?  eaiiro- 
r^ent  df^ns  Ip,  pa^e  diviseur  cQmn)j»Q  ;  qui  $^X9k  jf9X 
çqj^^gfmt4»  troiiièpie  degpé. 


\ 
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-  Ce  qu'on  vient  de  lire  par  rapport  à  Téquation  du 
quatrième  degré  et  à  des  relations  exprimées  par  des 
équations  du  premier;  peut  s'appliquer  à  on  degré  et 
à  des  relations  quelconques  ;  ^t  on  en  conclura  qu'il  faut 
traiter  chacune  des  racines  qui  entrent  dans  la  relation 
donnée  comme  «neiucottnue  distincte,  former  les  équa- 
tions résultantes  de  leur  subllitution  daw  i'éqiiation 
proposée ,  et  joindre  ces  nouvelles  équa«tions  avec  celle 
qui  exprime  la  relation  donnée,  pnîs  éliminer  ensuite 
t^es  les  inconnues ,  hors  une ,  que  l'on  conservera  en 
4|iême  temps  dans  deux  équations  ^  lesquelles  admet- 
tront par  conséquent  np. diviseur  commun,  quî>  jsuivknt 
le  degré  dont  il  sera  «  fera  connaîtra  une  ou  phisieurs 
^es  racines  comprises  dans  la  relation  donnée. 

Si.  Je  psends  pour  premier  ezeaspilje  l'équation  du 
màsième  degré , 

et  je  suppose  que  Ton  sache  d'avance  que  parmi  ses 
racines  »  il  y.  m  a  deii:$  qjiii  sont  égales ,  maïs  de  signe 
contraire  :  en  nommant  a  et  6  c«a  dcu^vaoines,  on 
tirera  d'abord  de  l'équation  proposée  ^ 

:  -       5^  +  pi*  —  q^fc  —  q*p  =  o. 

La  relation  donnée  entre  a  et  b  fournit  de  plus  cette 
troisième  équation ,  6  =  — .  a,  en  vertu  de  laquelle  la 
seconde  devient 

•  _ 

ou  en  changeant  tous  les  fignii  à.  la  fois  ^  .^t  ip^ftant  x 
powaj» 

f^— p;c^— q*a?  +  9>=o. 

Cherchant  ensuite  le  diviseur  eomm^ii  à  oett€f  dernière 


r" 
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équation  et  à  la  proposée ,  on  trduve 

ce  qui  donne 

a:»  —  9»  =  o  , 
ou 

j;=:-f~?     et    x  =  — ç. 

Le  diviseur  est  du  secondaegré,  car  la  relation  &=>— a, 
é^uiralente  à  £^  -f-  ^  =  ^>  demeure  la  même  lorsqu'on 
y  change  a  en  6  et  &  en  a  (5o) . 

La  question  précédente  aurait  pu  se  résoudre  de  cette 
autre  manière  :  le  facteur  qui  rei^erme  les  deux  racinesf^ 
a  et  6  étant  x*  —  (a+-6)x  +  a6,  deyieat  x* — a*y 
lorsqu'on  y  suppose/d^après  la  relation  donnée,  6=  ■  a  ; 
ii  faudrait  donc,  si  a  était  déterminé  convenablement  > 
que  Féquation  proposée  fût  divisible  par  x*— a*.  Or, 
après  avoir  poussé  la  division  par  ce  facteur  aussi  k>iir 
qu'il  est  possible ,  on  a  pour  reste 

quantité  qui ,  devant  être  nulle  j!adépendamment  dé  x 
{Élém.,  âio)>  donne 

la  seconde  de  ces  équations  est  identique  avec  la  pre- 
mière ,  dont  on  tire 

q-  =  a-, 
et  par  conséqnent  > 

X* — a*  =  x*^  —  9% 

comme  ci-dessus. 

n  sera  facile ,  avec  un  ^u  d'attention,  de  reconnaître 
que  cette  dernière  méthode ,  généralisée  convenable^ 
ment ,  doit  résoudre  toutes  les  questions  relatives  à  l'a- 
babsement  des  équations. 
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Bfl.  Si  les  deux  équations  g*-r-  û*=  o  et  q^-^a^p  =  o 
ne  s'étaient *pa? trouvées  comprises  Tune  dans  l'autre, 
réqnation  proposée  n'aurait  pas  été  divisible  par  un 
facteur  de  la  forme  af^ —  a*,  et  il  n'y  aurait  pas  eu 
par  conséquent  entre,  deux  de  ses  racines  la  relation 
qu'on  supposait  exister;  mais  si  les  quantités  p  et  q,  ou 
en  général  les  coefficiens  de  l'-éqùatioUt  proposée,  eussent 
été  indéterminés,  on  aurait  pu  les  déterminer  de  ma- 
nière à  satisfaire  à  cette  condition.  Les  mêmes  circon- 
stances ^se  rencontrent  dans  le  premier  procédé,  car  on 
pourrait  éliminer  a  et  b  des  trois  équations 


I 


a'  +  pa*  —  q^a  —  q^p  z=^  o 
b^  +  pi*  -^  q*b  —  g*p  =  o  > 

a  +  b  =  q, 

et  il  existerait  encore  une  équation  entre  p  et  q,  qui  se 
trouverait  identique  dans  le  cas  actuel,  parce  que  l'équa^ 
tion  proposée  satisfait  à  la  condition  donnée,  mais  qui, 
si  cela  n'avait  pas  lien ,  exprimerait  la  relation  qu'une 
pareille  condition  suppose  entre  les  coefficiens  de  l'équa- 
tion proposée.  ^ 

53.  On  a  vu  dans  le  n^  âo5  des  Elémens ,  que  lors- 
qu'une équation  avait  des  racines  égales ,  elle  était  sus-* 
ceptible  d'abaissement  ;  c*est  aussi  ce  qu'on  peut  prouver 
par  les  considérations  précédentes.  .         .  ^ 

L'équation  aî^+pj^+fl^+rx+^rso,  par  exemple ,. 
fournissant»  entre  deux  quelconques  a  et  b  de  se$  ra- 
cines, les  équations  identiques 

û*  +  pt^  4"  flût*  +  m  +  *  =:  o , 
W  -f-  pf  +  ci*  +  ri  +^  =■=!  o  ^ 

conduit  a 

...       .      *  .  ■••>•. 


lia  COMPLÉMENT 

avisant  ce  résùïtat  par  a —  fi ,  on  aupa  t^quation 

* 

qnrâmeAt 

lorsqu'on  a^ppioMf  £its$s  ^  :  îl  fiÉnt  donc  que,  dbtf9  oôtM 
hypQtbè9ej  ks  équatidna 

e^^pe^'^  qa* +  ra  + s=zOi 

aient  entre  elle!  un  diviseur  commun..  En  suivant  cette 
Voie,  on  parviendrait ,  avec  le  secours  de  la  proposi- 
tion, du  n®  i58  des  Elémens,  au  résultat  du  n^  âo5  du 
iuême  volunie.  '     *' 

On  pçuten^ostt  frotwer  1^  racines  égales ,  en  con->> 
sidéff^it  qu'aoe  équatioa  qui  a  deitx  i^cînes^  égalesr  est 
néoes^airemonb  divisible  par  un  fadtear  ée  la  Ibrme 

par  un  facteur  de  la  forme 

sr  c9k  a  tf  ois  f adne»  é^ales^^  et  ainsi  de  suite. 

On  parvient  à  un  résultat  plus  élégant  et  plus  jgéné- 
ral ,  en  cherchant  ce  que  devient  alors  la  fonction  dé- 
signée par  (A)  dans  Ife  n*^  4* 

Si  rëquation  proposée  est  d^  la  forme 

(X— a)»(x— ô)P  {x-^cy. , .  .X,  ix-rg)  (a:— A)=o, 

c'est-à-dice:sit«lle. a n  racines  égaler àa^p^ égales  à  b, 
q  égales  à  c,  etc.,  la  fonction  (A)^  qui  exprime  1^  somme 
des  divers  quotiens  qu'on  obtient  en  divisant  Téquation 
proposée  pardiacuû  de  ses  fiieteui^  du  premier  degré. 


\ 
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devient  visiblement  égale  à 

n(j:— a)«^^  (x—by    {x—cy ! .  (x-g){x—h) 

+p(x— a)*     (X— &y-^  (x—c)^ (x— g')(x— A) 


+  (x—ay    (po^by    (x—cy (x— A) 

+  (x-iz)*    (a>-ôy    (x-cy.; (a>-g). 


en  observant  que  les  facteurs  égaux  donnent  le  même 
quotient^  répété  un  nombre  de  fois  égal  à  leur  degré^de 
^  multiplicité  ;  et  Ton  reconnaît ,  à  l'inspection  de  cette 
quantité,  que  tons  ^s  termes  ont^  pour  factetir  corn-- 
mnn ,  le  produit 

(x  —  a)»-'  (x  —  èy-*  (x  —  c)  f-K 

Mais  si  Ton  substitue  dans  l'expression  de  la  fonction  (^) 
les  valeurs  trouvées  pour  les  coefficiens  qui  y  multi- 
plient les  diverses  puissances  de  x^  elle  deviendra  alors 

nuf^*  +  (m  —  i)Px»-»  +  (m  —  a)  Çx»-^, . . .  -f.  7»; 

il  suit  donc  de  là  que  ,  quand  la  proposée  aura  la  forme 
qu'on  lui  a  supposée  plus  haut>  les  deux  quantités  . 

X"  +  iPx"-»+  Çx»-« ^Tx+U, 

7nx»-'+(7ii— -i)iPx"-»+(ni— 3)Çx"-3. .....  ^-  7; 

auront  pour  diviseur  commun  le  produit    . 

(x  —  a)»-»  (x  —  b)P-^  (x  —  cy-' .... 

qui  renferme  tous  les  facteurs  égaux  ^  élevés  à  un  degré 
moindre  d'une  unité  que  dans  l'équation  proposée. 

54-  L'équation 

x*+px*-}-çx^-f-  rx^-4-çx*-f-  px-J-  i=o 

oftre  un  exemple  du  cas. où  la  forme  même  de  l'équa- 
tion proposée  fait  découvrir   une  relation  entre  ses 

Compl.  des  Elém.  d'Alg,  8 
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racines.  Elle  demeare  la  même  lorsqn*on  y  met  -  au 

lien^  de  x.^  ^t  aa  tronye  sMdemoai  éecit^  daas.  im<  ocdra 
inya:%^l  U  faut  donc  ccMMiure  de  là  qut  li  a^^tvi^.àà 

seê  raenies .  -  en  eat  tme  antre.  E|i  nonuuatit'  c  tine 
o  ......  '  ■•" 

racine  dî|E<ére«|ç  de^  d^Vj^  pvécéd^^to»»  elh  «««  ei^ 

oori»  wf  conrtifKiidaite  «>  ;  efet»E*aéiantiinsiieûii» 

distincte  des  <{uatre  qne  je  yiens  d*in^qner,  donnera 

uofi  ôxîcne  moiiie  -r.  On  wnlriiaf  là  qpwtt  IftaidMfpe 

par  a,b,  c,  d,  e ,  fies  sis  racines  de  la  proposée^ 
on  aura  entre  elles  les  relations  suivantes , 

«'  e*        ^         e* 

U  ti*s|it  pa»  néec$ssiK»  é^niployer  ici  le  pjeieédé  dii 
n^  5o  \  c^r  il  est  évident  qp^en  combinant  çfaaci^iç  de# 
racines  a^c^e  avec  sa  correspondante,^  pour  en  former 
un  facteur  du  second  degré  de  la  proposée ,  on  aura  ces 
trois  facteuis  :  • 


^  —  (a  +  ^x  +  1, 
«"  —  Te  +  ^x  +  i> 


dans  lesquels  il  n*y  a  d*inconnu  que  le  coefficient  du 
second  terçiç^  Si  dono  on  le  désigne  par  Sj  Tinoonnua 
z  ne  dépe9dra  que  d'une  équation  du  troisième  degré  , 

dont  les  raci^ea  ws^nt  a+-%c  +  -i«  +  -^»  Omîqa^ 

a  c  e    ^      ^^ 


ces  fonctioiiB  ne  paraissent  pas  d*abord  re^<Q]jf|ji^|>,  ^99SC^ 
les  permutations  que  leur  fonpe  permet  de  faire  entre 
les  racines  >  il  est  fecHe  de  a^f^ssûrer  qne  celles  qu'on 
néglige  n*en  sont  que  des  répétitions.  En  effet ,  ea  nf 
supposant  aucune  rçlatioi^  entjre  a«  &,  c,  d,  e^f^oa 
aurait 

mais  puisque ,  daas,  Yhjffyiibèm  ^ta^ie , 

les  Fp9^otiis^d^  la  s^ouijfle  lig^ned€(?îen^i4gi^»  it  colles 
de  la  première  9  et  par  conséquent  l'équation  du  sixième 
degré ,  qui  donnerait  ces  six  fonctions  pour  le  cas  géné-^ 
rai  (8) ,  doit  s'a^MÎssar-icî  ^ù  tipe^i^è  dpgré  (53). 

55.  On  pcpt  ft»mer  cette  demière  très  simplement , 
tndîvîaai^t  papo^^tdus  Ites  termes  de  l'équation  proposée 

ac»  4- px*  ;+•  ^a:4 + rx» + çaf + p«  + 1  =;  0 , 

et  e^  réunissant  ceux  gui  sont  ég^eŒipijt  41?^^  ^S^ 
extrêmes ,  ainsi  qn'on  le  voit  cî-dessons  : 

Maintenant ,  si  l'on  fait    x  -j-  ~  =  «  >    on  aura 


N 


(.+  iy=^. 


on  «tptaJr  ^«ft"». 


8.'. 
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dont  on  tirera 


puia 


I  ' .  I    «  • 


<    '.     t 


donnera  \ 

et  mettait  a  au  lieu  de  x+  - ,  il  viendra 

X 

Substituant  ces  Valeurs  d^ià'  l'équation  . 

'  .  .  .  •  ■      ^  .    . 

on  trouvera;  ,     /.    *;  .     .:      v  i.:, 

Lorfqu'pn  aura.dé^n^iné^  par.  cette^  équation,. il  ne 
restera  ,plqs,j  .ppqj:  obtenir  les  racines  de  la  proposée , 
qu'à  résoudre  les  trois  équations  du  second  degré 

x»^*'x+i=o,     X*— z'x+i=o,     X*— a*a:+i=o, 
dans  lesquelles  z\  z",  z"  représentent  les  trois  valeurs 

l 

de  a ,  et  qui  se  déduisent  de  a:,+  -  =  a» 

Si  réquatioh  proposée  était  seulement    x^  +  i  =  o^ 
il  viendrait 

a'— 3i=o,  d'où  z=ao,  a  =  ±:V/3» 
Pour    0:4  -f-  1  =  o  ,     oà  tirouvefàit 
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Les  remarques  précédentes.,  sur  Téquation 

conTiennent  à  toutes  les  équations  dans  lesquelles  les 
termes  placés  à  égale  distance  dapremier  et  du  demieri 
ont  les  mêmes  coefficiens,  et  qu*on  appelle  équations 
réciproques^  parce  qu'elles  ne  changent  pas  lorsqu'on  y 

substitue  -  au  lieu  de  x. 

X 

56.  Soit  l'équation  générale  d'un  degré  pair 

X*"  +  px**"""*  -J-  çx'"^*....+  qa^+px  +  1=0; 

« 

on  la  divisera  par  x^,  et  réunissant  les  termes  également 
éloignés  des  extrêmes ,  on  aura 


i        •  ■ 
On  fera  encore  x  -f-  ~  =£>  et  il  z^  s'agira  plus  que 

d'en  tirer  successivement  les  valeurs  des  fonctions 

or,  c'est  à  quoi  Ton  parvient  sans  peine  en  observant  que 

car  on  tire  de  là  ' 

relation  au  moyen  de  laquelle  l'uijie  quelconque  des 
fonctions  ci-dessus  se  déduira  des  deux  qui  la  précèdent. 
En  partant  de 


X 


\\6  tiàtéLWM: 

et  faisant  h  ti:  H  ,  *fl ,  ?5 ,  4  >  '^^^'  *  o°  Wu Vfe       ^. 
X*  +  -- s=»*—  a, 

.  ,  "  ^  s.      .       .  .        i  |.  »         ■      ,    '  •   i 

ar»  +  -3  =  a'  —  5a»  +  Sz,  ., 

Il  est  évident ,  par  la  marche  de  ces  expressions^  que  Pé- 

^m^ii^hçme  flb  àégfê  hHi'ârfk^rèûèà^âii  fe'gré'/h. 

Si  elle  était  d'nn  de^  liti^âfr ,  par^exemplè ,     ' 

on  récrirait  comme  il  suit  : 

ar'*4"  1^+px  (x*  +  1) 4" ^^(^  +  *)  =  o  , 

ce  qui  ferait  yoir  qu  elle  serait  divisible  par  x  +  1  *>  et 
la  division  faite-,  oh  -aurait  ^our^quotient-, 

x*+  {p — i)x'— (p— ^— i)x*+(p— i)x+i  =  o>, 

équation  réciproque  du  quatrième  degré; 

fl«era"^acue'Q'ôpérer''8ur  tbiitè  eqaa{i<^1réâpr6<;/ue 
de  degré  impair^  comme  sur  celle  du  cinquième  degré. 

Un  examen  approfondi  de  la  série  des  valeurs  de 

œ*Hf-  -^t  fappty^têes  i)i:fe^céaèiîïttieût  ^^eh'â  féît";céncliife 
par  induction  que 


xr  1  1.3 
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et  rien  n'est  pins  aisé  ^e  4e  le  vérifier  au  Illoye^  de 
réqaation  (^A)  ;  car  «b  jr  substituaiit  ce  déyeloppement 
et  celui  qui  en  dérive  |  lorsqu'on  chaqge  n  en  n  —  i , 
pois  réduisant  ensemble  tous  les  termes  4iffectés  de  la 
même  puissance  de  z,  il  viendra 

x^.+_i_=.^..-Oî±0..-.+  (»4-i)  jn-a)  ^.^_  ^^  ^ 

risnHat^  A'é0t  «utrë  que  ce  «{oe'deEViehtl'expressbn 

de  oc*  -^  — ,  quand  on  y  change  n  en  n'+i,  et  d'où 

ï  <iuit  ^ue  9a  toi  iaâiqii6e>  ayant  lieu  pour  liss  valeurs 
aaB&4'etiii«cSy  par  eztfu^>le,  aura  lien  lorsque  RssrS, 
ft  .ainsi  <de.pfoéhe  en  proche ,  fcmr  on  nombre  iqueU 
eoaque' entier 'et  positif  Bien  entendu  aussi  qu'on  né 
pouBsiwa  pas  ilasérie  jasqu^i^ce  que  l-esipeeaxit  de  s  y 
éeyienae  wégàlÙL 

^.  Ce  qdi  précède  s'applique  à  l'équation 

didiiite^de  l'éqiilation  ^*  —1=0^  4^isée  pttr  -y  *-^i^  et 
qm«e»Fetme  les  tn  «-^  1  racines  de  l'imité  ,  difféventas 
8e  1  ^{Elém.,  aBg).  Il  se  présente  d'tJ^ord  deux  ieasià 
Qkamifier,>savoir»  celui  eû  l'exposant  m  est  ^pair ,  -^ 
eelu  où  il  est  i«apair. 

Daas  *le  premier,  te  nombre  m  -—  t  étant  impair., 
Ts^tioB  y"~*  -f- iy"*^  H-  etc.  sx=  o  est'divWble  par 
y4"*i  >'etdoune:pourquotîeat<utte  équation  Teeiproque 
du  degré  m — a,  laquelle  se  ramène  à  une  équation  en 

2  du  degré  i>  ■  ,On  peut  aussi  parvenir  immédiate- 
ment à  l'éçpiation  du  degré  m  — oen  ^,  en  x)bserTant 
que ,  fpmscpie  la  puissance  771  -cet  paire  ,  on  satisfait 
à  l'^juatîon  jy"»—  1  =  o,  en  faisant  y  =  ±:  i ,  et  ique 


lao  COMPLÉMENT 

par  conséquent  cette  équation  est  divisible  par 

Lorsque  m  est  impair,  Téquation 

j'"^*  +  J'"*"'*  +  ®te.  ==  o  est  réciproque  et  de  de^ 
gré  pair,  et  Ton  en  tire  une  éqtiation  en  2  çtn  degré 


m 


De  ces  deux  cas ,  le  dernier  est  le  seul  auquel  il  soit 
,  nécessaire  de  s'arrêter ,  puisqu'il  suf&t  de  connaître  les 
racîneé  de  l'équation  y*^  —  1=0,  lorsque  m  est  pre- 
n^ier,  et  par  conséquent  impair,  pour  obtenir  celles  des 
'  autres  équations  de  ce  genre  (17)  ;  mais  comme  ce  n'est 
qu'en*  s'appuyant  sur  certaines  propriété3  des  nombres 
premiers  que  l'on  peut  résoudre  l'équation  du  degré 
in  «-7 1  »  qui  contient  toutes  l^s  racines  imaginaires  de 
la  précédente ,  j'en  renverrai  la  recherche  à  la  fin  de 
cet  Ouvrage,  où  je  ferai  connaître  la  découverte  remar- 
quable de  M.  Gauss ,  sous  la  forme  simplifiée  que  lui  a 
donnée  Lagrange  (*). 

58,  Les  équations  a6=  1 ,  crf= 1  ,  ef=z  1,  du  n®  5^, 
peuvent  être  regardées  comme  n'exprimant  qu'une  seule 
relation  commune  aux  trois  couples  a  et  6 ,  c  et  et ,  cet  f 
des  racines  de  la  proposée.  En  généralisant  ce  point  de 
vue,  on  peut  se  proposer  d'abaisser  une  équation  d'un 
degré  pair,  donirles  racines,  distribuées  partouples,  au- 
raient dans  chacun  de  ces  couples  une  relation  donnée  ; 
et  Ton  y  procéderait  comme  nous  allons  l'indiquer. 

Soit  l'équation 

x"4-Px*«-'4-  Çx"^ +  U=  o , 

{*)  La  Gonsidéraiion  des  propi  ietcs  da  cercle  donne ,  pour  tons 
les  degrés ,  des  expressions  des  racines  de  l'unicc,  qn*on  trouveia 
dans  V Introduction  de  mon  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du 
Calcul  intégral,  et  dans  le  Traité  élémentaire  sur  le  même  suiet. 
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telle  quon  ait  entre  deux  de  ses  racines  a  et  6  une 
éqnation  quelconque  commune  aux  couples  c  et  d^ 
e  et  ff  etc.  ;  *on  fera  a  -f-  ^  ^=  2  /  puis  substituant  à  la 
place  de  b  sa  valeur  z — a,  dans  l'équation  donnée  entre 
a  et  A,  et  éliminant  a  entre  cette  dernière  et  l'équation 

on  formera  celle  qui  doit  déterminer  z.  Mais  il  est  vi- 
sible qu'en  opérant  de  même  sur  chaque  couple  de  ra- 
cines désigné  ci-dessus  ,  on  trouvera  toujours  la  même 
équation  en  z  ;  qu'ainsi  cette  équation  doit  comprendre 
au  nombre  de  ses  racines  les  n  sommes  fournie  parles 
couples  qui  satisfont  à  larelation  donnée  ;  or,  ces  sommes 
font  également  partie  des  racines  de  l'équation  formée 
eu  prenant  pour  l'inconnue  z  la  somme  de  deux  quel- 
conques des  quantités  a,  b,  Cy  d,  etc.  :  cette  dernière^ 
qui  s'obtiendrait  par  le  procédé  du  n°  8  ,  aura  donc 
avec  la  précédente  un  diviseur  commun  du  degré  n  ^ 
qui  fera  connaître  les  valeurs  de  z  relatives  aux  couples 
désignés  ci-dessus  (^). 

(^)  La  première  cquatlon  en  z  peut  anssi  se  former  par  ses  ra- 
cines, qui  s'obtiennent  en  faisant  passer  successivement  toutes  celles 
de  la  proposée  dans  Tëquation  entrcy  et^a,  de'duîte  de  la  relation 
donnée.  Si ,  par  exemple,  entre  les  quatre  racines  a,  b,  c,  d,  on 
avait  les  relations  &  =  a*,  dz=zc*,  on  trouverait  les  quatre  valeurs 

«=a4-a»,    z=^-f-ôa,     a=!=c-f-c»,    z^zd-jr  d*, 

dont  la  première  et  la  troisième  seules  expriment  la  somme  d^un 
conple  des  racines  de  la  proposée. 

Si  la  relation  donnée  était  symétrique  entre  les  racines  qu'elle 
contient ,  plusieurs  des  valeurs  de  z  deviendraient  égaler  entre  elles. 

La  seconde  équation  en  z  pourrait  h  son  tour  s'obtenir  par 
l'élimination  de  a  et  de  &  entre  les  équations 

z  =  a  4-  &> 

a**  -f-  Pa**-* . . . .  +  t/  =  o  , 


hotaq/tan  oonaaitEa  «  ^  "Ob  aara  4c  dwarième  t «fltoe 
et  A  de  Ja  i^posie^  et  qui  ^est 

pois  y  pour  obtenir  â^ ,  que  je  f  iepiréisèntèr^  par  q,  on 
diyiseral'éqiHltîmi  proposée  pttr  2^-^  3;:^^  -4-'^>  èttpiand 
on  «era  parveao  ^n  «»te^  on  ég^era  séparément-à  zéro 
las  iléax  tannes  de  ee -reste ^(fiiéiieitfy  aie)  :  les  deaoc 
é^pmtions  qn'on  se  procarera  ainsi»  ne  renfennant  qoe 
la  seole  iaeonnae  ^  ,  doivent  nécessairement  avrâr  na 
dtrisenr  ^ooBUxmn,,  4ont  on  tixava  la  vaieinr^de  cette 
iaemuHie.   . 

o^-  13e  tnfilM  f  A TéQUî^fion 'propos/tis  Stàit  xh  uegre 
Shy  ëtqtiie  ses i jMâkMSs^fdisieift  1S!ttiiî'ettieSf trois parttots, 
à  ynte  rHàAàh  âotinée,  <c*es^-àHd&re  qi«e  «cette  relittion 
âyiiïtt  lië«i  etitte  les  trois  tacines  a ,  fr  «t  i: ,  Bul»iitSt 
aussi  %ntre  H,  e  et  f,  et  ^insi  de  stiîtfe ,  "on  fei^ 
ô-Jf-'i 4-c=»;  \ét mettant  pont  fc  si  taîetir  z— .te^  6 
dans  l'éqnation  qni  eiçrime  la  relation  donnée ,  bn^éli-- 
minerait  ensuite  a  et  fr  au  moyen  des  équations 

o^  -rf-  PcP^"-'  4-  Ça»^ 4-  tr  =r  o., 

*3«  ^  PA3.-1  ^  ^A»»-» 4-  -l^  =  ^ 

résultantes  de  la  substitution  de  a  et  de  >£  au  lieu  de  <x 
dans  la.prqposée.  L*équation  finale  en  z  contiendrait 
fontes  les  yaleurs  des  sommes  a'^b^c^  à+e+Jl  etc^ 
dont  le  nombre  est  n ,  et  qui  feraient  également  gpar- 
tie  des  moineB  de  d*éqnàtion  formée  eo  prenant  pour 
inbbzninb  là  "Sdmteie  de  trois  qoelisonqnes  des  quiieAtStéi 
à,b,c,d,etc.  Cette  deiiiièite  et  la  précédente  auraient 
donc  un  diviseur  commun  du  degré  n  ,  comprenant  seu- 
lement les  sommes  des  racines  de  diacun  des  groupes 
désignés  ci-dessas* 
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uOflJlOfiiWii  custiiiB  TO  mcienr 

fonné  par  les  trois  racines  a,  b^  c ,  tt  mettant  z  au 
lieu  de  a+b^x,\iktL  flea  Ahkb^-àc  +  bc,  et  r 
pour  afrc  y  il  viendrait 

SMfmr'<|ili  ^IArHiit'ffi¥iàl»:  foaétettélit  ^h^i^pè^è^éiljf 
et  r^fiSftèJt  teithtis.  Se  '«^iii  floifo  &  Mro  Ib  1%Aè  , 
^^iOEk  Wtxp'daé  dfe'tfbis  teriâte,  'bn  iaUfàit  fehffe 'Fés 
dèiDt  ihcJKUÊM^H/^  r^cHs  é^tiôtas  \ét  ^iHt  Ti^liiÀiUk. 
tid!n , 'hh^pki^imStïSt%'9eh'x "êtj^^ôïia  iftalit^ l9iitrë  Ik 
rfftgfelMIfebAMfe  r  :  fe  cBlf&ëttr  éàmMth  dis  èfé»'éi|ilatidlls 
.  JBiHfeAut  ^« 

sur  cette'^^iUb  clé  Ib'AMoMe  Sm  é^àtiôûs  ;  'mais'jë  ne 
^  "AJ  aSfël».  J^ôbrôrVétai  s^iireàfëiit  qùfe  fabàîs- 
«MèUt^  \9étL ,  'ëh  'één&al ,  lorsqu^n  otyfieht  entre  les 
iiiediin^es  xTun  "ptphiëtù'e  pcàrsiblè  ,  (ilîls  â'éqiiâtîdns 
qu'il  ne  renferme  d'inconnues,  ce  à  quoi  Ton  parvient 
souvent  ei  considérant  le 'problème  proposé  sons  (plu- 
sieurs faces  ;  on  trouve  alors  entre  une  même  inconnue 
déut^équâfiodu  &fat0s  qtli,  dbV^f^^aécéi^i'ëiittè'ellëli, 
tMt  îbn  tdHyiieàr^OtaitnUn  âttquél  on  "iSfé-U  %61ttUdh% 
plus  simple  dont  le  problème  proposé  sdtt  ^hs^é^tiblé  • 

66.  TÀlite  ^qVkàHbn  qui  p%Ut  'se  dék:ôiii'pbser  en  deux 
lléH^s/s^Vàlssb  ïïécfé^s^Véïneiit  p^r'ôe  m5yen;  il  è&l 
€«l(B%tife  'de^àlàtôîr  retdbtaaître'^û'ànîl  éétte  clécom- 
pUmoÂi'^ttt  V<éfl^ctùer/be  f  fo^é^dé  Ihaiqu^  dâns'îe 
Ètiaeib'^txyiaèè^'&étnéàs.ttiiéfk  fap^élé  plus 'haut, 
^t'^^r  ëWénir  Féii^liatiôn '&3^alë  de  laquelle  ^ôît 
é^f&ûiSife  -la  die^ôttipbsitigh  d^u&'e  axitte  en  deux  'fac- 
1%îii1i^  livrés  dioiniifés }  tuais  }e  Vais  te  Venir  sur  cette 
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recherche  ;  par  une  méthode  plus  simple ,  fondée  sur  le» 
considérations  du  n^  i83  dèç  Elémens, 

Soient  a ,  iS^  y  les  trois  racines  de  l'éqûatioû 

x^  +  Par»  +Q^  +  R  =  o  ; 

elle  sera  nécessairement  lé  pr()duît  des  facteurs  a; -^«^ 
X  — /8  et  or— y.  Si  on  Ja  décompose  en  deux  facteur» 
x^-^Ax  -f-  ^  et  a:  +  -^i  îl  ^^^  évident  que  le  premier 
doit  comprendre  deux  quelconques  des  fact^rs  rap- 
portés ci-dessus ,  et  que  x-^jf  est  identique  ayec  celui 
qui  reste.  Mais  on  peut  combiner  les  facteurs  a;  —  et, 
X — |S,  X  —y,  de^x  à  deux  de  trois  manières  différentes  ; 
ainsi  l'équation  proposée  pourra  subir  trois  décompo*- 
sitions  distinctes  :  et  comme  rien  n'indique  celle  qu'on 
cherche  en  particulier ,  elles  doivent  se  trouver  com- 
prises toutes  dans  le  résultat  qu'on  obtiendra. 

Sifon  multiplie  l'un  par  l'autre  les  facteurs  x^-^^Ax+B 
et  X  -f-vf',  et  que  Ton  d^mpare  le  produit  à  la  proposée, 
on  trouvera ,  pour  déterminer  les  coeiEciens  A^  B  et  A\ 
les  équations 

A  +  A'  =  P,     B  +  AA'=Q    et    jfB  =  R. 

Quelles  que  soient,  parmi  les  inconnues  A,  A'  et  B,  les 
deux  qu'on  élimine  ,  on  arrivera  à  une  équation  finale 
du  troisième  degré. 

Cette  dernière  peut  aussi  s'obtenir  à  priori  ;  car  si 
c'est  A'  qu'on  cherche ,  la  question  revient  à  trouver 
l'une  des  racines  de  la  proposée,  puisque  x  +-^'=  o 
donne  a;  =  —  ^';  on  doit  donc  rencontrer  pour  équa- 
tion finale  celle  qu'on  obtiendrait  en  changeant  x  en— vi' 
dans  la  proposée  :  si  c'est  A  qu'on  cherche ,  ce  coeffi- 
cient ,  dépendant  de  la  somme  de  deux  quelconques 
des  racines  de  la  proposée ,  a  nécessairement  trois  va- 


r 


DES  ÉLÉMENS  D*ALGÊBRE.  laS 

leurs,  qui  sont  —  (<t  +  fii),  —  («  +  y)  ,  —  (/8  +  y), 
et,  par  conséquent,  \1  est  égal  à  *^z  dans  l'équation  du 
numéro  8.  Pour  parvenir.,  à  l'équation  eu  B  »  il  faut  ob- 
server que  B  est  le  produit  de  d^ux  quelconques  des 
racines  de  la*  proposée ,  et  gu'ainâî  B  ir trois  valeurs  , 
savoir  :  cejS ,  ety,  fiy  ;  multipliant  donc  entre  eux  les  trois 
facteurs  B^^afifB'^ity,  B-^fiyi  et  chassant  les  lettreà 
*i  fiyy>on  aura  Uéquation  demandée/Qe  quelque  ma-* 
nière  qu'on  opère  ,  on  n'çhtient  dans^  ce  cas'  qu'une 
équation  du  troisième  degré,  anssidii&oile  à  résoudre 
que  la  proposée.       ' 

61 .  Soit  maintenant  l'équation  du  quatrième  degré 

ayant  pour  racines  ât,  jS,  y  et  ^;  la  décomposer  en  deux 
facteurs  j^+'Ajc-^B  et  x*  +  ^'x  +  -^>  c'est  com- 
bîÀer  deux  quelconques  des  quatre  facteurs  x—  cf, 
X — fi,  X  —  y,  05— ^,  ce  qUl*  peut  se  faire  de  six  ma- 
nières différentes.  Aussi  ^.en  cherchant  à  déterminer  par 
la  con^par^son  du  produit  des  facteurs  a;^ 7)- >j(a7.r|-.^ 
et  x*  -f-  ^'jc  4"  ^V^vec  la  proposée ,  les  cpeffiçieiys  ^, 
B,  A'  eX.  B\  trouye-^t-on ,  après  l'élimination  de  trois 
quelconques  d'entre  eux  ^  que  l'équation  finale  d-pi^  dé*^ 
pend  le  quatrième  est  du  sixième  degré. 
En  effet  i  le  produit  ;     •  .  *. ,  ~ 

x^  +  {A  +  A')h+{B  +  Aj^+Six^ 
+  {A^B  +  AB')  x  4.  BB', 

comparé  terme  à  terme  avec 

donne  les  équations 

A^A'  —  P,       . 

B  +  AA'  +  Bfz=Q,   . 

A'B  +  AB'=  R,    ' 
BB'=  S. 
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19^  (;QX|^V4Ni«^ 

Q«  tir«  ds.  la  fv<m^  «t  de  \|  ^oî/h^, 

et  substituant  ce^i  yfilei)^  ^iaps^  |a  gifatriè^ç,  on  obtien- 
dra^ après  lea  réductions , 

Oette  éqsoHon  poinrait  aussi  se  déduire  immédiatement 
de  la  feimatioB  des  côefficieB9  ^,  JP,  B,  tf\  aa 
moyen  des  raeinas  de  la  proposée. 

A ,  par  exemple,  étant  la  somme  de  denx  quelccncpieB 
des  racines  a,  li,^,it,ti  les  six  yalenrs  snirantes  : 

/?  en  a  pa^illemeitf  ùt  y  cpii  ^ont 

«^>        ««y,        «*, 

et  les  équations  qui  ^pîrent  donpei^  utf  et  £  se  formeront 
comme  il  a  été  în^qup  ^a^^s  1^  !>•  8.  Il  est  facile  de 
Toir  que  les  équatiqçs  en  ^'  et  B'  seraient  semblables 
aux  équations  en  A  et  B. 
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An  v«st«  »  ffmà  d  «t  A  «oiA  fanam  ^  on  « 

U  est  remar^able  qae  la  «ip^osition  de  JP  ==r  o  fait 
dùpaiaitre  tons  le»  teme»  affectés  des  puisMiicea  im- 
paires de  A ,  dans  Téqa^tion  (A)  ^  qui  par  là  devieixt 
résoluble  à  la  manière  d^  celles  du  troisième  degré.  Les 
commeççans  yerront  s^ns  doute  ajéç  pl^ir  la.  Ç9Ase 
db  cette  simpKficationn 

L'équation  proposée  sç  réduisant  alors  à 

on  étant  saas  second  terme ,  fl  fiiut  que  la  somme  de 
B^  «icina»,  taiil  |osithr^  qn^  «égatÎTes  ^  soit  i\u)le  ^ 
c'eit-à-dire  que  la  somme  des  unes  soit  égale  à  celte 
dçs  antsea,  ah|t|action  fa)te^  dp^  aig»e  |  qp  ^ra  dpi^c 

*  +  /S  +.y  -^  lz=s  o, 

^Q)^  ton  voit  que 

«t  +  ^  Ç=  —  (r  +  ^)  » 

•tque  par, conséquent,  dans  œtte  hypothèse,  trots  des 
Talent  de  -^  sont  çesptçtiYÇWept  ^^«aaw  tr©w  aitfrw 
jMÎseï  avec  ^  sî^ne  çoptç^ç .,  Q  ^d^  4çW5  qH^  l'éfu*» 
tioi^  en  A  «oit  4e  la  fciyn^^ç. 

6a.  Sans  supposer  P  =::o  dans  Téquation  (JP!),  il  j^uffit 
é^an  MfeM^Mudhre  le  second  terme  )  tous  ceux  dq 
deg^  impair  âsparsStront  en  méma  temps,  pe  qq)  la 
imAok  encore  résoluble  à  la  manière  du  trolsièn^e  êe^ê. 

Su  tf et ,  teeoeffletent  du  second  terme  de  oette  équa* 
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tîon ,  étant  la  sottsme  des  valeurs  de  A  prises  avec  un 
signe  contraire,  sera^  d'après. ce  qui  précède,  égal  à 

(3«  +  3/8  +  3y.4-3')#    ou  à    — 5P, 
et  pour  faire  disparaître  le  second  terme  ^  on  fera 

A  z=4'.+  -  iElém.j  209) , 

d'où  •.>*=:  ^~.-; 

mettant  pour  P  sa  valeur^  et  substituant  successivement 
chacune  de  celles  que  doit  avoir  A ,  on  trouvera  ces 
résultats, 

-  (.  +  /)  ^t±l±l±î  =  i+^-'-^,  (3) 

_  (,4.  j^)  +  ±tï±i±î^t±i:=£z-J,^.^ 

—  (v+  ^)  + :^; — -= ~ ,(«) 

parmi  lesquels  ceux  qui  sont  suivis  des  mêmes  chiiFres 
ne  différent  que  par  le  signe.  Les  six  valeurs  de  A!* 
seront  donc  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires  , 
et  par  conséquent  Téquation  en  Â*  ne  renfermera  au- 
cune puissance  impaire  de  cette  inconnue. 

L*équatipn  qui.  donnierait  B  serait,  dansnoutes  les 
hypothèses,  du  si^ème  degré  et  complète. 

On  voit  ^  par  ce  qui  précède,  que  l'équation  du  qua* 
trième  degré  peut  toujours  s'abaisser  a  une  du  second , 
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M  moyen  de  la  résolution  cTune  du  troisième.  Les  coef-^- 
ficiens  des. facteurs  x^'+Jlx+B  et  a^  +  A'x  +  fi' 
étant  déterminés  ^  la  résolution  de,  ces  facteurs .  com- 
sidérés  comme  équations  du  second  degrés  donnera  les 
racines  de  la  proposée  :  voilà  donc  une  méthode  propre- 
à  résoudre  les  équations  du  quatrième^  degré ,  et  c'est 
en  effet  celle  que  Descartes  a  donnée  y  mais  elle  est 
particulière  à  ce  degré.  Son  succès  tient  aux  circon-»* 
stances  que  nous  venons  de  faire  connaître  d'aprèa 
Lagrange.  , .      .        .  . 

En  général  ^  la  décomposition  d*une  équation  du  de- 
gré tu  en  facteurs  du  degré  p ,  pouvant  se  faire  d'au- 
tant de  manières  qu  on  peut  combiner  les  m  racines  en 
nombre  p ,  doit  dépendre  d'une  équation  du  ^egré 

ro(m  — i)  (m — fl).i. ,. . .  .(/n— p+  i) 

i.a.3* . . .  .';p  :.-  ..  j.   •    .      ; 

si  toutefois  m  est  un  nombre  premier  ;  car,  dans  le  cas 
contraire ,  cette  décomposition  peut  s'obtenir  pins  sim- 
plement d'après  la  remarque  qui  termine  le  n**  a^.  Poni: 
le  sixième  degré ,  par  exemple  ^  la  formule  ci-dessus  en 

6.5.4 
y  faisant  p  =  3,  donnerait  — ~^=  ao,  tandis  que  ta 

'       .  .       .  .  •  J  ; 

même  décomposition  peut  être  ^ramenée  à  une  équation 
da  10*  degré. 

63.  Ce  qui  précède  ramène  encore  h  la  possibilité  de 
décomposer  toute  équation  du  quatrième  degré  dont 
les  coef&ciens  sont  réels ,  en  deux  facteurs  réels  éù  se- 
OMid,  mais  par  un  chémîA  qui  présente  quelques  cir- 
constances remarquables.  Je  suppose,  pour  simplifie]; 
les  calculs ,  qu'on  ait  fait  disparaître  le  second  terme 
de  cette  équation;  l'équation  {R)  devenant 

Compî.  des  Elém.  d^Alg.  *      3    '   ' 
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son  dernier  terme  sera  essentiellement  négatif;  elle 
aura  donc  deux  racines  réelles ,  Tnne  positiye  et  Fautre 
négative  (  £/^m.  y  3i4)*  L^expressioto  de  B,  trouvée 
dans  le  n^  précédent,  réduite  i  / 

donair»  BéeetMtKaMot  une  Takiir  réelle  pow  B,  «e 

en  donneront  aussi  de  réelle*  pour  ^  et  B^i  ainn  les 
facteurs  supposés  seront  réels. 

11  y  a  cependant  nn  cas  particulier  oà  on  ne  pottr«* 
rait  les  déteniuaer  par  les  formules  ei^dessns.  Ce  cas 
répand  à  2t  ss  o  ;  on  a  alors 


et    -»  =  • 
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è^ressroQ  indétermbée  {Elém*^  6g).  L'^expresnen  gé^ 
ilérale  de  B  se  trouve  en  défaut  dans  ce  cas ,  parce  qu'à 
une  même  valeur  de  ^  il  en  correspond  deux  de  M 
{Elém.t  igi).  En  effet,  si  Ton  reprend  1^  qnatre  équa- 
tions primitives  entre  les  inconnues  A ,  jf,  B  et  B'^ 
on  les  réduit  i 

^  =  0,    ^  +  fi'=Ç,    BB^  =  $, 

^  caïue  de^=:o,  de  P=?oetde  A=::o;  en  sorte 
que  B  et  B'^wX  les  racine  de  réquatioo  du  second,  degré 

et  que  les  fiictenrs  sont  par  conséquent 

x»+5,        x-^B^, 
ou 
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nrleàt  dëdnindt  de  méoie  de  I»  prop<»éb  y  qtti  dsTÎmt 

Cëir  fè6t%tità  gft-Hbt  %i^àifei  iî  J,  Sutat  hmèrè 
Mpsiis^  I  ^;  toiii  ite  conrdttiroat  à  ffâutfèè  fâç'tëifc» 
Ipéels.  £n  faùaot,  pour  abréger ) 

«tréfol^ant  eosttite  les  équations  ■ 

jDn  aura  les  quatre  facteurs  dti  pçemiei:  deofé 

dont  hr  f  fodttit  feitnè  hr  p^opotéct  Si^Miiiiehant  ,oi^ 
msili|Hie' entre  ti|X'  leb  £tctètii^  0)'«ti;j^))/^itib  («J^'et 
(^j  ea'ob9e]hr|inÉt  que  o^ 

ttoatjra  deojc  nouveaux  facteurs  du  second  degrq , 

qui ,  d'après  le  n»  3$,  tayiennent  à  - 

et  sont  par  conséquent  réels. 
On  Yoitp^làjïue  les  fâctpars  duaecoùïiJegrértroU- 
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véj8  en.  preinier  lieu ,  n'étai'enbimaginaÎFes  que  par  l'effet 

d'une  combinaison  particulière  des  lactenrs  du  premier. 

De  Pévanouiss^Tnent  des  radicaux^  et  de  la  manière  de 
former  une  équation ,  lorsqu  on  a  r  expression  de  sa 
racine. 

64-  Outre  les  moyens  analogues  à  celui  dont  on  s'est 
servi  dans  le  n®  1 86  des  Elémens  «  pour  Faire  évanouir 
les  radicaux ,  il  en  existe  un  autre  qu'il  est  bon  de  con- 
naître ,  et; qui  consiste  i  fçrmex  en  nifime  temps  toutes 
les  racines  de  ré(juation  d*où  aoit  dépendre  la  quantité 
proposée.  "      ' 

Pour  prendre  d'abord,  l'exemple  le  plus  simple-^  soit 

X  =:  V^^  )  il  e6t  évident  que  puisqu'un  radical  quarré 
peut  êtr%  «feEe'drelndîfFéremment^du  signe  -)*  ou  du  signe 

-4«-  -y  to'dok  leegarder  ^r  s;=  -^  |/^  icomiâe"  la  seconde 
racine  de  l'éi^i^étibQvd/où  dépend  la  premlèro.  aitiki-: 

pliant  les  deux  facteurs  x  —  V^-^,  Jî  +  y'-^ ,  l'un  par 
Fautre^-ct  égalant  te  produit  à  zéro ,  on  trouvera 

X* — -^=o, 
pour  Inéquation  rationnelle  à  laquelle  appartieot«=  v/!3C 

3   ^         -  . 

Si  l'on  avait  a:=:V^>/,'  on 'mettrait  successîvetuent  ' 
dans  cette  équation  les  trois  racines  cubiques  de  la 
quantité  AJ^ÈféniM^  i5j)j  et  faisant,  pour  abréger,. _ 

— «,        -T =^, 

il  vijendrait   

a:  =v/-^,     a:  =  aj^-^,     x  =  jSl/i/ , 

ce  qui  donnerait  lès  Facteurs  ,  . 

s_^  i  ^  '   3J_^- 

X  —  |/^,    X  —  «v/^,    X  —  /iy^Af 
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ioBt  lé  proddit  sendt 

Mais  puisque  i ,  «  et  /8  eoàt  lee  trois  racines  de  Téquation 
y— i  =  o,  qui  n'a  pi  seçonâ  ni  troisième  terme ,  il 
s^ensoit  qo0  "      ?    f  /  ' 

etqqe  par  conséquent  le  produit 'cû-dessu9^e  t.éduit  k 
comme  on  devait  if^  attendre.  ' 

«  «  « 

65.  Je  passe  piaîntenant  'à  ('expression         ' 

Pouif^btexâr  toutes  les  racines  de  riquâtion  de  laquelle 

doit  d^endte  la  quantité  V^^+V/^,  il  fa«iti<Ç99ibiner 
de  toutes  les  manières  possibles  lea  diverses  expt^siSLQiM 
dont  sont  susceptibles  les  racines  cubiques  â<^^.et  de  B. 
On  foiteeraaiasi  neuf  valeur»  de  x,  don t-ox|  tirera  lea 
facteurs  suivans , 


''^  .    ')    "'    '^''>f'',i 


3  3  n3/3'.3  3 

a>^ï/5-^«V^fi,  x-^fti/2-sV'Bi  x^R^^-^yM 

^  si  on  les  .multiplie  entre  eux ,  on  parviendra  à  un 
produit  qui  ne  renfermera  que  des  foncions  symé-;- 
triques  des  quantités  a  et  fi.  Ces  fonctions  s'ol)tiendront 
en  cherchant^  par  les  fbrmulei  du  n^  i5  ^  les  sommea 


«  t 
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I  +  a^  -f-  /8%  1  +  <t^+f?  des  puisattuBMs  déf^  sqdaéadb 

réquation  j^^— -i  ===o;  m^is  ce  calcul  peut  a-efFectuer 
d'une  maïf ière  pins  simple ,  en  £sisânf  à  chaque  inulli^ 
plication  partielle  les  réductions  qui  se  p^és^t^nt  en 
vertu  des  [équations  i  -«ft  ^  4*  ^  =  0  »  tf  -f-  /?  -f*  «e/8  =  o, 
«i3  =  i^  rapportées  plus  ^aut,  et  en  obsen^t  ique 
#f ::!;: i^ et g^^^i  Vo^^Q^ ét«^t Qnif ,  U «tii'eiter^ 
aupftn  tflnsKfeltratioimdl. 

66.  Il  est  facile  de  yoir  que  le  procédé  Indiqné  €Î^ 
d^asaa i^^t  autre  chose  que  VéIi<iMiatio];i  ^ectué&par 
UQ.  ïppyçia  ^n.^ïogue  ^  celui  du  ^^  iq.  En  çffe^  ,.^jrawj 
posé  les  équations  à  deux  termes  ^— ^=0 ,  v? — ^==^0, 
d'où  il  résulte  x-^t^-^w^^o^  si  Ton  substitue  dans  cette 
dernière ,  au  lieu  de  u  et  dei  i»  touVs'les  tal^iSBii.qas 
peuvent  avoir  c^^  inconnuesj,.  e^  ^oj^  çiujitiplj[e  çç^tre 
eux  les  résultats  ,  ils  seront  ^es  fonctïoiis  symétriques 
des  racines  des  équatio^is  Av^^zi^o ,  u'  —  Jî  =  o ,  et 

tionnelle, 

En  «^oàinsençànt  par  éKmîïiev  t,  ee-^l  a^  &éa'  en 
ItttiltîpliaBt  entre  elles  les  trois  quantitéa» 

-  '*    . i  *  s  '  _  -   •''  s  '  ■ 

qui  résultent  de  la  substitution  des  trois  racines  de 

i'4ai^ti^  i'rr4c=^9  ^  d«n^ '^ç— .(-^if  ==f  o^ît  ^f  ^^ 

—  s       t  s  "  - 

3        I  3  1 


J'.I 


ce  qùt  se  réduit  4 

.        (:^r  —  u^  T-î  4i  3=r  Çk 


•»  >■ 
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MettaBt  ensuite  >  au  lieu  de  u^  ses  trois  valeurs 

II  tiendra 

{p^^^^A,  (x^aV'By^A,  {tt^p\/Bf*^A  \ 


d£?efô|>pant  ces  quantités ,  et  feisant  leur  produit  avec 
Fattention  de  réduire  toujours  les  fonctiona  de  «  et  dfa  /l^ 
d'après  les  relations  établies  dans  le  p*  précédent  |  on 
retombera  encore  sur  le  même  résultat. 

:  Je  ne  rap|K)rle  point  ici  le  calcul ,  qui  serak  atfsez 

kmg ,  eliîea*ai  us  peu  îieiatéiÉur  lattétbodfey  i{nis  parco 

qu'elle  a  l'avantage  de  faire  voir  à  priori  à  quel  degré 

doit  monter  l'équation  rationnelle  dbnt  on  à  Ta  racine,. 

J'observerai  que  l'exemple  ci-dessus  peut  encore  être 

I  traijté  d  une  manière  beaucoup  plus  simple ,  ainsi  qu'on 

tàttàt  11^  3o  If  c«tr  si  Fon  élève  au  cube  lès  deux  membres 

s  s  _^ 

de  Téquatian    x  =  y  A  +  k  ^>    on  aura 

i 

transpkïsaiTf  diEU9  tépitettilier  «tetisbre^  le»  UmatlêÂé^  Â> 

ilviéidra  * 

s- y 

mais 

donc 

*  -  • 

erikuaf  le»  deux  membres  de  cette  équalion  ,.mmxa 
réinhat  ratioimel  £adle  à  développer^ 
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6'/.  On  peut,  par  ce  qui  précède ,  trouver  le  fàcfear 
par  lequel  une -fonction  irrationnelle  proposée  étant 
multipliée ,  il  en  résulte  lin  produit  délitré  de  radicaux^ 
En  effet ,  si  l'on  forme  toutes  les  racines  de  Téquation 
d*ioù  dépend  l'expression  irrationnelle  proposée  |  leur 
produit^  abstraction  faite  de  son  signe,  étaût  égal  au 
dernier  terme  de  cette  équation ,  sera  rationnel  ;  et  par 
conséquent  le  produit  de  toutes  celles  qui  sont  diffé- 
reotes  de  la  proposée ,  donnera  le  facteur  demandé. 

Ayant ,  par  exemple ,  x  =  {/^  +  V^t  fiî  on  fait  le 
produit  des  huit  autres  valeurs  dé  x,  ce  produit  s^ra  tel , 

qu^étant  multiplié  par  y^3  +  K -^>  H  en  résultera  une 
quantité  ratipnnelle  égale  au  dernier  terme  de  l'équation 
finale  en  x ,  pris  avec  un  signe  contraire. 

68.  Euler  ayant  remarqué  que  dans  les  équations  du 

deuxième  et  du  troifrième  degré ,  sans  second  terme,  les 

»  _  3  _      s . 

racines  étaient  de  la  forme  x  =  ^^,  x=  {^A  +  ^B, 
Conjectura  que  celles  des  équations  du  quatrième  et  du 
cinquième  degré  pourraient  être  représentées  par 

—  y/A+  {/!+  C^C,  x=  \/Â+  V^B+  VC+  V^D, 


et  qu'en  général  la  racine  de  l'équation  du  degré  n  serait 
de  la  forme 

•  .»  »  «  ■ 

x=V^:2+{/B+\^C+}/D+V'E  +  etc.  , 

le  nombre  des  radicaux  étant  it  —  i. 

Après  avoir  mis  ainsi  en  évidence  dans  chaque  degré 
les  radicaux  de  ce  degré  »  il  pensa  que  les  quantités 
J,  B,  C,Dy  etc.,  ne  pouvaient  renfermer  que  des 
radicaux  d  un  degré  inférieur,  et  ne  dépendraient  par 
conséquent  que  d'équations  d'un  degré  inférieur  à  la 
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proposée;  mais  une  observation  plus  attentive' de  la 
forme  des  racines  des  équations  du  troisième  et  du  qua** 
trième  degré ,  et  ki  difficulté  qu'il  éprouva  à  former 
Téqnation  du  cinquième  >  d*après  la  tacine  qu'il  lui  sup- 
posait y  le  déterminèrent  i  modifier  la  forme  dt  cette 
racine.  Il  prit  la  loi  suivante  : 

a*  degré  ap  ==  uf  V^u , 

s  s   ' 

et  en  général,  '  # 

*  —         *  — •        *  *  »  »  _.^__ 

les  quantités  A  y  B  y  C ,  D.. . .  M  ^û  étant  îndéter-' 
minées. 

Les  formules  C)^*  dessus  contiennent  implicitement 
toutes  les  racines  de  Téquation  dont  elles  dépendent. 
Pour  le  troisième  degré ,  par  exemple ,  la  racine  cubi- 
qoe  de  u  ayant  trois  expressions^  savoir^ 

son  quarré^en  aura  pareillement  trois ,  qui  seront 

s  s  s 

et  en  combinant  chacune  de  ces  valeurs  avec,  sa  corres- 

pondante,  on  formera  Ifes  trois  racines 

■.  '  '  ' 

Kien  n'est  plus  facile  maintenant  (8  et  1 5  )  que  de 


tS8  çoi&ijbanT 

feiiMmttr  à  Viqfi9Ûon  d*oà  d&if «nt  les  racines  ci-d^* 
8118^  et  on  tiouf  6rft 

En  cx)ayp vwt  cette  résultante  ayec 
il  vient 

Comme  il  7  a  dan»  ces  deux  équations  trois  indéfer-^ 
minées  ,A,Betu,^ii  peut  s'en  donner  une  à  yoloaté» 

EuTer  a  £ail  ^ :cs  1  »  ce  qui  donne  £=  -^  ^.  Substi-^ 
tuant  dana  Texpression  de  f ,  on  obtient 

etpacconaéquent^ 

u*  +  ç»  =  -2-, 

De  q ss -^ A'u'*- BPu^,  tatkn 
donc  enfin 


Ces  expressions  donnent  ponr  :r^  la  valeur  du  n^  1^. 
An  lieu  de  former  Téquation 

ç^frtQri,  eomniA  jp  Tai  icbdimii  ci  *»  4«ssi»  ^  £ide«  » 
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sert  d'OD  moyen  qui  peut  être  com;Dode  jçlaof  beaiv- 
coup  d^ocoasiôns  ,  pour  recoonaître  si  une  exprès 
lion  proposée  est  la  raciaé  d'nn.e  équation  donnée.  Il 
substitue  dans  Téquation  sç^+px  4-^  =  0^  au  lieu  cfa 


ce  qui  donne 

A^u+5J*Bu\/u  +  3AB*    /"*  ^  _         _ 
4-       pA\^û'\t       pB 


pB\^v:''\'q     J 


s  _  3 


les  cas.  de  ïèqmatioo  o^  +  px  4"  flS  ^  «  >  U  *iwrt  spw 

3  ^ 

Féqtation  ci^dessus-  puisse  ftyoî^  lieu ,  quand  même  V^u 

^^  K9if  ^fai.e^.4ii;i(  qu^fîtitjés  irratjpniie^s  ^iSèimk^^ 
n  f i|it  de  là.  cgK^  l^s  l«iFi||esr]:?jtK»u»?lf,  doiv;^t  a«v  <}£^i|îi:€ 

à  p^;s  4ç^:  qiA9  U^  ^^m^  k^ûçam^^  ;  oAi  dnU  âam) 
avoir  s^vwévfqit 

ifu4.fiV+7=o,  djf^Bu+pjtsso,  dABH^pBi=&; 

W  4^iff  df rnjière^  équatiom^  ue  ^Qut  autc^  ^^^  ^  •  « 
S^^u  4-  p  =  o ,  multipliée  d*abord  par  A  et  ensuite 
par  B.  Ce  procédé  conduit,  coiEim»OA.foitj  au  Miteif 
résultat  que  le  préfiédent. 

6g.  Je  ne  suivrai  point  Eùler  dans  les  détails  de 
FipplkatH>D'  de  sa*  métbodai  avt  fnatnàme  et  an  do* 
quième  âep4;  )^ine  ItiMni^rai  à  donner  Fexp«essioo 
desracifies,  et  pour  cela  ^  je  ferai  d'abqrd  observer 
que  ceUgs  de  Véqualîon  y^  ^i  7s  o  sont 


i/p  .      .       COMPLEMENT 

,  '        '         '  ■    '  -*■-'.■ 

£n  multipliant  par  ceç  valepr/»  )a  quantité  yu^  on  auif 
les  quatre  expressions  dont  elle  est  susceptible;  formai^ 
ensuite  leur  quarré  et  leur  cube,  on  trouvera  les  diyerse» 

expressions  de  ^u*  et  de  V^u^;  et  combinant  ensemble 
les  résultats  fournis  par  une  même  valeur  de  j^^  on  aura 

4  4.  4    _ 

.  »  .  - 

L*équation  dont  on  yient  de  former  les  racines  étanf 
obtenue,  on  la  comparera  à  x^'\'pxf^  +  çj?  -f-  r  ==  o  ; 
et  comme  on  n'aura  encore  que  trois  équations,  oq 
pourra  prendre  arbitrairement  l'une  des  quatre. indé- 
terminées ^  i  £^  Cy  u*  Ëulerfait  ici  5  =  i,  et  parvient, 
par  ce  moyen ,  à  une  équation  du  troisième  de^é  en  zi  ; 
mais  s'il  eût  fait  u  =  i,  et  qu'il  eut  voulu  déterminer  By 
il  serait  tombé  sur  une  du  sixième ,  et  sur  une  du  vingt-^ 
quatrième ,  s'il  avait  cberché^/^  ou  Ç. 

En  désignant  par  <t,  0,y  et  i"  les  quatre  racines  de 
l'équation  j*—  i  =o,  autres  que  l'unité ,  les  cinq  ex- 

pressîons^  ^e  yu  seront 

5  5  _  5         .         5  6 

V",    <^V^Uf    ^V^^    yV^"*    W^V 

et  en  formant  leurs  puissances  /on  trouvera  que  les  ra^' 
cines  de  Téquation  du  cinquièiuë  degré  setont , 

5  _  5  _  5   _  6  _ 
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'  C  K  *   '  C 

Poqr  former  Téquation  à  laquelle  appartiennent  ce» 
lacioes,  Ëuler  emploie  le. procédé  du  n^  g  ^loaid»  quoique 
bien  sinapliEé  par  ce  moyen  ^  le  calcul  est  trop  long  pour 
troBver  place  ici.  (Yoy.  les  Novi  Comment*  Acad.  Per 
tropf  tom.  IX^pag.  88.) 

70.  On  peut  atiddl  se  servir  du  procédé  indiqué  dans 
le  n*  66 ,  pour  former  Téquation  dont  la  racine  est 

■  •  »  •  •"         «  ____ 


on  fera  \fu=iy^  et  on  aura  à  éliminer j^  entre  les  deux 
équations 

L*éqiiation  finale  ne 'montera  qu'au  degré  n  (10),  et 
a  aura  point  de  second  terme  ;  en  la  comparant  terme 
i  terme  avec  la  formule  générale 

on  obtiendra  un  nombre  n  — •  1  d'équations  \  et  comme 
il  7  entrera  n  indéterminées ,  ^1  i?^  C'i  . .  .  •  u,  on 
pourra  se  donner  une  de  c^s  indétern^inées  à  volonté.  Si 
Ion  fait  y  par  exemple ,  u  =  i ,  on  tombe  sur  les  deux 
équations  auxiliaires 

\y*— .1  =  0, 

x=.Ay^Bf^Cf^Dy^ +^«-«, 

employées  par  BèzOut  dans  la  métbode  qu'il  a  proposée 
pour  résoudre  les  équations  {Mém,  de  PAcad.  de  Paris, 


1 


année  1^65  »  p.  533),  et  qtd  revient ,  ainsi  q;h*on  le  voit  i 
à  cale  d^ËtiIër. 

Ponr  tonner ,  paf  l*ttae  on  par  Rinfré  dé»  ÈiéûnodM 
exposéei  ci-dessm ,  l'Àfnatioa  dont  on  a  la  racine ,  on 
ne  nsncdtatfe  cTautte  dîfficillté  qlie  là  Tôngnéur  des  caT-* 
oob  i  mait  lonqn'oA  cbii^ba  i  ^«énaltiëf  Iè&  <|uéhtité8 
jtf  B^  C,»».  9,  (Hur  1â  OOfiipjttiaiBdÉ  dd  rësbltut  éféd 
réqsBtioii  gétiiraltf  dtf  degf^n^  ofi  tcttnbe  dén»  dei^ 
Midob  ptes^n»  iorptfatieablei  qtti  COndnîhdent  à  Md 
équation  finale,  ou  une  réduite ,  dcttt  le  degré  Mi^ 
passerait  de  beaucoup  celui  de  la  première* 

7t»  J)  est  tisa>Ie  que  lôfsqti'dn  fi^end  taé  èxpressi(^ 
radicale  qui  ne  contient  pas  autant  d'indéterminées  que 
réquatioft  gfaéiale  du  d^'é  ^qëel  elle  se  rapporte 
renferme  de  coefficiens ,  Tévanouissement  des  radicaux 
ne  condAît  qi»*à  une  éqbafioa  paxtîenlîère;  je  ws  es 
donner  un  exemple. 

Soit  seulement  l'expftesriM 

réqoation  qui  ta  détemune  s'obtiendrait  bien  par  ledef-« 
nier  procédé  du  n®  66  ;  mais  on  parvient  plus  aisément  à  laf^ 
loi  que  suivent  les  termes  de  cette  éqnation  y  en  formant 
les  valeur^  des  eirpi'essions 

av  iaaf«tt  à«  cette  te)«ioft  générale , 

*  »  «  «  ■  _  ■    *' 

analogue  à  celle  qui  est  désignée  par  {A)  dans  le  n*  56; 
Si  l'a»'  Mnpfcice  ^^*f  |/iy  par  x,  et  ^'oû  fteé 
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'AB^ht  OBMm  la  fimoale 

dont  on  tirera  le  tableau  ci-doaons  > 

un,  n 

i/;;3«  +  i/5î  ~  a* — fl /F, 

n  n        ^  n  ^  » 


n 


!/!?+  l/F=x»— Sas»  V^4 +5x^/5», 
etc. 

Les  coefficiens  numériques  compris  âans  ce  tableau 
sont  et  doivent  être  les  niémes  que  ceux  du  tableau  de 
la  page  11(8 1  et  par  conséque(nt  une  indnctioa  send)lable 
a  celle  qu*on  a  indiquée  dans  le  n^  669  Sera  voir  que 

i.a.3  .         r      T- 

PosantBi4ÉÊileMiitiiiœiiafcutf4^i?ss4l»  oHauxa^à 

n    _  n  

cause  da  y^A"  +  V^iT» z=sA  +  B,  Véquation,    . 

*  i«3  1  »a^^ 


+  =^îi=^^Ç^i=^x-*i>îî- etc.  =  a, 
dont  «hia  tdebe  #st 

n  n 


ij^jÇ'    *  COMPLÉMENT 

En  la  comparant  avec  les  équations  générales  das  3^^ 
4*  *  ^*  >  etc.  degrés,  on  reconnaîtra  quelles  sont  les  équa- 
tions de  ces  ^vers  degrés  ayant  une  racine  de  la  focnie 

1*.  Quand  n  =  3^  on  a 

3  _ 

07*  -4*pa?  +  jf  =  G ,      or'-—  Sa:  V^A— a  =  o  ; 

s  « 
il  vient  *     p:=— 3v/^>  ç  =  — a. 

d'où  '6==-^p»; 

et  comme  on  a  fait 

A  el  B  seront  Jes  racines  de  Féquation 

ce  qui  rentre  dans  les  solutions  da  troisième  degré  ^ 
données  n***  19  i^t  68,,  \ 

a^  Quand  itr=4>  on  a 

.1  ■  • 

La  comparaison  de  ces  deux  formules  doûne 

L*équation  qmo  est  la  condition  qui  restreint  Péqua<« 
tion  propesée  ;  et  lorsqu'elle  a  li^^  on  trouve     ^ 

l'équation  du  quatrième  degré  qu'on  résout  par  ces  for« 
mules,  est 

x*  +  px*  +  r  =  o. 
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^.  Quand  n  =  5 ,  on  a    ' 

j;*  +  px^  +  ÇJçf  +  rx  +  ^  :^  O  , 

5^^  5  ' 

d*0ù  l'on  déduit 

On  retronye  dans  ce  degré  la  condition  ç  =:  o ,  déjà 
ezigéeponr  le  précédent;  et  les  éc|tiàtion8 

^-  s  _ 

donnent  de  plus  /  pat'  |*é&niination  de  h  y  cette  relation 
entre  p  et  r  :  P*  =  5r. 

IfOrsquelle  a  lien,  il  en  résulte 

et  réquation  résolue  est  ' ,  '    '  ^^ 

X*  «iif-  px'  -f-  jP*x  4-  ^  =  o. 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  cet  examen  ;  tt^ais  je 
Ferai  remarquer,  i^«  que  les  quantités  A  et  B  étant 
données  par  une  équation  de  la  formé 

•  •   •  •         ' 

la  racine  dje  l'équation  proposée  sera 

résultat  auquel  on  peut  appliquer  les  réflexions  du  n**  ag^ 
et  qni  fait  voir  par  conséquent  que  le  cas  irréductible  a 
lien  dans  les  équations  des  degréssupérieurs  au  troisiième  • 

CompL  des  Elém.  d'Alg.  lo 


)     i 
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n  n 

a®.  Que  rexpression  v/-<^  +  |/^*  donne  en  même 
temps  tontes  les  racines  de  J'équâtiott  correspondante^ 
lorsque  l'on  combine  deipc  à  deux  les  Jiyalenis  dont 


n 


est  susceptible  chacune  des  .quantités  (/!^  et  ^B,  de 

Il 

manière  que  learpfodnît  se  réduise  à  ^Â3  ^  c'est^-tfire 

que  si  l'on  prend  a,^A  et  fi^lB,  on  ait.«^  ==  i.  Avec 
cette  attention  I  on  trouve  (i5)  que  les  n  valeurs  de  x 
sont 


n 


n  n 

X  =  a*\/A  +  et»-*  l^By 


X  =  «—  j/^  +.  «  t/"5  (*). 

1 

«De   quelques  transformations   qui .  conduisent  à,  la 
résolution  des  équations  des  quatre-premiers  degrés* 

.^«^,,  I^e  nombre  des  moyens  que.  les  aIgébristes,ont 

, tentés  ppur.^ résoudre  lés  équations  littérales,  est  trop 

grand  pour  entreprendre!  de  les  faire  tous  connaître  ;  il 

«n  est  cependant  encore  deux  que  je  vais  exposer  > 

•  parce  qu'ils  sont  remarquables ,  soit  pa|^  la  source  dont 


-    - : L^ : : •   t    f 


'  Il  ' 

(*yiuormiç  le$  ^uatw^^p^rticnlières  qaeje.consjdèice  ici  tombent 
dads  le  cas  irréductible,  éllët  onfltoiites  leors  radines  réelles  et  se 
^^pportep^  è^^h  dt^ivipi^.  d,'i^n,  arc  de  cercle  en  n  parties  .égales y  ce 
-^i.£[^nrni,nn. moyen,  très  simple  de  les  r^ond^e  avec  )e  seconrs 
dés  tables  trigonométriqnes.  Voyez  inon  TVaité'dti  CàÈculdiffii' 
•^iilîahèl  dà  CàidAiinH^rai^  t.I,  Iatrodticti<mr 


.'A   ,yy^ 


] 
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ils  dérifent ,  soit  par  leur  simplicité  ;  le  prenûer  est  la 
méthode  de  Tschimaîis. 

Cette  méthode  semble  promettre  la  résolution  des 
équations  d'un  degré  quelconque,,  et  elle  offre  le  moje^ 
le  pins  natnrel  qu'on  puisse  désirer  pour  résoudre  les 
équations  du  deuxième ,  du  troisième  et  du  quatrième 
degrés  ;  mais  malgré  son  succès  dans  ces  degrés ,  elle  est 
inférieure  à  toutes  les  antres  Inéthodes  connues,  par  la 
longueur  des  calculs  qu'elle  entraîne  :  cependant  /j'en 
vais  tracer  une  esquisse ,  en  £aveur  de  ceux  qui  yeulent 
connaître  tontes  les  richesses,  de  l' Anatyse. 

En  faisant  disparaître ,.  par  là  supposition  de.  • . . . 
jr=x+a,  le  second  terme  de  Péquation  jf  •+/^4"  Ç=o* 
cin  la  réduit  A  la  forme  j^.+  B=:o,  laquelle  se  résout 
sur-le-champ  par  l'extraction  de  la  racine  quarrée ,  et 

donne  x= dz  v/-^  ^«  ^^  effet ,  en  substituant  X'^^ak 
la  place  dey  dans  l'équation  proposée,  elle  devient 

4-  Px 

Q 

et,  si  l'on  égale  à  zéro  la  quantité  aor^P,  coeiGcient  de 
a;  )  elle  se  réduit  à  /    •  . 

ce  qui  donne        \  .  _    . 

B  =  a!'+Pa+_Q', 

mais àe5ia-{-P:s^o,  il)rés«ltp    — 
«t  par  coBitéqnent , 


4-    tt»  I 
4-Pc    >  sso, 
4-    qJ 


mtmtt***»!*^ 


et  ^  =  o  +  «=s  — ï^±V^ç^—  Q' 


lO. 


«i4B  'complément' 

.  73.  De  même ,  si  rbn  poutafir^  îûite  disparaître  le 
â*  et  le  3*  terme  de  l'équation 

y  +  py+Çjr  +  Brio, 

I4  transformée,  réduite  â  son  premier  et  à  son  dernier 
terme ,  se  résoudrait,  par  la  seule  extraction  de  la  racine 
cubique. 

Là  substîtntioa  de  x-f"  ^  ^  la  place  de  y^  dans  une 
éq^atîbn  en  y,  nest  propre  qu*à  faire  dîsparaid'e  un  seul 
tétxAè  ,  puisqu'elle  n'introduit  qu'une  seule  quantité  inr 
détènùinée  a  (^);  mais  si,  an' lieu  de  l'équation  hypo- 
thétique jf  ==  X  +  a ,  on  prend  y^=  x  -+  a  +  4y,  on 
peut  faire  disparaître  deux  termes  de  l'équation  en  x , 
"ya  déterminant, conreiiablement  les  quantités  a  et  b^ 
sur  lesquelles.^!  n'y  axîen  de  statué  par  l'énpncé  de  la 
question. 

'  -^Dans  ce  cas  ,  Féquation  en  X  tkest  pas'  aussi  aisée  à 
former  que  loisqu^on  change  seulement  y  en  j;  -f-  a  ; 
mais  cependant  elle  esit  encore  ;du  même  degré  que  la 
proposée  y  cpipmd  o^  peut  s'en  assurer  par  le  procédé 
d'élimination  indiqué  dans  le  n*  iq;  car  si  l'on  désigne 
par  «9^  ety  les  troÎ3  cacines  de  Téquation 

d'après  ce  procédé^  VéfiiAtioQ  finale  an  x  résoltera  da 
produit  des  ttoa  qnalitités 

**  T  P*  T- X*^  +  ?Ù  > 


TT 


(^)  Ceax'qâi  n^ont  pas  encore  Thabiéncle  de  l'Analyse  croiraient 
pent-^tre  gagner  quelque  chose ,  en  supposant  j<»  q^yH*!*  tH^^  pt^ 
s'ils  font  le  calcnl,  ils  su  rflnTainçroni  bientôt  que  ta  quantité'  a^h 
se  comporte  comm^ySiTHte^ait^^ioî^omeVet  qn'on  ne  peut  pas 
déterminer  sspairfmoDUtf  et  A.  i^i  par  conséquent  faire  évanonir 
jploi d'un  t^n^r    ^:     >/--    »;;— —  x-Pi,  n=Y 


.  ,  >i 
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qnii  nécessairement  ;  ne  passera  pas  le  troisième  degré; 
et  après  qu'on  aura  chassé  les  lettres  « ,  jS  et  y,  comme 
il  convient^  on  aura  un  résultat,  que  Von  peut  repré^en** 
terpar 

•   • 
posant  alors 

^=0»       ^=;o, 

il  restera  seulement 

Si  l*bn  effectue  le  produit  indiqué  plus  haut  ^  et  qu^oa 
exprime,  par  les  coefSciens  P,  Q  et  R  de  Téqùàtion 
proposée',  les  fonctions  symétriques  dekyfi  et  yV?<io 
ce  produit  renferme^  on  trouvera  sans  peine  la  compost* 
tien  des  coefficiens  A^  B^  C  àe  Téquation  eà.  sa  ;  mais 
ces  résultats ,  que  le  lecteur  fera  bien  dé  chercher proùr 
s*exercër  an  calcul,  sont  trop  cthnpUqhés  pour  trouve^ 
place  ici  :  on  en  détiendra  ^e  plus  simples  eu  supp^^jant 
qa*on  ait  déjà  fait  disparaître  le  second  terme  de,  Féquar 
tioii  proposée.  On  n'aura  plus  qu'à  éliminer  y  entre  les 
I  deux  équations  «  •  .. 

ce  qu'on  fera  ainsi  iqu'il  suît,-^  pbsaçt ,  pour  abréger^ 

I  L'équation  jr*=m-{-&jf  étimLmpltipliée  par^  »  donne 

I  y'zuTîiy  +  fcy*,     ou    j^^=iiiy  +  6m  +  i'^; 

en  mettant  pour  j^*  sa  valeur.  Substituant  ensuite  dans 
la  proposée ,  il  viendra  .  '  '^"' 

my  +  ôm  +  6^+Ç[y  +  H  — o;        '        ' 

■  '      I      r 

{*)  On  laisse  toujonrs  les  deux  qaaDtités  iadëtennioées  a  et  &, 
maigre  la  disparition  dn  second  terme  de  la  proposée^  P*"^^  i^P^ 
Tëquation  en  x  n*en  a  pas  moins  an  second  terme  ^n'iltknt  éncôt#> 
faire  ër^noiiir. 
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et  meturnt  cette  valeur  daiis  Téquàtioii 

yz=zm  +  by, 
on  obtiendra^  après  les  rédactions  » 


+  Q*     )  m  -  B*     ) 

+  Ci*  V       —  RQb  [  =  o. 

—  3/lft  J       —  «i»  j 


Remplaçant  les  diTeises  puissances  de  m  par  celles  de 
X  +  a  >  ordonnant  le  résaltat  par  rapport  aax^  puissances 
de  X  et  de  a»  comparant  a?ec  x?'^jiaf^Bx+C  =:s  o, 
il  Tiendra  .      < 

Vf=3tf  -faQ, 

• 

Si  Ton  fait  -rf==ô  et  iî  =  o,  ce  qtii  prodmt  les 

^éqnatioiu 

3a.+  àQ  =  o .'....  (0, 

3o*  +  4Çe  -P  Ç**—  3fl4  +  Ç*  =;  o, . .  (a), 
l'éqnation  •  .■ 

se  réduit  a 

d'où   ;  x  =  -l/C. 

La  quantité  C  sera  connue  lorsqu'on  aura  déterminé  a  et 

&>  ce  qui  est  facile,  puisque»  d'ai^  réqnation(i),  on  a 

^ ^ 

yalçur'qui,  mise  dans  l'équation  (d)  »  la  change  en 
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équation  du  second  degré  ^  dbnt  la  solntion  donnera  la 
valeur  de  b.  Je  ne  m^arrêterai  pas  à  développer  ïex^ 
pression  de  C^nî  à  tirer  les  diverses  conséquence» 
qui  résultent  de  cette  théorie  ;  maii  on  suppléera  £aci-* 
lement  aux  détails  que  f  omets. 

Lorsqu'on  a  déterminé  a,  &  et  9:^  il  ne  faut  pas  prendre 
indistinctement  pour  jr  1  une  quelconque  des  racines  de 
Féqnation y^^zX'^a+by'^  mais  on  doit ,' d'après  ce- 
qui  a  été  dit  n^  19a  des  Elémens ,  chercher  le  diviseur 
commun  qui  existe  alors  entre  cette  équation  et  la  pro- 
posée, on  f  ce  qui  revient  au  même ,  substituer  les  va-* 
leurs  de  a,  de  &  et  de  a?  dans  l'expression 

qui  a  servi  à  l'élimination  de  j^.. 

74*  En  passant  au  quatrième  degré ,.  le  même  procédé 
s'applique  de  deux  manières  différentes  ^  savoir ,  en 
changeant  l'équation 

en  une  autre  où  les  termes  affectés  de  la  troisième  et  de 
h  première  puissance  de  l'inconnue  aient  disparu  ^  et 
qui  par  là  soit  résoluble  à  la  manière  de  celles  di» 
second  degré.  {Elém, ,  160) ,  ou  bien ,  comme  pour  les 
degrés  précédens,  en  transformant  réquation  proposée 
de  manière  que  la  résultante  puisse  être  réduite  à  son 
premier  et  à  son  dernier  terme. 

Dans  le  premier  cas,  on  n'a  que  deux  termes  à  faire 
disparaître  ;  il  suffit  donc  de  combiner  réquation 

avec  l'équation 
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En  effectnant  les  caloils  Décessaires  pour  obtenir  Téqua- 
tîon  *  • 

x^  +  Jj[?+Bj^  +  Cx  +  D=q, 

et  posant  ensuite 

A  •=  o,        C  =t5  o, 
6n  aurait 

L*éqfiation  Amo  serait  encore  du  premier  degré ,  par 
rapport  aux  indéterminées  a  et  6  ;  mais  l'équation  C:=zo 
monterait  au  troisième  :  ainsi  la  résolution  de  Péquatioii 
proposée  se  trouverait  ramenée  à  celle  d'une  équation 
du  troisième  degré,  etcTune  autre  du  second.  Connais- 
sant a  f  fr  et  X ,  on  trouverait  jr>  «■nme  dans  le  numéro 
précédent. 
,  Pour  changer  l'équation 

en  une  autre  qui  n'ait  que  deux  termes ,  il  faut  en  faire 
évanouir  trois ,  et  l'analogie  conduit  à  poser  l'équation 

renfermiint  trois  indéterminées  a^  b  et  c.  Le  résultat 
de  l'élimination  de  jr  entre.cette  équation  et  la  proposée 
étant  to^outB  désigné  par 

00  fera 

A=:o,      B=,o,      Crso, 

ce  qui  donnera 

a:*  +  D  =  o, 

mais  les  indéterminées  â»  6  et  c  se  trouvant  au  premier 
degré  dans  A,  au  deuxième  dans  B,  au  troisième  dams 
C,  l'équation  d'où  dépend  la  valeur  de  l'une  d'elles 
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montera  an  sbàèaie  degré  (i4)  >  «t  sera  donc  en  général 
plus  difficile  à  résoudre  que  la  proposée  elle-même  :  cert 
pendant  Lagrange.  a  prouvé  qu'elle  pourrait,  encore,  se 
ramènera  une  autre  du  troisième  degré* 

4 

75.  Quand  la  proposée  sera  du  cinquième  degré,  il 
faudra  nécessairement  la  changer  en  une  autre  qui 
n'ait  que  deux  termes^  et  pour  cela  en  faire  disparaître 
quatre  dans  la  transformée;  mais  la  recherche  des  in- 
déterminées conduira  alors  à  une^équation  finale  d*un 
degré  beaucoup  plus  élevé  que  la  proposée^  et  la  mé- 
thode de  Tschimaiis  y  de  même  que  toutes  les  autres 
méthodes  connues»  échoue  au-delà  du  quatrième  degré. 

Tout  ce  qu'on  en  peut  conclure  >  c'est  la  manière  de 
faire  disparaître  autant  de  termes  qu'on  voudra  d'une 
équation  quelconque  ;  car  il  e^t  facile  de  généraliser 
cette  marche ,  et  de  reconnaître  qu'en  prenant  l'équa-- 
tion  subsidiaire 

y"=sa?-f"fl+^  +  cy*«  ••*.+  çy*""*» 
on  changera  l'équation  générale 

yi+Py«-»+Çj,«-» +Uy+T=:o 

en  une  autre 

dans  laquelle  on  pourra  faire  disparaître  un  nombre  de 
termes  égal  à  m ,  au  moyen  des  m  quantités  indétermi- 
nées a,  6»  c,  .  •  • .  9. 

76.  Le  second  moyen»  par  lequel  je  terminerai  ce 
que  j'ai  à  dire  sur  les  équations ,  dérive  de  celui  qu'on 
attribue  à  Cardan ,  ou  du  moins  qu'on  employa  d'abord 
pour  retrouver  l'expression  qu'il  avait  donnée  de  la  pre- 
mière racine  de  l'équation  du  troisième  degré  sans  se* 
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cond  terme,  moyen  qne  Lagrange  a  étendn  aux  équa* 
tioBS  da  quatrième  degré  (^)« 
SiTonfait    .apc=y  +  *»    il  vient 

résultat  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

et  qui  se  change  en 

a:^— 3yzx  —  (y +  *^)  =0 , 

quand  on  y  remplace  jr-f-  ^  P^^  ^^  valeur  X'y  eompa-^ 
rant  alors  cette  équation  avec 

op'  +  px  +  ^frso, 

on  en  conclut 

La  première  de  celles-ci  donnant 

jy«  =  -e    et    yz?  =  -^. 

on  a 

et  il  suit  de  la  théorie  de  la  composition  def  équations , 
qne  y^  et  z^  seront  les  racines  d'une  équation  du  second 
degré  ,  ayant  q  pour  coeHicient  de  son  second  terme  > 

et  —  -^  pour  son  dernier.  Si  f*  -f-  (jfi  —  —  p^  =:  o  re- 
présente cette  équation  ,  et  que  AetB  soient  les  valeurs 

(*)  Voy.  les  Séances  de  VEeole  Normale  (t.  III,  p.  3o6), 
ir«,édit.),  e(  le  Journal  de  V Ecole  Polytechnique  (  7*  et  8*  oèe^ 
bierf ,  p.  ^87  }.  Les  calcok  de  ces  transformaiions  ont  éi^  depai» 
un  peu  simplifies  dans  renseignement  de  la  dernière  ëcole  ^  et  for- 
ment le  procède  le  plos  simple  et  le  plus  court  pour  arrÎTer  à  la 
solution  des  ëquations  du  troisième  et  du  quatrième  degré. 
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de  t,  on  SLUT^.y=yA  et  z—yB.  Les  diverses  6X7 
pressions  de  ces  racines  satisferaient  dans  un  ordre  qi^el- 
conqne  aux  équaâpns  ■    „, 

y  +  *4  =  — 17    et    y8»=—^;         :    .' 

UJ..     .    ..     ,     , 

mais  la  dernière  de  ces  équations  est  plas  générale^  que 

jya.= — ^,  cToù  elle  aé\é  tirée  :  c*e8t  donc  dans  celle-- 

d  qu'il  £ïut  substituer  les  valeurs  de  y  pour  obtenir 
celles  de  «,  ou  ^  œ  qui  revient  an  même^  il  faut  com- 
biner chacune  des  expressions 

s 3  _  3 

avecles  suivantes , 

de  manière  que  le  prodtth  se  rédiii^  ^^  AB^  ce  qui  ne 
fournit  que  ces  trois  résultats  : 

3_  3^ 

■  3  3 

3 .«.  3  _ 

tt^VA  +  (t\/B. 

n  est  JFacile  de  voir  qu'en  mettait  poiur  «t  et  «t*  les 
valeurs  dpnnées  dans  le  n^i  5g  des  Elémens,  et  pour  ^  et 
B  celles  qui  résultent  de  l'équation  V'+qt — ^p^z=o,  on 
retombera  sur  les  expressions  obtenues  dans  le  n®  ig. 

Je  rappellerai^  à  cette  occasion,  que  lorsqu'on 
élève  une  équation  à  une  puissance ,  où  qu'on  la  multi- 
plie par  un  &cteur  où  se  trouve  l'inconnue ,  on  introduit 
de  nouvelles  meines  étrangères  à  la  question  proposée^ 
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77.  On  a  résolu  l'équation  du  troisième  degré.  ....  « 
x^  +px+  g  ==  6  ,  en  'supposant  x  i=y+  z  ;  on  résout 
celle  du  quatrième  degré  x^  +  px^'^qx+r^^o  d'une 
manière  analogue ,  en  faisant  x=zu+y  +  ^7  ^^^  ^  f^u^ 
ici  trois  indéterminéiBS ,  à  cause  que  l'équation  à  ré- 
soudre a  un  terme  de  plus. 

De  la  supposition  de  x:=su'^y'^z;  il  résulte 

cr*=:  (u  +y,+  z)\=sul^  -f- j^*  -^  a»  -j«  aiiy  «^  aus  -f-  aya^ 
ce  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

élevant  encore  une  fois  au  quarré  ^  il  viendra 

développant  ici  le  second  membre  seul>  on  trouvera 

4(ujf+uz+jra)4==4(uy4^4V+^*ft0+8("tya+«y*^^ 

==:4(ay4:uV4ya-04-8a5yz(tt+y+A)  ; 

et  remplaç^pt  ut^y  4"  ^  P^  ^^  valeur  x  ,  on  aura  l'j&r 
quation 

+  (a*+jr»4.  a*)*— 4(uy+  «V+yV)=o^ 

dont  la  comparaison  av^c  la  propose  donnera  les  équa- 
tions 

Si  l'on  met  dans  la  dernière,  au  lieu  de  u*  +y^  +  a*, 
sa  valeur  — ;  i-  tirée  de  la  première ,  on  aura 

r=Ç— 4(uy+i.v+yz*); 

d*où  l'on  conclura ,  en  prenant  le  quarré.  de  uyz  dans  la 
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deuxïèâie,îe8trdis  fiôuvéJlea'éqtiâtidiis    '• 


f      r 


/   *    j^    .  i   «j 


i^b^*»*^*  *y'al=?-4  ,--r  ^ 


,ri6':  4' 


jj 


dont  la  première  donne  la  somme  des  quarrés  des  incon- 
unes  Uyy,  z^  la  seconde  celle  de9\>r9d|:|it^  ^e  ces  quarrés 
combinés  âènx  à  deux,  et  la  derjiièi'e  le  produit  de  tous 
les  trois.  £n  se  rappelant  la  composition  des  équations 
{£/^fn^,  :iÇ3)  ^-on/Toit  bientôt: j(|aQ<ji  }  on^egarde  les 
quantités  u\y*  et  z*  comme  les  trois  valeurs  d'une  même 
inconnue  f,  cette  inconnue  dépendra  de' l'équation  ' 

Désignant  pâr*^/;  m  et  ii  léS  irôîs  racines  'de  céftie 
équation  ;  on  aura  ;'^"-      ^ 

d'où 

et  par  conséquent /-'•i->  '^  v/:.4'k  u^ 

C«tt!ç  formulai  4^^8,laqu|lU.0ftii^^^f  çoipbtoorjcpmmjB 
OBV^pudra:)es  sîg^es^  4^u,iyai%^r  }À.a>|3E  ^ivaûtes  ;^ 


'^'^•i     •  ^  I    .     -TV         I     *  y^     ■     j   1 


«=—  t/I+  ï/n»—  i/n , 

et  semblerait  donner  buit  valeurs  pour  l'inconnue  x, 


■+VÏ+]/m—\/n, 
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qui  n*en  pent  avoir  que  qnatte  ;  nais  en  reniontant  plus 
haut|  on  y  erra  que  Içs  valeur»  de  u,yet  s  doivent  sa- 
tisfaire à  réquation  q  tis^^f^i^z,  dont  on  n'a  employé 
que  le  quarré.  Il  faudra  donc  combiner  les  signes  ^es  va- 
leurs a=i:j//~,  jr=rdfc|/7ir,  ss=:di|/n|  de  manière 
que  leur  produit  soit  d'un  signe  contraire  à  celui  deq  ^ 
ce  qui  doit  se  faire  comme  dans  le  n**  54» 
Si ,  dans  l'équation 

l'on  fait  t=s-^',  ks^fraddons  disparaîtront  par^larédup- 

tion  de  tous  les  termes  au  même  dénominateur  ^  et  il 
viendra 

réduite  semblable  à  celle ,  qne  l'on  a  trouvée  en  s ,  .dans 
le  n®  ao.  On  se  convaincra  facilement  ,au9si  ^  que  les 
valeurs  de  x  rapportées  ci  -  dessps  s'accordent  avec 
celles  qu'on  déâuiïait'dés  résultats  du  même  numéro. 

Du  développement  dei  puissantes  frctèiiôimaires  et 

négatwea  en  séries:     : 

78.  On  a  vù^^cËnd  le  V flS^delB  'Elémens  j  la  dî^- 
\0ion  /)];«rol<]iîgéd  iÉfdéfittiment: ,  donner'  naiâiâadce  à  une 
suite  infinie  qni^e^îHittaSt  ^  en  termef  monômes,  le  déve- 
loppement d/unç  ^j^tion^  et  dans  le  in"*  ^*  j'ai  annoncé 
que  rextfaçtiop4es  racines  conduiraitanssi  à  d^s  iséries. 
Pô'ur^dffnr  tri  exemple  de  ce  \lémiec  cas,  |e  Vais  ex- 
traire là  rt^far^iArifée  de  aH-  **•        '  —   J  ~^ 

I  1 
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1+ — —  s-s+-p^— etc. 


—a* 


aa 
etc. 


etc.  I  :  '   : 

La  racine  quaprée  da  premier  lerme  étant  a,i\  reste  b^, 

qn'il  faat  diviser  par  sa ,  et  écrirant  le  quotient  —  à 
^  »  ^»  aa 

A»      ' 
côté  de  a,  à  la  racine,  on  aura  a  -f- —  pour  {es  deux  pré^ 

miers  termes  d^  cette  racine ,  et  7-  j-,  pour  le  reste; 

doublant  la  racine  tronyée  ^  ça;!  9  ;  ^  -f-  -7  >   et  dii^isaift 

M  M 

le  reste  -t"j-î  p^^^,  on"4vi4~u<|  q?^ti|Mit)— ^3 ,  qui 

sejca  h»  troiaièmeterme  de  la,  r^^c^ii^.  On  ;|i^ri^era  ce 
terme  apiyant  la  règl^  ordinaire  /et  on  aura' un  rj^ste 

5-7-i--t-^,  Sur  lequel  on  opérera  '  comme  sur  les 

I  précédena. 

Il  serait  aisé  d'imiter  cette  opération  pour  extraire  la 
racine  â*un  degré  plus  élevé  ;  mais  en  considérant  les 
racines  ceAnme)dè5p^iMançes(jK:acfi6iiàaire^        les  d^.    ^    ^ 
duit  plus  simplement  de  la  formule  du  binoÊde,  telle    ' 
qu'elle  est  présentée  dans  le  n^  i44  ^^^  EJiémens. 

En  effet,  si  Ton  change  K  a*+  i*  en  (a»  +  i*)*,  et 
que  l'on/as&e  m  â? ^  dans^  la  forihtate  citéq ,  pni^  cju'qn        , 
y  écrive  a*  pour  «,  6*  pour  a,  il  viendra  ;  comtne  ci-*  "*"  ^ 


iSo  CÔMfLÉMÉNt 

dessus  >  .  ' 

. A»         W  i»         . 

/a«  +  6«  =  a  +  5^  -  g^,  +  Të^-netc. 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  le  parti  qu'on  pour- 
rait tirer  de  la  fdrmule  du  binôme,  si  Ton  était  assuré 
qu'elle  eût  lieu ,  quel  que  fut  l'exposant  m,  ce  qu'on 
ne  saurait  conclure  de  la  manière  dont  on  y  est  par- 
yenu  dans  les  Elémens,  puisqu'elle  suppose  que  m  est 
nécessairement  un  nombre  entier  positif.  H  faut ,  en 
conséquence ,  soumettre  cette  formule  à  de  nouvelles 
vériEcations ,  propres  aux  difiTérens  cas  que  l'^n  veut  j 
comprendre, 

79.  Celle  de  ces  vériEcat^ns  qui  paraît  en  même 
temps  la  plus  élémentaire  et  la  plus  complète ,  a  été 
•  tirée   par  Euler   (  Noi/i   Comment,  Acad.  Petrop. , 
t.  XIX  ^  p.  io3)  de  la  condition  ' 

,  (i  +  a)*^  (i  4*.  :«)".  =  (1  +  ?)«+•, 

quî ,  exprimant  là  propriété  caractéristique  des  puis- 
sances, doit  être  remplie,  quels  que  soient  les  exposans 
.77^  et  n,  et  sous  quelque  forme  que  soient  présentés 
les  facteurs  du  produit. 

Or,  quand  l'exposât  est  entier ,  il  a  été  démontré 

que  .  ' 

(i+a)"*  =  1  +  —^  H <a*-l---^ i^^~ — ^A^+etc.; 

on  a,  dans  la  même  circonstance , 


♦') 


^    '    *-i  >      '1  1.2    :         .  .    i.ja.S  -^ 
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d*àù  il  stài  que  la  -Irôisîème  ^érie  est  îé  pi^o&uit  dés 
detiX'premîèi'es ,  et  quie ,  par  conséijuebt ,  Ce  prddmt 
se  forme  en  mettant  ni  -f-  n  à  la  place  de  m  dans  la 
première  série  ,  ou  de'/i  dans  la  seconde. 
Mab  pwîiQu'il  ta*è8t  pas  encore  prouvé  que  le  dêve- 

loppemént  de  (i  +  «)"*  soit  la  série   i"4-— z  +  etc, 

qnand  Teiqpiô^ant  m  n'est  pas  entier  et  positif,  ôri  ne 
doit  considérer  cette  série,  dont  la  valeur  est  liée  à 
celle  de  m ,  <Jue  comme  îe  développement  d'une  fonc- 
tion inconnue  de  m.  En  repréàéntant  cette  fonction  pat 
f(m),on  aura  en  général  .  .  '    -  .     ; 


^       I 

» 


changeant  m  en  n  ^  ce  qui  est  permis ,  il  viendra 

t(7i)=i4-l-a4.  -^ .V4-  -i^ '--^ i  z^  +  etc. , 

'  1     '       i.a       ■         .     i.arS        .      .; 

et  par  conséquent  j 

f(>ri)X'f(n)=    • 

i  i.a  i.a.3  j 

xv+7^+-7X~*+ — no — ^+^1^ 


Si  ce  produit  avàîi:  la  foHnè  ^b'ônvëè  j^liis  fi^ht ,  il 
serait  le  développeûiènt  àè  ((jk-i^h),  et  la  fonction 
cherchée  saldsferait  >  dans  tous  les  cas  >  à  la  relation 
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MaiSi  dit  Eiiler,  u  la  composition  des  termes  de  ce  pro« 
))  duit  doit  demeurer  la  même  ,  soit  que  les  lettres  m 
n  et_  n:  représentent  dtes  noml)re3  entiers ,  soit  des  nom- 
5î  bres  quelconques  (*).i'  Ainsi  Ton  peut  appliquer  à  des 
valeurs  quelconques  des  lettres  m  et  Uy  Téquatibn  {A) 
trouvée  lorsque  ces  lettres  représentent  des. nombres 
,  entiers  positifs.  ^ 

Plusieurs  géomètres >  que  ce  raisonnement  n'a  pas  sa- 
tisfait/^^ ont  donné  les  moyens  de  reconnaître^  à  poste- 
riori, la  vérité  de  l'équation  (^A),  La  longueur  des 
formules  ,'  qu'il  faut  écrire,  rend  le  calcul  un  peu  enl- 
barrassant^,  ^^ajs  néanmoins  j'en  présenterai  les  pre- 
mières, opérations ,  d'après  le  procédé  indiqué  par  Se* 
gqer  {Mémoires  de  V Académie  de  Berlin^  année  1777, 
,p.  37  de.l'BUstoire)  (**). 


{^+T^+ 


m{m — i)         7n(m-^i)(7?t— fl) 


1.2 


•**+ 


i.a.3 


a^+etc.j 


=1+ 


m 


■+= 


;54 


7îi(m— i) 


TM  n 
'    1    1 


n{n — ^^1) 


i.a 


^H 


m(7n— i)(^ — 2) 


+ 


i.a.3 
m(m— 1)  7i 
i.a        1 
,    m  nin — 1) 

1  1.2 

,  n(n— i)(yi--»  a) 
.  i.a,3   "" 


z'  -f-  etc; 


l 


;  1 1  h  ■  1     ?    I*' 


(^)  •  •  •  £fanc  composiiionis  rationem  non  ah  indole  literarum 
VûLef.n  pendfirCf.siBàfferinde  ^e  ^§s€-,fiab^urfim,f'Sif(f  jkfi^Jiteme  m 
eliu  dénotent  numerof  integros  $ive  alios  numéros  quoscunque 
^''(p.'iôB^ïoôauMémSirè^citë).'       ,'>•..''     .'.     ". 

(?»fi|I.VoJeiB'atisw  le<  EtérMui  à* Algèbre ^  pw  ^'."VtijMèr,  ci 


1  1 


ti  • 


X\Vi"'   * 
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En  réduisant  au  même  dénominateur  tous  les.  termes  * 
iu  coefficient  de  chaque  puissance  àe  z ,  dans  te  pro- 
duit, il  devient 

.   m +71      ,   m(m— 1)+ 2mii  + nf/i  — i)   ^ 
'1  i.a 

,  7n(>7i — i)(m — a)+3m(m.T-'X)ra+5myi(yi —  Q+^C^^r  0("-fl) 

Ses  deux  pré^niers  tèrtnés  et  téus  Ust  dénomina^etirs  sont 
lès  niânes  que  ceux  du  développement  de  f'fyi  -^  h)  , 

qui  est 


•   .  • 


»'«    , 


il  ne  reste  donc  à  comparer  que  lès  numératevirs,  â  pat^ 
Tir  du  troisième  terme ,  et  à  montrer  que  xtmaùûe  là  aé^ 
rie  (^)  se  tirent  les  uns  des  antres  comme  deux  de  la 
série  (C).  ci 

l^Dans  le  troisi^e  terme  de  celle -ci^  on  «.  ••  ; .'. 
{m+ïi)  Cm+» — i),  où  il  faift  observer  que;le-dei:iwer 
facteur  m+n — i,  peut  être  écrit  de  ces  deuxmanièreâ, 


^'    > 


émplojer  la  première^avec  le  mremier  ternie  m  du 
multiplicande;  et  la  seconde  a\;ec  le  deuxième  terme 
^;  il  en  résultera 


f  ,  * .' 


'j    >' 


■^w 


^  Amialéi  4a  Mathématique»  ^'U  IX  ^  p.  ^29;  «t  t.  XHI, 

11   .   . 
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(m+nj  (m+/t— i)r=m[^(7ii— 1)+  a]4"  '»C''^+^/i— 1)3 

i=m(m — 1)  +  amn+'7i(7t  — i), 

« 

ce  qui  s*accor<le  avec  la  série  {B), 

.  ■     <■<  ,     ■ 

û®.  Dans  le-quatriëine  terme  de  là  c|érte>(C)  sa  trouve 

le  produit  précédent  multiplié  par  le  facteur 

j(m  '^.n  -»—  à)  jqui  ]^eût!â-iâcnz^  :  de  ce$  trois^  manières , 

qu'il  faut  employer  /suivant  leur  ordre,  avec  1^  trois 
termes  4ont  le  .résultat  précédent  est  composé^  oe 
qui  donne 

W(m  — ■  1)  Uth  '^û) ,+  vir]    ^      . 
+  277Wi[](m  -^  0-+  (n  —  1)]  ^== 

m(n» —  1  )  (/h — 2) + 5m(7n — 1  )7i-f-3mii(7ii*i  ï^+wC^^ —  1  )  (n — 2) , 

-  -"S**;  Au. cinquième -^nne  de  la  ^aériB  i^C).,  00  aurait 
jpoui:*  midtiplôeat^ar, des rquaitre  tenues rdn  .précédant;, 
le  facteur  m  +  n^^3f  qui  prend  aussi  quatre form^« 
savoir  j|,     ->?,,..       -,      «    ,,  ..  .     r 

Il  est  ais4  fiiaiBt»)ia^t^de  posu^u^Tre  ^ait^i  loin  qu'on 
voudra  ces  opérations,  et  en  les  appliquant, au  passage 
du  cpeMJierit ^e  z^^^S^ celui" dé k^,  de àèmjjynttitp'àr  ce 
inoyén  que  si  f  identité 'des  deux  âériès  îal^  Beii 'tiafifs*  on 
rang  quelconque,  elle  aura  lieu  darfs  ïô'siï^ritât^f*)  : 


«hose  qa'an  théorème  très  remarquable  dft  à  Vandermonde/ct  dli> 


^ 
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on  a  donc  l'équation 

f(m)Xf(n)  =  f(m  +  «)        (^, 
quelles  que  soient  rh  et  n. 

Cela  posé ,  si  l'on  change  n  en  n  4*  P  >  elle  donnera 
f(m)  x£(»+p)ï=f(m  +  »+p); 


et  comme 


f(n);5<fCp)=»f(nH'P), 


U-rSendra-  ,  ' 

f  (m)  X  f  (»)  X  f  (p)  =  f  (m + « +,p). 

fl 

On  obtiendrait  une  semblable  équation ,  quel  que  fut 
le  nombre  de  fonctions  multipliée^  entré  elles. 

U  «uit  de  là>  que  si  Ton  prend^n  nombre  k  de  fac- 
teurs égaux  à  frTL.onaqra 

h 

puisque  •-x^  =  ^;  et  par  conséquent 


Tirant  de  part  et  d*autre  la  racine  du  degré  ft ,  o^ 
trouyera. 


(^)=Lmfi 


mcmtrë  dam  le  n»  987  en  tome  III  de  moir  Traité  du  Calcul 
différentiel  et  du  Calcula  Uuègi^l^'     ',  4  ,    - . 
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mais  h  étant  un  nombre  entier ,  f  (A)  =  (i  +  a)* ,  et 
^équation  oi-desdus  ^evi^nt    ,     > 

il  est  donc  t>rotivé  <ï«®  f  (r)  i  9^  ^  ^^'^^ 

'+;*+— rT~*+ — ro — *+«**^> 

/     •  '    .         .  •       •       • 

A 

est  le  développement  de  la  puissance  fractionnaire  j- 

•  ■»-..•,.  ^  '• 

delà  quantité  1  «f^z, 

.  Je  passe  à  présent  aa  c^s  oA  l'exposant  est  p9  nombre 
négatif  :  on  a  alors  > 

m  +  n  =  Oi^ 

mais  d'un  autre  côté/. 

f  (m  +  n)  =  (i  +  »)*  i=  1     (JSlém.  j  Zy)  : 

ilsuitdelàoàef         .  . 

f(/H)xf  («)'=!. 

Mettant^  au  li^Uide  m,^^  valeur «^1»^  U  vient ,  qiiella 
que  soit  n , 

et  puisque 


I     •  •         y 


t  «      «  « 


il  en  résulte  que  f  (-<-  n)^  ou  la.série 
est  le  dével<^pement-de  (i  -4-  z)~*- 


ï 
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Pour  passer  du  développement  de  (i-f-^)*^  a  celui 
de  (x  +  a)"» ,  on  fait  a  =  - ,  d'où  Ton  tire 

3C 


puij 


çt  Ton  est  condait  à)  la  formule  du  n**  1 44  ^^^  Eliémens. 
La  démonstration  précédente  ne  laisse  rien  â'  désirer 
du  côté  de  la  rigueur  ;  mais  les  détails  où  il  faut  entrer 
pour  achever  sa  première  partie^  peuvent  paraître  un  peu 
longs ,  et  faire  préférer,  sous  ce  rapport ,  la  suivante ,  tir 
rée  des  Transactions  philosophiques  (année  1796)  (^). 

80.  L'examen  des  premières  puissances  de  1  -f-  ^ 
conduit  naturellement  à  penser  que  le  développement 
dune  puissance  quelconque  de  cette  quantité,  doit  être 
de  la  forme  ^  • 

i+Ax  +  Ba^+  Cx'+  Dx^'^'  Ej?  +  etc. , 

les  coefficîens  A^B  ^C^D^Ey  etc.,  étant  des  nombres 
entièrement  indépendans  de  toute  valeur  de  x.  Il  est 
visible,  d'ailleurs,  que  ce  développement  ne  doit  con- 
tenir aucune  puissance  négative  âe  x;  car  s'il  avait ,  par 

p 
exemple ,  un  terme  de  la  forme  —  ,  la  supposition  de 

a: =0  rendrait  ce  terme  infini  (Elém;,  68),|andîs  que 


{*)  L'importance  de  la  formule  de  Newton  en  a  fait  multipUci^ 
leidëniODstrationB  à  tel  point,  que  leur  réunion  composerait  un  fort  • 
groi  volume  j  les  Transactions  philosophiques ,  surtout ,  en  c6n« 
tiennent  un  grand  nombre. 
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la  même  supposkion  rédfut  à  riimt6  toutes  les  piûs-< 
sances  de  i  -{^  x. 

Cela  posé^  aoit 

(i  +  x)»  =  1  +Ax+Bx^+  Cx3+  Z>x4  +  etc.  ; 
on  anra  aassi 

et  en  {aisant.     ^  , 
il  viendra 

m  m 

(i  +.  x)»  =  u»    (1  4- yy  =:  V-, 
et 

Mais  si  l'on,  fût  attention  que 

on  en  conclura  que 
et  que 

Or,  en  vertu  du  théorème  du  n®  i58  des  Elémens^ 
on  a ,  puisque  m  et  n  sont  des  nombres  entiers , 
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et  la  diwion  par  la  quantité  x  -r-*  y  s'elFectue  ;  il  vien- 
dra donc^  d'après  cela. 


+  JS:(x*+a:^j^  +  a:y  +  ^^  4-J^)  +  etc. 

Cette  dernière  équatiqa,  deyant  avoir  lieu  »  quels  que 
soient  x ettjf,  subsister^ encorde, Ico^quon fera  x~ y^ 
hypQtbèae  qui  donne 

et  qai  réduit  Téquation  ci-dessus  à .1  ^(JC) 

-Vv = ^+  ^Bx  +  5Cx^  +  4Dx^  -i^  5Ex^  +  etc. , 
nu  ■         .    '  ^^      ,  •- 

00  à 

S  M»  =u»(^+3iîx  +  3Ca^+4Da;^+5£a:4+etcO. 
Maintenant ,  si  Toq^  met  pour  u^  et  u'^  leur»  valeurs 

(i  +  x)"  et  1  +  X ,  on  aura 

^i+x)^  =  ii+x){A+!iBx+5Cx'+4Dx^+5Eafi+  etc.) , 

équation  qui  renferme  une  condition  propre  à  déter- 
miner les  coeiBciens  Ay  B\C^Dy  etc. ,  du  développe- 


m 


ment  de  (i  -(->  x)  ".  Sn  effet  ^  si  Ton  substitue  ce  dévelop-^ 
peinent  dans  le  premier  membre  ^  on  trouvera 

!!î  +  ™  ^ +îîi  Ba^^"^  Cx»  +  ^  D*4  +  etc. 
n       n  n  n  n 

ui+aftr+  5Cx*  +  4px3  +  Sfix*  +etc, 

u^fx+3iBx*  +  30x3   ^  ^jy^{   ^etc. 


~l     + 


1 
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Si  Ton  n'a  point  perda  de  vue  que  toutes  les  équa-. 
tions  par  lesquelles  on  vient  de  passer  ^  doivent  se  vér 
rifier  sans  qu*il  soit  besoin  d'assigner  aucune  valeur 
à  X  j  on  eif  '  conclura  nécessairement  que  leur  premier 
membre  doit  renfermer  précisément  les  mêmes  termes 
que  le  second ,  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose ,  qu'elles 
doivent  être  identiques!  Or ,  pour  que  cela  soit ,  il  faut 
que  les  termes  affectés  de  la  même  puissance  de  as 
soient  multipliés ,  dans  Tun  et  l'autre  membre,  par  les 
mêmes  coefilciens  :  on  égalera  donc  les  coeiEciens  da 
premier  membre  de  l'équation  précédente ,  à  ceux  qui 
leur  cprrespondent  dans  le  second  ;  on  aura  ainsi  les 
équations 


/il  I  n 


n 


(=-) 


3C  +  aiB  =  -^A     cequi    /C  = 

'*  donnera 


4D+3C=-C,I  iD  = 


B 


3,  .     '■ 


n        \  1 

etc.  J  \  etc. 

1  » 

On  voit,  par  les  dernières  équations,  comment  les coeffi- 
ciens  Ay  B^  C,  D,  etc.,  dérivent  successivement  les 
uns  des  autres.  Si  l'on  prend  leurs  valeurs ,  ce  qui  n'a 
aucune  difficulté,  et  qu'on  les  substitue  dans  la  suite 
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i^Jx  +  Bx^+  Cx3+  etc. , 
on  trouvera 

m       m/ m      \        n^fm      \/m       \ 

+  g  y 07^+ etc. 

-  1 .a.0.4 

J'observerai  qu*il  n  y  a  point  d'induction  dans  ce  qui 
précédé];  car  toutes  les  équations  qui  y  conduisent 
sont  symétriques  y  et  la  loi  de  leurs  termes  est  telle  , 
qu'on  peut  en  concevoir  un  aussi  éloigné  qu'on  voudra 
àsi  premier.  Il  faut  remarquer  aussi  que  le  déyelop- 


m 


pement  de  (i  +  a?)*  donne  celui  de  (  i  +  a;  )^,  en 
faisant  n  =  1  ^  et  qu'ainsi  la  formule  du  binôme  se 
trouve  démontrée  /  lorsque  l'exposant  est  .un  nombre 
entier. 

On  pourrait  encore  révoquer  en  doute  la  légitimité 
de  la  formule  pour  le  cas  de  l'exposant  négatif;  mais 
ponr  la  prouver,  il  sufHra  de  montrer  que  l'équation  (^, 
de  laquelle  se  tire  cette  formule,  a  encore  lieu  lorsqu'on 
y  change  m  en  —  m  ;  or,  c'est  à  quoi  l'on  parvient  en 
observant  que 


u"^-^v""" 

1             I 

par  il  en  résulte 

U?-«-^V~w           l 

/v"*— rlAW>^_ 

v"* —  u"* 


y"»-^y» 


ft  comme,  par  ce  qui  précède ,  la  quantité  -nnir^  ^^^ 
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mu^"^ 


vient  — -çp:^  lorsque  v;=»,  on  amra  pour  le  même  cas> 

• 

u"""» — i/"-"»      — 1     .mu^"^      —  mu"""*"* 


■—  AM  ^ 


n— 1 


Le  second  membre  de  Féquation  (^)  né  changeant 
d'ailleurs  point  de  forme ,  elle  deviendra 

jmp  =>^+a5a?  +  3Cjc*+4Dx3+5Ex^+etc., 

équation  qui  ue  diffère  de  (^)  que  par  le  signe  dc^  m, 
et  qui  doit ,  par  conséquent ,  i:onduire  aux  mêmes  ré- 
sultats que  Ton  déduirait  de  Téquatioa  {V) ,  en  y  chan- 
geant m  en-— m« 

81 .  Pour  appliquer  maintenant  la  formule  du  binôme 
â  Textraction  des  racines ,  je.  vais  chercher  la  racine  5* 

de .  a  +  6 ,  c'est-à-dire  développer  (a  -f:  fc)  ^ .  En  faisant 
/7i  =  ^  dans  la  formule  du  n®  i44  ^^^  ElémenSy  et  en  y 
changeant  or  en  a  ^  et  a  en  6 1  les  quantités 

ma       m — 1  a       Tn'ya  a 

\    y  1  >  — — — «-     —    y  -  '  ;,        —     y  etc.    y 

IX  a      X  3      X 

deviennent 

ib      i-ib      4_aft      i-3  6 

et  en  réduisant , 

1  6    ^    4    i  9    6    _  ^  i 

''     5â'        ^a'         33  a'         4.5  a' ^'*'* 

En  faisant  les  produita  successifs  des  nombres  de  cette 
dernière  ligne ,  comme  l'indique  la  formule  citée ,  et 
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multipliaiit  le  réâultat  ^ar  a^;  on  trouvera 


•  9 


fi. 5. 4.  5*n*  '  J 

Pour  employer  cette  formule  à  rextraction  appro- 
chée 3e  la:  raeîne  cinquième  tfuri  nombre  iîoûrié -,  on 
jMOtagera  ce-nombre  en  deux  portions,  de  manière  que 
la  phi8  grandè^soitu^è  cinquième  puissance  exacte,  et 
on  la  prendra  pour  «a  ;  le  reste  sera  b. 

Soit,  pour  exemple,  le  nombre  a6o  :  on  le  décom- 
posera en  fi43  +-^7  9  parce  que  224^  est  la  cinquième 
puissance 'de  3,  ettOh  fera 


il  en  résultera 


f    » 
'     1 


En  substituant  ces  nombres  dans  la  formuleprécédente , 
la  racine  cherchée  sera  exprimée  par  une  suite  de  frac- 
tions déplus  en  plus  petites.  Poi|r  révaluer,  HjE^udra 
réduire  ces  fractions  .au  inêmé  dénominateur  ',  mais  on 
évitera  cet  embarras  en  les  convertissant  en  décimales. 
Dans  cet  exçmple  ,  b  étant,  moindre  que  la  dixième 
partie  de  a,  rapprpximatipir  sefa  ti'ès  ripide.. 

Y<Hei  les  ^dÈSèt^J^s  t^ppes  derla,  suite  >  folmés  cba^n 
par  le  moyen  de  celui  qui  le  précède,,  d'après  ce  qui  a 
été  dît' plûsr  haut.    . 
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i"terme. . . .  é  ; ..  ^. ....  ...+i>ooooocx> 

=•'      »X    è  =  Iiiï5=^=+°'°?^99'^ 

b 
4%     jBx5.^=  Cx=+o,  0000164 

B»,— C><^.r-=     —     -^     .•;..•.....  *— 0,0000008 


Mk 


.     +1, 014008a  -^o^oocdgaS 
^-Hj^oooSgaS 
-^-i,oi36i5q 
3 

S,o4o847yi 

Les  termes  qpi  suivent  le  cinquième  sont  trop  petits 
pour  en  tenir  compte-,  lorsqu'on  se  borne,  comme  îe.rai 
fait,  à  7  décimales.  J*ai  retranché  la  somine  deâ  tendes 
négatifs  de  celle  des  termes  pbsitifii ,  et  j*ai  multiplié  le 

reste  par  aÂ  ou  3,  ce  qui  a  donné  3,0408477  pour  la  ra- 
cine cinquième  de  a6o  ;  mais  quoique  le  résultat  ait 
^  décimales ,  oh  ne  peut  compter  que  sur  l'exactitude 
de  la  sixième. 

De  quelque  degré  que  soit  la  racine  qu'on  veut  ex- 
traire ,  on  procédera  comme  ci  -  dessus ,  et  on  obser- 
vera ,  en  général ,  que  toutes  les  fois  que  Ton  emploie 
la  formule  (a?  +  a)"  pour  convertir  une  expression 
en  suite  infinie,  et  pour  approcher' de  sa  valeur,  il 
faut  que  le  premier  terme*,  :V',  soit  plus  grand  que 

le  second ,  a ,  afin  que  ~  soit  une  fraction ,  et  que ,  tous 

x 

les  termes  devenant  de  plus  en  plus  petits ,  la  série  soit 
convergente. 
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Ss. Les  premiers  termes  da  développen^nt  de  (x-f-  a)'^ 
snifisent  le  plus  sooyézil;  pour  e:sprimer  â*une  manière 
très  approchée  les  racines  des. nombres  ;  et  c'est  de  là 
qu'ont  été  tirées  plusieurà  formules  que  je  vais  faire 
connaître. 

Soit  propiosé  d'çxtraîré  la  racine  m*'"*  de  la  quantité 
à^  +  bf  dans  laquelle  la  valeur  de  a  surpasse  beaucoup 
celle  de  b,  iPôur  cela ,  comparant  a^-^b  au  développe- 
ment de  (  iz  -f-  <7  )"*  >  et  effaçant  de  pkrt  et  d'àUtre  le 
terme  d**,  on  aura 

résultat  auquel  on  peut  dom^er  la  forme  suivante  : 

t       /      -   .  .  mlm-^i)  ^  .    .  m(m-^i)(m'^2).  „_^«  .  ,    ^    \ 
i=9f  maT^^-^ — ^ ^a"»-*(/^ — ^^ -^ •'a"^3^^+  etc.  \ 

tet  dont  on  tire 


9= 


,   7n(m— 1)  ^_^   ^  TO(m— i)(mi — 2)    „_-  _   ,     . 
+  -.L__^a«-*(/^ — î: ^ ^  a'"-^^*  +  etc. 


Tua"^' 


On  pourra  négliger  ^  vîs-à-yis  du  ferme  ma^^ ,  ceux 
qui  soût  affectés  dé  la  quantité  q^A  cette  quantité  doit 
être  une  fraction  assez  petite  ;  on  aura  une  première 
^prozimation  que  je  désignerai  par  9',  et" dont*!' ex- 

h     . 
pression  sera    q  =  ■     ^_; . 

£n  prenant  mi  teiine  de  plus  dans  le  dénominateur 
de  l'expression  générale  de  (/^  et  ne  négligeant  que  les 
termes  affectés  de  q^  et  des  puissances  sûpérieùtes ,  on 
aura 

m-i  •  m(7»-— 1)  „  ,        7»a"*-*         I  ^-"^^ 
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On  mettra  dans  le  dénominateiir  da  èecond  mîBnibre, 
à  la  place  de  q,  sa  valeur  <f,  obteitne  par  la  première 
approximation  ^  et  il  en  résultera  une  seconde  valemr 

„_     b  1 

plus  exacte  que  la  première  ;  on  pourrait  continuer  de 
celte  manière  »  mais  je  me  coctenterai  d'ajouter  a  ce 
qui  précède^  l'exemple  donné  par  Lambert,  auteur  de 
la  méthode. 

'Soit  m  =3  et  a* + i  =  4^873^43  ;  on  trouve  que  le 
plus  grand  cube  contenu  dans  ce  nombre  est  4^499^93^ 

cube  de  357  >  ^^  *  ^^^^  ^^^^  4^499*93  >  *  =  ^74349  » 
et  a  =  3571  II  vient  ensuite 

^  =  ^7^  =  349,530.1, 
-3a        1071  ^"^      .. 

,.      b       1      34Q,53a2i  o 

-       5  1  349,53a2i  -.^ 

et  par  conséquent  ^ 

a  +  9*  =  357,9764. 

Ce  résultat  est  exact  jusqu'à  la  quatrième  dédmale  ; 
on  peut  s'en  assurer  en  faisant  a  =  358 ,  nombre  très 

approchant ,  et  duquel  il  résulte 

* 

a?  =  4^83719  ,       b  ='-*  9070 , 


) 
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b    1  8.445065  »/.  , 

d'où  '     1.        •    •  •        *  1 

'  ■   -  * 

valei^  q«i  s'ace^r^  aveé  la  jp^riGedéote  dans  les  guatro 

premières  dédmales. 
Si ,  dans rexpreaeion 9'^=^ ^^gy;*X  ..-^,^^^-■■3  ffl 

net  ^«r  q'  a^  vaïftvr  ^;3jot>  îl^i«l^4r^     :     .  -    •  r- 

d'où  il  snit  .     . 

....         ' .   •  •  *   ^ 

•      ^-        '"   '   ^  w 

formule  à  laquelle  Baros  est  paryéûu  ^écA  connaître  le 
travail  de  Lambert*  Il  en.ijésnlt^^  lorsque  m. =  9;  e|: 
m  =  3 1  les  expressions  suivantes  :  :    -  \; 

^      —  — 4a*ii4*-     T         -  3a*d=6 

83.  Eu  £aifi[^t  m  spf  ^  dàn|  t^s  quantités  représentées 
par  A  et  par  Zf  ^  à  la  page  92  /elles'donneront,  si  a  %\ktr 
passe  ^  j  des  séries  convergentes  ^  au  mojen  desquelles 
ou  ol^ti^ndra  )m  valeur^  appr^cl^ées  dçs  ex^À^oos) 

Crnipl.  des  Elém.  d'Alg.  is 
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II  viendra 

^    1. a. 5. 8. 11. 14  &^  >i 

"'■5.6.9.i2.i5.i8^~®*^'r^ 
1.3.5  P  .    1.3.5.8.11  6*^ 


'>='% 


-s+ 


3.6.9  a'      3.6.9.13.16  a' 

i.3.5.8.ii.i4-'7   **  •_  i,    l 
"" 3.6.q.ia.i5.i8.ai  S^ "*" ***'7' 


9 
et  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  dan*3i, 
ôn  aùra..des.  valeurs-approchées  et  réelles  des  racines  de 
réquation  du  troisième  degré  dans  le  cas  irréductible. 
Ces  séries  n* étant  convergentes  que  dans  le  cas  où  Ton 
Ab<^a,ïl  faudra  en  trouver  qui  procèdent  suivant  les 

puissances  de  j-  pour  le  caade  &  ]>  a^  ce  qui  se  fera  en 

écrivant .  comme  il  suit  ^  les  binômes  proposés  : 

Or, 

puisque      =-*|/^;  deiAême 

|/— i 

donc" 


I 
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Les  déyeloppemens  des  facteurs 

sedéduirontdeceux  de  * 

en  changeant  -  en ^\  il  ne  restera  plus  qu'à nijultîplier        ' 
les  séries  résultantes  par  les  facteurs  -.  ♦    . 

(Jy<ZT)«=:&f(v/^)~  et  (--6/^)«=(— &)*(|/IÎT)"'. 

Pour  obtenir  (  l/— 1)*>  lorsque  m  =  t  ^  ilfaht  cher- 

;  1^.       ,  .  .    ;      ;.,;  . 

cher  la  valeur  de  {y — 1)?,  et  l'élever  ensuite  à  la  puîs- 

sance  p.  Soit  y  =  (k  — i)^f  où,  ce  qui  revient  au  même, 

y:i=i{^xp\  en  élevant  les  deux. memiares  à  là< puis- 
sance acf ,  on  aura 

y^= — ^  1 ,  ou  y*-f  1  =  0» 

Telle  est  l'équation  d'où  dépend  en  général  X^r^^V  ' 
mais  lorsque  q  est  ihipaîr,  une  des  valeurs: de  cette' 
expression  est  égale  à  4-^/— i ,  ou  à  —  y/HT  ^  selon  . 
que  q  est  de  la  forme  4^+1  ou  4^  +  3  (4i)',  parée 
qu'en  faisant,  dans  le  premier  c.as)^;=+  V^— î,  et  dans 
Vautre  j^  =  — *  k -— i ,  on  trouve ,  y^ = ^— 1 . 

En  ptençnt  m  =  |,  bu  apra  (V/.^i)'  =•— ^  y/ — 1/ 

puis  il  viendra  ^  r        .   .    .,      , ,  -. 

r                    .  ■       ii..        '    •       •  =  '  ■'  ''"  ^  '-   '    "   " 

^ ,Ui  a i.a.5  d^  ^  i.a.5.8.11    a^      ^    1*  ' 

13  6     3.6.9  63-^3.6. q.ia.iB  P~'^*''T 
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et  Ton  fofvnera  arec  ces  valeurs  un  second  système  de 
formules  qui  donnera  les  racines  de  Péquation  du  troi- 
sième degré  ^  lorsque  6  ^  a. 

84-  On  a  en  gêoéral  ' 

on  peut  obtenir  pour  la  même  expression  d'autres  dé- 
yeloppemei^  eh  séries . doubla  jnarche>^Ditpltffc  rapide 
que  celle  de  la  précédente ,  et  cela  par  un  moyen  fort 
simple.  En  ajoutant  Féquatiou. —  . 


V         ..  »        » 


■+ 


Ot/'  '   *       *  J 


avec  l'équation 

-'  ^  /.  _  ^X= 

m'J  ;  ^mfm — i)  J*      m(m  — 'i  )(/^ -r  a)  4^ 

ï  U^      i.a     .a*  .  .WA.3  a?~        ? 

il  Tiencfrâ^     v  ^  '  .    ' 

et  si  l'on  retranche   la  seconde  de  la  première  ^  on 
aura  '        '^      , 


(•  ♦ 
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1*00  de  ces  résultats  ne  renferme  que  les  termes  qui  oc- 
cupent un  rang  impair  d^ns  le  déyelogl{>em0nt  du  bi- 
nomej  et  l'autre  ceux  qgi  occupent  un  rang  pair. 
Si  maintenant  on  ajoute  l'expresaioâ  de  -> 

(■•+-D+(-D* 

trouvée  ci-dessus,  avec  celle  dli 

déduite  des  séries  du  n®  4^  ;  ^^  4^^  ^^^^ 

an—, #— --j^ ; \  ., .  -.«^tc.  K 

\  1.2      a*'  1.^,3.4^,  a4         ./: 

il  eu  résultera 

la  série  du  second.membre  ne  contiendra  plus  que  je;^^ 
termes  du  développement  du  binôme,  pris  de\^atr» 
eQquatre,.à|partir  dapr^mian  .     '  * 

Retranchant  ensuite  l'expression  de 

de  celle  de 


•  I 
I 


/ 


\ 


n 
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.    on  trouvera 

/m(m-i)fc»       m(TOriXyn-2)(7n-3)(m-4)(m>5)  *^  .   ^  \ ,. 

le  second  membre  ne  contient  encore  les  termes  du  dé- 
yeloppement  du  binôme  que  de  quatre  en  quatre^  mais 
à  partir  du  troisième* 

On  tire  de  la  première  de  ces  éqi^tions 

(.+^,^i::)-+(.-';v^)"^(.Hi)-(-D" 

et  de  la  seconde  ; 

<m(m-i)b*  ,  m(m-t)(TO-flX>n-3)(m-4X"'-^)^'  _^   »   \ 
~rr~  ?+ i.a.3.4.5.6 Z5  "*"  ***=•;• 

Lorsque  Texposa^t  m  sera  fractionnaire,  les  séries  ci- 

{  '  'I» 

dessus  ne  se  termineront  point  ;  maia  ai  la  .fraction  - 

est  fort  petite ,  il  suffira  de  joindre  à  la  quantité .... 

Ti  +  -j  +^1  — -V,  un  ou  deux  termes  de.  la  série 

qui  vient  après  :  on  pourra  souvent  se  contlenter  de  l'une 
ou  de  l'autre  des  valeurs 

-(■+l)-(-S>4. 
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(■+!)"+(-;>■- ^=^fe^  5- 

Quand  ?»  =  | ,  on  voit ,  par  le  signe  des  termes  qu  on 
néglige ,  que  la  première  est  plus  grande  que  la  vraie 
valeur ,  et  que  la  seconde  est  moindre  ;  on  reconnaîtra 
donc  j  par  la  différence  des  résultats  obtenus ,  le  degré 
d'approximation  qu'on  aura  atteint. 

Les  formules  précédentes  s'appliqueront  à  l'expression 

en  les  multipliant  par  a*".  n 

Si  l'on  prend  la  différence  des  développemens  de 

qu'on  la  divise  par  k -—  i ,  et  qu'on  y  ajoute  ou  qu'on 
en  retranche  le  développement  de 

on  aura  les  deux  équations  ci-après ,  dont  les  seconds 
membres  renferment  les  termes  dû  développement  du    ^ 
binôme ,  pris  de  quatre  en  quatre;  >  à  partir  du  secoiîd  et 
du  quatrième  : 

y /m  b   .  m(m — i)(m — ojCrn — 3)  (m— 4)  ^*  •     *   \ 

41  — .-  A ^ ^ —    /v         yv        -Ti  -- ^  etc.  ),  . 

Al  a^  i.a.3.4.5  S  '  /    . 


]S4  coMFi.iiiEii7 

3$.  Il  eat  facile  de  déduire  du  développement  de  la 
puissance  m  du  bioom^ ,  celui  de  la  même  puissance  da 
polynôme  quelconque  a  +  J  +  c  +  d  +  e+  etc.  Pour 
j  parvenir  d'une  manière  commode ,  fe  représenterai 
le  dévttlopf^emeat  |le  (a  4-  ^)"^  ptr 


Si  maintenant  on  suppose  que  b  se  change  en  i-f-c, 
le  binôme  a ^&  éeviendi^  le  trinoaià  a-^b  -t^c  ,  etil 
faudra  écrire  ,  dans  le  développeiHent  prédêdextt , 

au  lieu  de  b ,  b*,  J^,  etc.  Qn  trouvera ,  par  ces  substi- 
tutions ^ 

isésuU^.fu^l  ^ûicilé  de  cp'^tinu^unsai  lÀin  qù'^n  vôu- 
■      ara.  Soit  dini^  Na^-^b"^'  U  ternie  général  de  (a+i)»  \ 
9  ^  cl^angera  en  iVa"*""'  (fr  +  c)*'  ;  et  si  Ton  fait 
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il  «ieviendra 


.+  etc. 

En  considérant  avec  attention  ce  développement,  on  re-t 
marquera  bientôt  que,  ^ans  chacun  des  termes  qui  le 
composent,  la  somme  des  exposans  des  lettres  a^  b,c, 
est  constamment  égalé  à  m,  mais  qu'ils  ont  d*aiUeiirs V 
chacun  en  particulier,  toutes  les  valeurs  qui  peuvent  sa- 
tisfaire à  cette  condition,  et.que  le  terme  général ,  c'est- 
à-dire  celui  qui  de  i^enferme  j{po  des  expo^âns  indéter- 
minés ,  a  pour  expression 

Je  supposé  e.ncoiré  qiië  c  se  change  ei^  c  ^  d  ^  et 
qu'on  ait  (c  +  4)""  :f= 

eti  aubâtitnant  ce  développement  iau  lieu  de  c^"  dans  le 
rédvltai  précédent,  on  trûuverâT que  le  terme  général  de 
(û  +  4  Hh  c  +  d)»  sera 

n  est  facile  de  continuer  ce  procédé  ;  et  l'un  voit  déjà 
que  iV**"**^''"e«''*  étant  le  terme  général  du  binôme 
{d  +  e)**,  celui  de  (a  +  i  +  ^  +  ^  +  0*  «era 

Il  ne  reste  plus,  pour  avoir  chacun  de  ces  ternïes  géné- 
raux^ qu'à  substituer,  au  îîem  des  coeiiiciens  N,  N',  N', 
JV*  etc,  letrrs  valeurs. 
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Puisque  N  est  le  coefilcîent  du  terme  a"*-""J'6"»',  dans 
le  déyeloppement  de  (a+A)"*,  on  a 

Si  Ton  écrit  an  numérateur  et  au  dénominateur  tous 
les  facteurs  compris  entre  i  et  771  —  771'  inclusivement, 
la  valeur  de  cette  expression  ne  changera  pas»  et  l'on 
aura  alors 

_       i.a , 771 

N= ,  ■    •  V  /.' 

i.a TTiX  i.a....(77i  —  7n) 

On  déduira  N'  de  A^  en  changeant  771  en  m\  et  771'  en 
771^^;  il  viendra  donc 

jy/^^-a m' 

i.a.  ...TTi^Xi.».. .  .(m'  —  77i")* 

on  aura  de  même 

i 

^„  _  I.Q.... .7n* 

i.a. . .  .771* X  1 . a . . . . (771"  —  771^)' 
^_i  a ^'  "^ 

l.a...  .771*'*' Xl. a.  ...(771* 771*"')* 

En  faisant  le  produit  iViV'iV* W*,  avec  l'attention  d'effa  - 
cer  les  groupes  de  facteurs  communs  à  la  fois  au  numé» 
rateur  et  au  dénominateur,  on  trouvera 

i.a.5 771 

I,a..(7n-77lOXl/4..(77l'-77l'0X  l.a.,(77l''-77l'^JX  1.3..(77l'*-77l"*)l.a..W^^ 

771     —   77l'      =  p> 
771      —    771      =   (/ f 

Soit  fait,  pour  abréger,     -^771"  —  m"  :=:  r, 

m" -^m'"  =  s, 
>    771'"'  =;?  ti 


» ». 


oPft^c'JV, 
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en  ajoutant  ces  équations  >  il  viendra 

et  l'on  aura 

1.2 > m 

pour  le  ternie  général  cle(a+fc  +  c  +  ^4"  0"  •  ^®  '^ 
il  est  facile  de  déduire  celui  de  la  puissance  m  d'un  po- 
lynonjie  quelconque. 

Avec  le  terme  général  y  on  formera  le  développement 
dierché ,  en  observant  qu'il  doit  contenir  toules  les  puis- 
sances ,  depuis  o  jusqu'à  m  inclusivement ,  de  chacune 
des  lettres  a^b  yC^  d,  e,  etc.  y  et  que  la  somme  des  ex- 
posans  dans  quelque  terme  que  ce  soit,  doit  toujours 
être  égale  à  m.  Quant  au  cbelHcient  numérique ,  la  for- 
mule précédente  fait  voir  comment  on  le  déduit  des 
exposans  du  terme  qu'il  affecte. 
Pour  donner  un  exemple  y  je  prendrai 

(a  +  i  +  c  +  J)^ 

En  ordonnant  le  développement  de  cette  puissance  par 

rapport  à  une  même  lettre ,  je  suppose  que  ce  soit  a  , 

on  n'aura  plus  qu'à  chercher  t(îus  les  termes  qui  doivent 

contenir  chaque  puissance  de  a-,  la  manière  dont  jle  vais 

former  ceux  qui  sont  affectés  de  a*,  fera  voir  comment 

il  faudrait  s'y  prendre  pour  toute  autre  puissance. 

J'écrirai 

a^b^  aV,  a^(P. 


a^b^c  , 

aV^ , 

a'b^d, 

a»cd% 

■ 

a*bc*  y 

y 

aJ'bcdy 

. 

a*bd\ 

• 

Je 

ne  m'arrêterai 

pas 

à  former  les 

coefTiciens  j 

»  parce 

/ 
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*  -  •  . 

qu'il  n'y  a  aucune  difficulté  à  cet  égard ,  en  se  rappe^ 
lant  que  toute  lettre  qui  ne  porte  pas  d*ezposant  eat  cen- 
sée en  avoir  un  égal  à  l'unité. 

Si  m  n'était  pas  un  nombre  entier  positif  ^  la  condition 
exprimée  par  l'équation  p+ç-(rr4-^-^^4"•~=m  pourrait 
paraître  difficile  à  remplir  ;  mais  on  évitera  cet  inconvé- 
nient, en  doitnantau  polynôme  (a4*'^4'^+<'-4^+6tc.)'*^ 
la  forme  d'un  binôme  (a  +  y)",  dans  le  développement 
duquel  on  substituera ,  au  lieu  des  puissances  de  l/,  qui 
seront  néceâisairement  positives  et  entières  ^  celles  du 
poljrnome  b  4*  c  +d  ■+■  e  +  «te»  On  trouvera  dé  cette 
inanière  le  terme  général  exprimé  pat 

•      m(m-^i).,.(m— n+i)^^^^ 
.       *'  w ■ ■  a"*  *  X 

^       1.2.3 ,' n  r^^jM^ 

1.2.,.^  X  i.2...rXi.a...5  X  i.a...( 

1  .a.,  .çxi.2.  ..rx  i.û. .  .^Xi.a...^ 

sous  la  condition  <7  +  r+^y-f"^^?='*>  ®t  n  étant  suc- 
cessivement égal  à  ï ,  ù,3 ,  etc. 

86.  On  peut  faire  usage  des  formules  précédentes 
pour  développer  l'expression 

(a  4*  ^^  +  ex*  +  dcs^  -^  9X^  -+r  ; . . .  )'^  j 

il  suffit  pour  cela  de  changer  mespectivement  b ,  c ,  0 , 
e ,  etc. ,  en  ix ,  ex*,  dx^,  ex^,  etc. ,  dans  le  développe- 
ment de            *  \ 
(ja-^b  +  c  +  d  +  e )"*. 

£n  se  bornant  aux  lettres  écrites  ci-d^ssils  >  le  produit 
aPbfc'd'e'  devient  aP6*c'^rfVx^******^4«  ^ 

quant  au  coefficient  qui  le  précède  ,  il  demeure  le  même 
qu'auparavant. 
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Si  l'on  voulait  former  immédiatemeiit  tous  les  termes 
affectés  de  la  même  puissance  x*^,  il  est  visible  qu'il 
faudrait  choisir  les  valeurs  de  q,  r,  s,  t,  de  manière 
qu'elles  satisfissent  à  Téquation 

ç  +  ar  +  35 -J- 4^  =  n. 

Les  procédés  qui  font  trouver  par  ordre  ces  .diverses 
valeurs^  sont  ToBjet  de  Y  Analyse  combinatoire  des  géo- 
mètres allemand^  y  sur  laquelle  on-  peut  consulter  les 
ElémeûS  d'jiritkméiique  universelle ,  par  M.-  Kramp.  . 

87.  Des  considérations  analogues  à  celles  du  n®  80 , 
font  obtenir  bien  simplement  les  relations  des  termes 
consécutifs  du  même  développement.  Si  Ton  pose 

A*  B^  Cy  G^  etc*  j  étant  des  coeIEci^ns.i«€(éterminéSft 
ce  qui  donné  aussi 

(a+ft^+c/+<f/+...)'"=:  ^+5jr+ C^+£>y+ etc. , 
et  que,  poorabré^r»  on  Casse 

^  +  *j'  + fy*  + 4y^ +---.=^V,  . 

on  troQvera  *- 

^m_yrt^  B{x-^y)  +^x^-^y^)^  D{x^—y^)  +!etc. 
M  — V   "~  i(a:— y)  4«  cix*^y*)+'dÇpc^'-'y^)  -+Jetc.* 

Les  deinp  termes  de  la  JÊtact^on  du  second  membre  de 
cette  équation  sont  divisibles  par  x  — ^  5  en  effectuant 
la  division ,  on  trouvera  ,' 

-g  +  ^(y +jp)  +  ^(^  4:^  +y)  +  etc.      . 
b  +  c  (jp-Ky)  +  d{oo^+,xy'^y'')  +  etc.  ' 

Si  Ton  fiMl  x'aty,  oh  atirji  en  mèine  temps  u::zif;  k 

é 


igo 


complément! 


w 


.m 


développement  se  rédaira ,  dans  cette  hypo-< 

!"  thèse,  à  mu'^''\  quelle  que  soit  m ,  ainsi  qu'on  le  con- 

clurait facilement  du  n°  80 ,  et  Téquation  précédente 
deviendra 

mais 

a'^bx  *^  ca^  +  dx^  +  etc.  ' 
par  hypothèse  :  on  aura  donc 

miA+Bx+  Cx^+Par^+etc.)  _  £+iiCx+3Dx^+  etc. 
a  +  ix+  ca7*+  da7^+  etc.       fe  +  qcx  +  3Jx*4-  etc.  * 

et  chassant  les  dénominateurs , 

m(^+5x+Ca:»+Dar'+£:x*+etc0(6+2cx4-3dr*+4ea^ 
zs{B+2Cx'^Dx^+4Éa^+etc.){a+bx-\^x^+^  : 

faisant  les  m^uitiplications  indiquées  >  il  viendra 


mbA-^  mbB\x^  mbC 


'^zmcA 


+27nci5 
r^'ZmdA 


x»+  mbD 


aP+  mbE 

+2WICP 

+ZmdC 
+4meB 


x4+etc. 


aB+*3iaC 
+  bB 


-^bmfA 
x+ZaD  x^+4aË  x^+B  aF  IxH"  etc • 


+2bC     +36D  +4*£ 

4-  cB     +2cC  4-3  cD 

4-  ^^  +2dC 

\  +.eB 

£n  comparant  les  coefficiens  des  mémespuissances  de  x, 


r 
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on  trouvera 
aB=mbji , 

3oD=(7îi— a)  b  C-Kam—  1  )cB'^mdA , 

5aF==(î»--4)6  JB+(am— 3)ci:?+(3m-^)dC+(4m—  1  )€B+5mfJ, 
etc. 

La  loi  de  ces  valeurâ  est  facile  à  saisir  :  tons  les  coef- 
ficiens  B^  C,  D,  etc.,  seront  déterminés  lorsque  j4  sera 
connu  ;  mais  on  voit  quil  exprime  la  valeur  du  dévelop- 
pement quand  a:  =  o^  ce  qui  réduit  à  a*"  la  fonction  pro- 
posée (a-^jf+ca:*-4-da:^+- .  •)"*  ^  O"  ^  donc  -^rfrzra"*. 

En  calculant  d'après  cette  valeur,  celle  des  lettres  B , 
C,  Df  etc.,  on  trouvera  facilement  que  la  puissance  m  du 
polpome  a+6x+cx*+djc^+etc.,  a  pour  expression 

1  i«a  I  i.a.o 

— cr  "cl    .+  --^ -aT^-^bc 

i  )  1.1 

i.a.3.4  '  J    ^  1. a. 3. 4.5  j. 

"^  i.a.i  I  i.a.3,1 

1.1  I  i.a.i  I 

[  mjÇm-i)^,^.^^  I  m(7n>aXm>a) ^«,^^^  W etc> 

i,a  I  1.1. a  .    ' 

— a"*  'e    I  :  J-  —1— ia»— *De 

I  y       '  1.1 


+ 


Îïfci2a"-W 


1.1 


1 


iga 
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Moivre ,  qui  donna  1e  premier  laformnle  précMente, 
Et  aussi  remarquer  la  loi  suivant  laquelle  on  peat  former 
chacun  des  termes  qu'elle  contient  ;  'Kiais  comme  je 
n'aurai  pas  occasion  de  l'employer  fréquemment,  je  né 
m'arrêterai  pas  d'avantage  sur  ce  snjet.  J'obcerverai 
seulement  qu'il  n'existe  point  de  fonctious  algébriques 
qu'on  ne  puisse  développer  par  ce  qui  précède  ;  car  les 
plus  générales  ne  sauraient  itra  que  des  combinaisons 
de  monômes  on  de  polynômes  élevés  à  des  puissances 
positives  ou  négatives ,  entières  ou  firactionnaîres. 

De  la  somirtatloit  des  séries  dont  le  terme  général  est 
une  fonction  rationnelle  et  entière  du  nombre  de 
leurs  termes. 

88.  J'ai  donné  dans  le  s*  339  des  Étémens  la  aotâm* 
des  termes  d'une  progression  par  dififérence, 
.    a,  b,  c, i",  /,    ' 

dont  la  dilférence  est  ^,  et  le  nombre  des  termes  n; 
je  suppose  maintenant  qu'on  élève  chacnn  des  termes 
de  cette  série  à  une  même  puissance,  et  je  vais  consi- 
dérer  la  série 

0-,  br,  c-,  ......  k",  K 

On  forme  d'abord  le  développement  de  ces  qitanttf 
tés  en  élevant  à  la  puissance  tr  chaque  membre  des 
équations 

ta  a 

4-  -,  û"+  -  a"-'^  +  '"^'"~l^  a"-;*  +  etc., 
e'  M  *■!'+  -  t^'^  +  "'^'"~'^  fi-^J»  +  etc., 
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d**  =  c"*  H c"»~'<^  H ^ *  c^-*^*  4-  etc., 

i»  =  ft«  +  !î^  fe«-ij^  4.  P'^'^~^>  A'"-»J^»+  etc., 

En  ajoutant  respectivement  entre  eux  les  premiers  et  les 
seconds  membres  de  ces  équations ,  eiFaçant  les  termes 
communs  aux  deux  sommes ,  et  transposant  a^  dans  la 
première ,  il  viendra 

+  îîiO»:2Kj:2}^3(am-J^J«~S_,_C«-3..,^.ft«-3) 

-f-  etc. 
posant  alors 

a  -+-  b  +  c ...+  A-  +  Z   =  S,, 

a»+  i«+  c*.... 4-.  &•+/*=  5., 

a«+  &«+  c» 4.  ft™4-  /"=  5m, 

on  aura 

a  +  b  +  c +  k   =  5i—  /, 

û»+  i«+  c« +  A"'=  5m—  /"  ; 

et  diaprés  cette  notation,  l'équation  (1)  se  changera  en 

1        •  1*2 

4-  -^^ ^^ — -  ^(5««s  —  /'""^)  +  etc . . . ,  (2). 

i.a.6 

Ce  résultat ,  exprimant  une  relation  entre  les  diverses 

Comp,  des  Elém.  d^Alg*  i3 


j» 
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tommes  5i ,  S^ S»_, ,  fera  couBaître  la  deraière 

lonqne  les  autres  seront  données. 
Supposons  d'abord  m^l;  il  viendra 

op  ^.  =  oC  +  i'  +  c"....+i"  +  f  =/■: 

«nanraâtiiH; 

/_«  =  (»-  1)*, 
oa  bien 

l  =  a.+  («  —  >)'■. 
ainsi  qu'on  l'a  obtenu  n°  asS  des  Elémem. 
Faisant «Dsuite  nt=s9,  on  an» 

f—  o-  =  aJ'Ci,  —  0  +  *■(*.  —  '')  i 
et  en  mettant  — j-  pour  St,  —  ^,     on  trouvera 

d'où 

*■=  S}.  —  aJ' 

«tcàtnmef — a'i-i'±=nt',  on  obtiendra 

..,    -(■■  +  0 

'a        * 
d«  même  qne  dans  le  11°  aag  des  £/^jnen«. 
La  in^oritioo  de  m  =  3  donnera 

HdntitBant  daûB  cetle  équation,  ^jKuir  Sj—Î'^  «t  -S,—  /, 
les  Tslem-s  trouvées  ci-dessus,  elle  deviendra 
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€t  donnera 

n  e^  facile  y  en  continuant  ainsi,  de  p^ryi^nir  anx 
valeurs  de  S%^  4S4,  etc. 

89.  Thomas  Simpson  a  donné  aussi  un  moyep  très 
simple  pour  obtenir  immédiatement  la  somme  des  ptKs- 
sances  semblables  des  termes  de  la  progression  par  dif - 
féreDCe,  et  qui  reritent  à  peu  près  à  ce  qui  suit. 

La  somme  des  premières  pmssances  étant  Si=: ^, 


devient  -n*  -j n,  lorsqu'on  met  pour  /  sa  va- 
leur a  -f  (71  —  1)^;  Tanalogie  jport?  à  CQ^clure  4?  la 
qae  la  somme  des  puissances  du  degré  m  peut  être  ex*- 
primée  par 

les  lettres  A^  By  C>. .  •  *M ^  désignant  des  quafntités  in- 
dépeudoiftes  ^e  n  ;  on  aura  donc ,  dans  cette  b}^'otiiè5e^ 

Mais  si  Ton  augmente  la  progression  propesée  du  termç 
û  +  n^  consécutif  à  a  +  (n  -7-  1)  î* ,  le  nombre  des 
termes  deviendra  alors  n-^i^ét  substituant  ce  dernier 
an  lieu  de  n ,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  cir 
dessus ,  on  trouvera 

retranchant  de  cette  dernière  équation  celle  qui  pré- 
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cède ,  il  viendra 

-     ri-M=(a  +  ni^-. 

En  développant  les  deux  membres  de  ce  résuliat,  et  ea 
les  ordpiiDant  par  rapport  à  n,  il  prendra  la  forme 

i.a  1 .3.3 

4-       —       Bn"-'+  -,.f"~,'Jgn'"-'+etc. 

^        I  '  i.a 

'  +  îîi^Cn"-»+etC. 

+  etc. 

■•n"+-oJ'"-"n"-'     +-        ""—  a*J'"-'n"-»+etc. 

Égalant  entré  eux  les  coefficiens  des  termes  semblable! 
de  chaque  membre,  ou  aura 

-i—  ji  H —  8=  —ad"   ', 

3  1  »  ,         . 

•    "  I  1.9  ' 

i'B4.""-''g:gc.l'»-.''D 


i.a.3 

i-a.S.^ 
,[m-i)(m-a) 


o'^"tJ, 


d'où  l'on  tirera 


I 
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a  a  a. 3  ' 

,)_m(m>i)     .  ,3      m-i         m(m-i)        (m+i)m(m— 1) 

2.3  a  a. 3  a. 3.4         ^' 

etc. 

■j 
Si  dans  cea  formules  on  fait  successivement  m  =  1 , 

"^^a,  m =3,  etc.,  que  Ton  substitue  dans  l'expression 

^n^+^-j-^nW-j-etc.jles  valeurs  qu'elles  donneront  pour 

les  coefficiens  A,B,  C,  etc.,  et  que  Ton  désigne  comme 

ci-dessus ,  par.  «Si  la  somme  des  premières  puissances  ,, 

S%  celles  des  secondes,  ^3  celles  des  troisièmes ,  etc. , 

on  trouvera 

a         .    a        ' 
ç     ^  , .  aûl^— J^*  ^  Sa*— 6c^+^* 

3  a  b 

Ossï-^n^H n^-\ j — r— -tt*H rr- — ^ ». 

4  a  4  a 

go*  Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  cea  vaUui^  ^  .maû 
j*en  ferai  l'application  à  la  progression  formée ^p^^jji 
«uitç  naturelle  des  nombres       •  ;;  •. 

.}  1,  a,  3,..v.  ,n;''    /  -  :>'..i:': 

Dans  cette  progresrion , ,    .       ^^.  .^   ,-  ...    .  ..^^  »  ^  ,.  1 


r.» 


:    a  =  1,     A^^  V,^"l  t=i'>», 
et  par  conséquent., ,  ,,r,    r»'r.,.,<  ;,  ^,r  . .»  :,,k*  .ji;;.;io.-  j;î 

'   c    —   »*  +  ^  _  n(/i+i) 
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S.  = 

ft  = 


an'  +  3ii'-H»  __v(»  +  ')(an-)-i) 

6  ~  i.a.3 

^+«£+»-        «■(■i  +  iV 

4  "^        4       ■ 


gt.  Au  moyen  de  cea  formules,  on  jpeut  trouvar  ]a 
tomme  âe  toiitei  les  progressions  dont  le  terme  général 
est  exprimé  par  des  piiiàaaDce.t  eotières  et  poaitÎTes 
de  n.     ■ 

En  effet,  si  le  terme  gunéral  d'uiiB  s^rie  était  qn^,  la 
quantité  a  ne  ctangeant  poiat ,  il  est  évident  que  1» 
dommë  de  cette  série,  dont  cïiaque  terme  se  tire  de  l'ex- 
pression on',  eu  faisaut  successivement n=  i,  n=a,  etc., 
serait 

l'a  +  afa  +  S'a  ■j-4'a +  itfa 

•=(if  +  a* 'l- 5>+ 4^. .....  + md  ^  «îp, 

1(  siiit  de  li  qaç  la  fonune  ^  la  lAriB  dçnt  le  terme 
général  Est  cn'  +  èn*,  a  pour  expression  aS^+bS,; 
car  cliacua  dei  termes  de  celte  série  est  la  somme  des 
Httttet  tfii  ke  Mm>«pDlidéDt  dàné  les  séries  dérivées  de 

ËnGn  ,  le  terme  général  ËTânt  arf  4-  t>'i*  —  en',  la 
somme  sera  aSf+  bf^rr  cSi,  puisque  chaque  terme  de 
cettfe  dernière  suite  est  égal  à  la  difFérence  entre  les 
deux  termes  qui  se  correspondîHi:  dans  U  "iéHé  djrif  Se 
de  an' 4-  bni ,  et ^^3  Of:\\»  q|ie  dpnne  çn';  et  il  est 
Mdent  qu'on  doit  obtenir  le  même  résultat  en  farsant 
la  soustraction  terme  à  terme  ,  ou  eaprenaM  1& ^ffi*- 
rence  des  deux  sommes  respectives. 

ga.  Soient  pour  exempte  .les  snitïs 
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n(n  +  iT 


1 ,  3y  6, *  10, . • 


TTT^' 


i,  4,  lo,  ao,...  ^,a.3. ' 

etc., 

qui  contiennent  les  coefficiens  des  termes  du  dévelopf 
pement  des  puissances  négatives  du  binomo  »  4t  doxà 
lei  termes  généraux  sont  les  coefficiens  relatiCi  à  la 
puissance  —  n. 

La  première  est  la  progression  par  différence ,  dont 
It  t«mie  généra}  ss  n»  et  est  par  oonséqumt  égala  a 

n*  +  u       n  (n  -4-  i) 

La  seconde ,  dont  le  terme  générai  est' 
n  (»  +  i)       n*  -4-  j» 


1.3  a      ' 


peut  être  considérée  comme  la  moitié  de  la  somme  des 

1     ^    ^    ^    Q     4.     16.,  .  .  .+     »*» 

I  +  a  +  3  +    4 +  n- 

a?i^"4*  3/1  *'4*  71 
La  somme  de  l'une  étant  5a=a: g—- r-— /et  eêll«da 

rwtre  5i=' — ^— ^  ,  on  aura 

a 

^^4- S, _ n^  +  Sn/" -+-  2n_n(n  + 1)  (nrf») 
a  6  i.a.3' 

La  troisième  suite  proposée,  ayant  pourterme'géiiémi 
i.a.8  --      g  :       I  peut  se  décompo- 


aoO  COHPtéHE5T 

ter  en  trois  antres ,  dont  les  tenues  généraux  seront 

^  n^    3a'     an     ^  .,     ,    ,  ,   , 
respectivement  -^,    -^ ,   -^;  et  il  est  aise  de  TOir  que 

les  sommes  de  ces  suites  auront  pour  expressîotis  ~  , 

ZS,    aS,  .  „     ^     ,         . 

—p',  ~K'>  ^t  (I"^  P^i^  conséquent  celle  de   la  suite 

proposée  sera 

6  a4  i.a.3.4 

Les  suites  queje  viens  de  sotMmerfonfpartie  de  celle» 
qui  sont  comprises  soua  la  dénomination  de  nombres 
Jigurés,  à  cause  de  leur  rapport  avec  certaines  Bgures 
de  géoméirie.  On  voit  que  la  somme  de  chacune  est  la 
même  chose  que  le  terme  général  de  la  suivante  ;  en 
sorte  que  la  seconde  est  formée  des  sommes  partielles 
de  la  première,  la  troisième  l'est  de  celles  de  laseçonde  ^ 
et  ainsi  des  autres  (*), 


(*)  La  première  «uite  de  cet  article  est  celle  de»  nombret  natu- 
rel!, {»  dt^itau ,  i:e]ie  det  noaibrei  liiangi/tairei ,  la  Irouiéme, 
celle  dei  nombres  pjrraini<lau\. 

La  BOmme  de  deux  termes  consteutirs  de  la  s^rie  det  nombres 

Le  terme  ge'ne'ral  de  celte  icrie  ciprîme  austt  la  somme  de  la  suite 
nalurelle  de»  nombres,  depuis  i  jusqu'à  n  (91)1  et  e'ianl  ïle»^  ua 
quand,  il  donne  la  somme  i5'sde  leurs  cubes. 

En  prensui,  au  lieu  de  la  snile  naturelle  dci  qcimbres,  d'abord 
la  progieicioD  par  différence, 

t,  3,  5,    7,.... 
co|4iQ<DfBi>'  e^ore  par  l'unité',  tna!»  doDl  la  raUoa  ett  a,  le* 
lonuaei  partielles  formeront  la  suit» 

')  il  9i  16,...  .det nombret  qumrréiaaquadmngulaires; 
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Des  Séries  récurrentes. 

93.  On  a  vu  (  Élémens  ,  a35  )  la  progression  par 
quotient  9 

a  4-  a^  -4"  û(<jf*  +  aq^  +  etc. , 

naître  du  développement  de  la  fraction  ;  ceci  eon- 

1  —  q 

duit  naturellement  à  examiner  les  séries  qui   peuvent 

résulter  du  développement  d'une  fraction  quelconque. 

Supposons  d'abord  qu'on  ait  la  fraction    ,  ;  pour 


prenant  ensuite  la  progression 

dont  la  raison  est  3  ,  les  sommes  partielles  formeront  la  suite 

X,  5)  13,  23, ....  des  nombres  pentagonaux  ; 

et  en  continuant  ainsi,  on  obtiendra  les  nombres  polygones  9  qui 
sont,  comme  on  le  voit,  les  somines  d'une  progression  par  dijffe- 
rence,  ayant  pour  premier  terme  Panite',  et  pour  raison  le  nombre 
des  côtés  du  polygone  dioîinuë  de  deux  uniiés. 

Si  Pou  désigne  ce  nombre  par  c,  et  qu'on  fasse 
dans  la  valenr  de  Si  du  n?  88,  on  trouvera 

*.  =  C»  +  (»  -  1)  (c  -  a)]  2  =  I.  +  ïliLT-D  (o  ^  ,) 

pour  le  terme  ge'néral  des  nombres  polygones. 

Quant  à  leur  interprétation  géome'triqoe,  on  peut  consulter,  la 
note  de  l'article  433  du  premier^  volume  de  V Algèbre  d'EiUer, 
on  l'article  FiGUné,  dans  le  Dictionnaire  de  Mathém,  de  l' En- 
cyclopédie méthodique  (tome  II,  page  30). 
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la  développer,  on  peot  se  servir  de  1«  formule  du  binôme, 
puisque  i-j^r  =  «(a'  +  i'^:)"',  on  bieu  encore 
supposer  que 


les  lettres  A,  B,  C,  etc.,  désignant  des  coefficiens  indé- 
terminés. En  multipliant  les  deux  membres  par  a'+l/Xf 
et  pajtsant  tous  tes  termes  dans  un  seul ,  on  aura 


\    +  b'BÏ     +  b'd     -f-  ( 


—  a  +  l/A\ 

cette  équation  devant  avoir  lieu ,  quelque  valeur  qa'on 
donne  à  x,  il  faudra  égaler  séparément  à  zéro  les  coef- 
licieus  de  chaque  puissance  de  x,  ce  qui  donnera 


a'C  +  b'B=^  0,1 

a'D  +  b'C=  o,\  fD=—-,C, 


et  on  voit  que  chaque  cbefiicient  de  x ,  de  la  suite 
A  +  Bx  +  Cx*+  Dj^  +  etc, ,  est  formé,  dana  le  caa 
actuel ,  de  celui  qui  le  précède,  multiplié  par  la  quantité 

—  -7 ,  ou  que  chaque  terme  ast  le  produit  de  o£lw  qui 


B  précède  par  —  -t-- 


\ 


Sr\i 
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ao3 


^t 


«Qcore 


tf'-K 


-7-î  =  ^  +  ^;r  +  Cx^+Da?  +  etc.  ; 


'I  f^^v/**^^^  ^^  c^^Xi^  fraction  comme  sur  U  précédente^ 


0 


y 


a'B\x  +  a'C 
VA  4-  VB 
h     I     +  c'^ 


+  yc 

4-   c'B 
el  on  aura  p^r  cooâéc[pent 


x^  +  etc., 


-h  etc. a       ' 
+  etc.  >  =  0  ,; 
+  etc.J 


I 

etc. 


^  —  - 


d'où 


r  ~ 

^tc. 


1 

a'       ^ 

a! 
^c'B^VC 


leicihdqtte  corfficîent,  à  partir  du  troisième ,  est  déter- 
miné par  les  deuxquî  U  précèdent»  n^ultipliés  respecti- 

yement  par  les  quantités*»—- -y,  —  -y ,  et  par  conséquent 

chaque  ferm^  4^!^  â^ie  se  forme  des  deux  précédens  ^ 

iDo]|iplié|i  respect^yement  |)ar r  *  -^  — 7 . 


Q 


a 


Enfin  soit,  pomr  dernier  etemple  , 

on  trouyera ,  dant  ce  cas ,  qiie'  îe  coefficient  d'une  puis- 
tanc6  quelconque  de  x  dépendra  des  tr6is  qui  le  pré- 
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;, ;,  et  qu'un  terme  quelconque  de  la  snite 

sera  formé  par  les  trois  précédens,  multipliés  respectî- 

£j?         c'x*         h'x 
vemeot  par  —  — y ,  —  — ;- ,  —  —r. 
'  a     .         a    '         û 

Il  est  facile  de  conclure  dea  exemples  ci  -  dessus  , 
qu'une  fraction  rationnelle  de  la  forme  * 

a-\-hx-\-c3^ +  p3^~' 

d  -(-  b'x  +  c'x* +  p'x"~'  +  <\'^  ' 

engendrera  une  suite  dans  laquelle  le  coef&cient  d'un 
ternie  quelconque  dépendra  d'autant  de  coefBcîens  pré- 
cédens  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  ptns  haut  exposant  du 
dénominateur.  Il  faut  cependant  observer  que  cette  loi 
ne  commence  qu'après  un  nombre  de  termes  égal  à  cet 
exposant. 

Les  termes  précédens  peuvent  présenter  des  lois  très 
diverses  ;  et  l'on  se  tromperait  grossièrement  si  l'on  ap- 
pliquait à  toute  la  série,  ces  lois,  particulières  à  ses  pre- 
miers termes.  Par  exemple ,  si  l'on  développe  la  fraction 

i+j^+x'+ar'  +  x*' 
on  formera  la  série 

i+ai  +  4x*  +  8x3  — i5a:*  +  à:*  +  ax'4.4x''+etc., 
dont  les  quatre  premiers  termes  annoncent  une  progres- 
sion par  quotient. ayant  2X  pour  raison. 

Cette  remarque  est  importante  ,  parce  qu'elle  fait 
bien  voir  comment  la  simple  induction,  tirée  de  l'in- 
spection d'un  certain  nombre  de  termes ,  diffère  du  rai- 
sonnement par  lequel  on  conclut  d'une  ^uile  d'égua-r 
tions  dont  In  forme  régulière  résulte  d^,  la  marche  4^ 
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Calcul,  la  valeur  â*UD  terme  général  qu'on  ne  saurait 
atteindre.  [Voyez  Tobservation  du  n<*  80  ,  p.  171.) 

Les  quantités  —  ^, , ^^  -7  ^  —  77>   —  7?  >  P^^ 

a  a  a  a 

lesquelles  il  faut  multiplier  les  coelficîens  des  termes  qui 
précèdent  celui  qu*on  cberche,  portent  conjointement 
le  nom  S  échelle  de  relation;  et  la  relation  constante  qui 
existe  tou]ours  entre  un  même  nombre  de  termes  consé- 
cutif de  ces  séries,  les  a  fait  appeler  séries  récurrentes, 
L*équatîon  qui  termine,  la  page  8  et  qui  donne 

feitvoir  que  la  somme  des  puissances  (m  +  /i)*'^'""  des 
racines  d'une  équation  quelconque  forme  une  série  ré- 
currente dont  l'échelle  de  relation ,  — P,., .  — *  7*,  —  C// 
<e  compose  des  coefEciens  de  cette  équation  (*). 

{*)  U  est  à  propos  de  remarquer  que  le  rapport  de  deux  termes 
consécutifs  de  cette  série,  savoir, 

^UTant  être  mis  sous  la  forme 

Ar+i  fi,r+i  J»r+« 

I+C f.  21— -  4-  —T-... 


ï   -|«  ~.  «,(i«  — -  m^   -— ,    .  . 


approche  d'autani  plus  d^étre  égal  à  «,  que  cette  quantité  est  plus 
grande  par  rapport  à  yS,  >,  ^^  etc. ,  et  que  Tcxposant  r  est  plus  fort 

Si  donc  «e  e'tait  la  plus  grande  racine  de  Téquation  proposée,  et 
<|De  toutes  leâ  autres fbsscnt  réelles,  on  en  trouverait  des  valeurs  de 
plus  en  pins  approchées,  en  formant  la  suite  indiquée  ci-dessos. 
Miûs  ce  procédé ,  sujet  d^ailieurs  à  quelques  exceptions,  étant  moins 
commode  que  celui  du  n<*  2i5  des  Elém.  iPAlg.y  je  ne  m*y  arrê- 
terai pas.  (Voyez  le  Traité  de  la  Résolution  des  Equations  nu- 
mériques, par  Lagrange,  note  VI. } 

En  opérant  de  même  snr  les  sommes  des  puissances  négatives ,  on 
tronTerait  }a  plus  petite  racine  «u  lieu  de  la  plus  grande. 


/■ 
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Une  progression  par  dilTérence  est  awù  une  suït« 
récurrente  ;  car  en  écrivant,  â  la  place  de  la  lettre  J'(S8), 
la  diSerence  de  deux  termea  consécutifs ,  on  aura 
c=t+6 — a=ai— a ,  (i=c+c— J:=ac — b ,  etc.  ; 
ce  qui  fait  voir  que  l'échelle  de  relation  a  deux  termes, 
2  et  —  1 . 

94-  On  pci^'  "^  proposer  pour  ces  séiiea ,  comme  poar 
les  progressions,  les  deux  questions  suivantes  :  i".  Dé- 
terminer r&rpressioa  d'un  terme  quelcQnque,  indien- 
damment  de  ceux  gui  le  précèdent,  ou  le  terme  général; 
a°.  Trouver  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes 
de  ces  suites.  La  deuxième  question  est  la  pins  Facile  k 
résoudre  ;  anssi  cotinuencerai-je  par  celle-li. 

Soit  A  +  B  +  C  +  D +  H  +  I  +  K-t-t 

une  série  récurrente  dont  chaque  tenue  ne  dépende  que 
des  trois  qui  le  précèdent  ;  cet  exemple  suffira  pour  mon- 
tfer  comment  le  procédé  s'appliquerait  à  tout  autre.  La 
nature  de  la  série  proposée  fournira  les  équations  sui- 
vantes : 

pA  +  qB  +  rC  +  sD  =  o , 
pB  +  gC  +  rD  +  sE  =  o, 
pC  +  qD  -j.  tE  +  sF  =  o , 
pD  +  qE  +  rF  +  sG  "=  o, 


pH  -t-  qJ  +  rK  -f-  sL  =  o , 
En  prenant  la  somme  de  ces  équations ,  il  viandra 
p{A+B+C+D....+B)+qiB^C+D....+  Dl 

+  r(C+Z>....+A)+«(0 -f-Z.)/"^"' 

et  si  l'on  désigne  par  /  la  somme  de  tous  les  termes  de 
lasérie  proposée,  ou  aura 
p(f-l-K-D  +  ^ir-.4-K~L) 


01- 
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â'ott  Ton  tirera /  = 

^  voit  par  conséquent  que  la  somme  demandée  ne 
uépendra  que  des  trois  premiers  termes  et  des  trois 
derniers. 

S^'La  même  méthode^  due  à  Thomas  Simpson^  fait 
connaître  aussi  la  fraction  d'où  la  série  proposée  tire  • 
son  origine.  Il  faut  pour  cela  considérer  cette  série 
comme  iu&nie ,  >c'est-à-dire  faire  abstraction  des  der- 
niers  termes.  Dans  cette  hypothèse,  le  nombre  des 
équations 

pA  +  g^  -|-  rC  -f»  ^Z>  =î  o , 
pB  -j-  qC  +  tD  •+>  sE  =  o , 

pC  +  qD  +  tE  +  sF  =  o, 
pD  ^  qE  +  tF  +  sG  ■==:  Oy 
etc. 

«devient  illimité  ;  en  les  ajoutitot  ensemble  ^  on  a 

p(^4.j9+C+ZH-etc.)+ç(i?-hC+D-f€tc.)  i  _ 
+rtC+Z)+etc.>f  5(2H-  «te.) 

ce  qui  donnera 

si  Ton  représente  par  /  la  somme  de  tous  ks  termes  de 
ia  série  '  continuée  à 'l'infini,  ou,  ce  qui  revient  au 
Diême ,  la  fraction  qui  l|a  produite  par  son  développe- 
ment. De  cette  équation  ,  on  tire 

/  —  qA+rjA  +  B)  +  s{A  +  B  +  C) 

Soit,  par  exemple,  la  série 

1  +  SIX  +  8x*  +  ^8a;^  +  i  oox^  +  etc. ,, 


'}=». 


) 
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dans  laquelle  chaque  terme  est  formé  des  deux  piécé- 

dens ,  multipliés  respective  meut  par  ax*  et  par  3x , 

comme  on  peut  s'en  assurer  eu  remarquant  que 

8jc'=ixax»+axx33:,a83:'=3j:Xax'+8j:»x3x,etc., 

on  aura 

A  =  J,  £  =  ax,  C  =  8x',  D^aSx',  etc., 

C  =  ict^A+ZxB,   ]         -t  — aà;*^— 3x5+C=o, 

ZÎ  =  3x*fl+3rC,   [  ou  ]  — ax'fi— 3xC+2)z=o, 


-ce  qui  donne 

p  =  —  ar*,     (7  =  —  3x,     r^i,     i=:o, 


/=- 


-  3x  +  1       ax*  +  3^  —  1  ' 
et  si  l'on  développe  en  effet  cette  firaction,  on  retom- 
bera sur  la  série  proposée. 

96.  On  peut  ^aussi  tirer  du  a'  g3,  indépendamment 
de  la  conâïdératton  de  l'infini,  l'expression  de  la  frac- 
tion génératrice  d'une  série  récurrente.  Dans  ce  nu- 
méro ,  J 'équation 

—î^te^  =  ^  +  to  +  Ci- +  etc. , 
a  -i-  0 x+  c  xr 

ayant  conduit  aux  suivantes , 

t^A  —  a  =:  6 , 

a'B  +  h' A  —  6  =  0, 

si  l'on  Substitue  dans  la  Fraction    ,  ■.    .T'  . — t-i  >  'es 

valeurs  de  a  et  de  à  données  par  ces  équaKons ,  on 
obtiendra 
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a'A+{a'B  +  l/A)x _  ^"^(^"^  ^^ 
V'+ya  +  e'x»     ~       ^6'       "c'         ' 

a  '        a 

y  _/ 

et  si  Ton  fait  -7  =  ^',   -7  =  p'i  on  aura 

Ici  la  fraction  génératrice  ne  contient  plus  que  les  coef- 
ficiens  des  deux  premiers  termes  de  la  série  proposée  ^ 
et  les  deux  termes  de  l'écbelle  de  relation  des  coeffi' 
dens  de  cette  série  y  pour  lesquels  on  a 

p'^  +  <f'^  +  C  =  o , 

etc. 

Dans  l'exemple  du  numéro  précédent  ^ 

^  =  1,  ^  =  a, 

p'  =  —  a ,        <7'  =  —  &, 

et  par  conséquent , 

x-^ifx  -f- p'x*       ,1  —  3a;  —  ax*' 

comme  ci-dessus. 
Si  Ton  fait    ç'==  —  a ,  p'  =  i  ,     on  trouvera 

A-^{B  —  ^A)x      A-^{B^i£)x 

l-t-flX+X*  (l— J?)* 

pour  la  fraletion  génératrice  d'une  progression  par  dif** 
férenc&quelconque  (93)  considérée  comme  infinie ,  lés 
coeSiciens  A  et  £  se  déterminant  par  les  deux  pre- 
miers termes  de  cette  progression. 

On  construirait  de  même  des  formules  pour  retrou- 
ver la  fraction  génératrice  des  séries  récurrentes  dont 
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récbell*  de  iel2tio[i  contiendrait  un  plus  grand  nombre 

de  termes. 

Ce  qui  précède  .suppose  que  la  «érin  propotée  soit 
ordonnée  suivant  les  puissances  d'une  même  quantité 
X'  si  l'on  avait  la  série  purement  numérique 

I  _}.3  +  8  +  a8  +  100  + etc., 
il  faudrait  prendre  à  sa  place  la  suivante , 

I  _(- 3x  +  8x" -f- sBj:' ■^-  lOQX^  +  etc, 
qui  rentre  dans  La  série  pro|>osée,  lorsqu'on  fait  xs^ï. 

En  rapprochant  ceci  de  l'expression  de  5m^,  0^). 
on  trouvera  facilement  la  fraction  dont  elle  dérire. 

37,  Je  pa!se  maintenant  à  la  seconde  question ,  qui 
a  pour  objet  la  recherche  du  terme  géoéral  (94)-  f*»"^ 
donner  une  idée  de  la  manière  dont  elle  peut  se  résou- 
dre, examinons  quelques-unes  des  séries  récurrentes  les 
plus  simples. Ca  première  est  celle  qui  tire  son  origine 

de  la  fraction  -rr-s—  1  et  qui  revient  à  mje  progression 
a  +  bx  ^^ 

par  quotient  dont  la  raison  serait  —  — r  ,  et  le  premier 
terme  %i  il  ÈsttacUe  devoir,  d'après  cela  (fi^^nt.,  aSi), 
que  le  terme  général ,  celui  dont  le  rang  est 
par  n^  doit  être 


JB»i&^  »Mp«fi«ir  ayant  lieu,  lociquie,  o—  i  4efB  pair, 
«^  le  signe  iii£éeieiir  dans  le  cas,  contraire. 
Qq^^asnsra  à  ce  résultai  une  forme  plus  simpW,  «n 

faisant^  =«,  T7  =  '»';  la  fraction  proposée,,  1^  sé- 

TÔ*  Vffà  ta.  tUrivc  rï  la  termi  géaM  de  eette  série 
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g8.  Vient  ensuite  la  série  qui  résulte  du  déyelop- 
pement  de  la  fer^aclîon    /  ,   wl  ^    /Jl >  fraction  qu'on 

Q        b 
peut  écrire  coippze  il  suit,  -; ,,  ■?> —  j  faisant,  pour 

abrépr,  -^rsa,  -7=lî,  ^  =  <  K—V,  ©He  se  cfiàn- 
fi  ç  e  c, 

8«a  tn    <  I  ^    JU:^'  Sî  p  et  ç  désignent  les  deux 

^\%n.  de  rîquatîôn  diu  second  degré  s^+ffx  4*«(':a9% 
U qn«Bftîté  «*+ i2':v  +  m' sf ra  la  produit  de»  deMËM^ 
twi(c«"«p  et  a; -^f;  (m  aura  donc 

'   'w        '   ji  ■■■»■■■     *—        H        ■  "  M*«i  , 

e£  +  fix  +  af       (p  —  a:)  (ç  —  x) 

|1  est  naturel  de  penser  qu'une  &^.ction  dpnt  le  iénor 
minateur  est  composé  de  plusieurs  facteurs  simple?^ 
peut  résulter  de  la  réduction  au  même  dénominateur 
et  de  Faddîtioh  des  fractions  ayant  ces  facteurs  9im« 
pies  pour  dénominateurs  ;  et  c'est  tt'  qui  se  voit  de  hi 
tnanière  âuiy&nte.  Qn  suppo^ 

(p  —  ap)^  (9  —  ar)      p -^^x      q*-^x^  ■) 


P  et  Q  étant  des  quantités  indéterminées  et  iodépear 
dantes  de  or  ^  en  réduisant  au  le^êine  dénominateur  les 
deux  fraction8(ju  second  mexùbre,  on  trouve 

*4^>Bjra«(4^9  ^*j  Çp)  ^<i8:-^  0)as, 

i4*  • 
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c«qni  aura  lieu,  qnel  que  soit  x,  si  A=:Pq-i-Qp 
et  /ï  =  —  (P  +  Ç)  ;  et  pont  remplir  ces  conditions , 
ilsnf&t  de  déterminer,  parles  équations  ci- dessus,  les 
quantités  P  et  Q  :  on  trouvera 

Au  moyen  de  ces  valeurs ,  on  aura 

a'  +  ^x-J-x»      p  —  x'*'<) — x' 

et  comme  chaque  fraction  du  second  membre  peut  se 
développer  dans  nne  série  ordonnée  suivant  les  puissan- 
ces de  x,i\  s'ensuit  que  la  somme  des  termes  qui  se 
correspondent  dans  ces  séries ,  sera  égale  an  tenue  qui 
OlK;ope^si^  le  même  rang  dans  la  série  résultante  du 
premier  membre  ;  le  terme  général  de  cette  dernière 
s'obtiendra  donc  en  ajoutant  ceux  des  deax  premières , 

et  sera,  d'après  ce  qni  précède,  — —  ^'C— — .  j] 

suit. encore  de  \k  que  la  série  résultante  de  deux  pro- 
gressions par  quotient ,  ajoutées  terme  à  terme ,  est  ré- 
cnrrentë. .  ' 

■  ^.  Dans  le  (^  où  l'on  aurait  p  =  9,  c'est-à-dire  où 
les  deux  facteurs  du  dénominateur  seraient  égaux  entre 

eux,  on  ne  saurait  décomposer  la  fraction  -7— 


_    _2_ 

p  —  x'  f 
tronverait' 


Z+^'x-fx- 


en  deux  autres  de  la  forme    • 

p  —  X'   p  —  X 


o      '         *-      ■      o      ' 
et  l'on  roit  que  Ala  doit  être  aioai ,  parce  que  les  deux 
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fractions ,  — -^^ — ,  s*aîouta3it:immédtatdBieBt.  ae 

p — X    p — X         '  'Cï 

peuvent  donner  qaun  résultat  ^emblabJe  à  chacune , 

et  non  pas  semblable  à  la  {ra^tron^'prcjposée  :  il  faat 

donc  alors  tenter  une  antre  décomposition. 

On  voit  d'abord  qne  la  fraction rj  éqnÎY^ut,ai;x 

deux  suivantes , rr,  7 rr  ,  et  que  la  deVnièrer, 

/3         •      X  i  ' 

en  s* écrivant  ainsi,  X  — ' — ,  revient  à'i  ''■■■■■  "^^ 

X       p       X      p        \ .  .r'  i"  :tii2::::il 


.  i  .j .  >  j 


»     OP — p        \  X  — p/' 

-puisque       <  ,;■':"■)   'j'r-iliuiir.a 

-■Il  ==1-1-       ^     .   ' 


=  1  +  —^ —  '  * 


on  tire  de  là  \  ' 

ix-pr-{x^f^^x-p^t^ 
■        ^  +  iSp^  ^  fi 

(p  —  x)*      p  -^  x' 

Nous  voilà  donc  paiVenus  à  subsihiiér  à  la  fraction 
proposée  deux  autres  fractions  dontjes  numérateurs 
«ont  indépendans  de  'xï  Le  développeiSt^i^t  de  la  pre- 
mière est  ■  --Î',        •    ■'  <;\> — <\)J 

série  dont  le  terme  général  est  évidemment 

et  celui  de  la  seconde  .fraction-. itant  «xpfimé'  par, 


èt4  coH 

sTr.!  A  in  vésnlteri 


pî+IZ^^fJf 


ponrle  termeglninldelasérie  donnée  par  la  fracdoD 

100.  n  me  reste  «ncon  un  cbs  à  examiner ,  celai 
où  \e$  r^tciiieB  àfi  l'équation  x'  +  ^»  -^  k'  st  p  loat 
ima^naires .  Lea  facteurs  x~pet  x — g  devenant  ima- 
"  ,   Ox'— 

h-^ — : —  ae  trouve 
;       9 

compliqué  d'imaginaires ,  mais  qui  ne  sont  qa'^pS" 
rentes ,  et  se  détruisent  mutuellement,  lorsqu'on  réduit 

les  quantités  — r*-j  -^—^ — »  au  même  dénominateur, 

et  qu'on  ^veloppe  les  puissances  indiquées.  £n  effet , 
si  1^  iRei  pOTrP  et  Ç  las  T^mrstroffré^  grécédem- 
ment,  qu'on  rasseilible  les  téhnes  BiultipUés  par  fl  et 
ceux  qui  le  sont  par  « ,  on  as» , 

_t#+gp]jF—      (fi  +  »if)x-' 


+1 

9)P"9'      (p—9'iP'^ 


étfip^ajii  p  et  9  wUft  ita^^llatres  »  )}B]>«aTeiit  âira  r»- 
présentétf^ar  ' 

a+jy^"    et    a  —  b\/^, 

ee  qui  donne 


D£S   ELÉMEIIS  D'AL^ÈBRE.  11| 

deyiennentalorsde  laforme  a5  V^ — i  et  fl5' V^— i  (4i); 
mbetituant  ces  expres^îont  dans  la  formule  ei  -  dessas ., 
«Ile  se  changera  en 

résultat  réel.  ^ 

lui.  C'est  en  décomposant  ainsi  la  fraction  généra-* 
trice  «n  d*antres  fractions  plus  simples  »  qu'on  peut  ar-- 
riyer  an  terme  général  de  la  série  récurrente  qu'elle 
^duit/et  qui  par  là  se  trouve  décomposée  elle-même 
en  suites  récurrentes  d'un  ordre  plus  simple.  Il  faut 
que  les  fractions  partielles  ^  dont  l'ensemble  représente  ' 
la  fraction  proposée ,  aient  des  numérateurs  constans , 
et  pour  dénominateurs  les  binômes  qu'on  obtiendra  en 
«cherchant  les  faèteurs  simples  du  dénominateur  de 
ctUenn.  C^  faoteurs  se  tirent  des  racines  de  Téquation 
qee  doune  le  dénominateur  de  la  fraction  proposée , 
égslé  à  z^  ;  et  les  numérateurs  peuvent  s'obtenir  par 
It  inétfaode  des  coefficiens  indéterminés  «  comme  dans 
l'exemple  du  n"*  98;  mais  quand  on  rencontre  des  ra- 
bots égales,  la{cH*me  des  fractions  partielles  éprouve 
des  nsodiEcatioBs  analogues  à  celle  qui  a  eu  lieu  dans  le 
JD^  99  ;  et  lorsqu'il  j  a  des  racines  Imaglnâkes  ,  on  m^ 
le  terme  général  sous  une  forme  réelle  1  en  le*  dévelop- 
pant,  de  même  q«e  dans  le  numéro  prétiédent.  Toirt 
eela  exige  des  détails  dans  lesquels  je  ne  saurais  entrer; 
jebscrverai  eealement  que  la  recherebé  du  terme  géné- 
ral d'une  'suite  réelurrente  est  comprise  dans  celle  du  ^ 


fltg  COHPLEHSHT 

terme  général  de  la  formule  da  d*  86,  pnuqao  la  fraction 

a  +  bx  +  ex* +  px**"' 

a'  +  b'x  +  t/x» +  p'a:"-'  +  q'x" 

revient  à       ^ 

(o-hix. . .  .+PX'— Xa'-H'x. . .  .+p'x"-'+9'x-)-, 

et  que  par  conséquent  la  métliode  dont  on  s'est  servi 
jusqu'à  présent  pour  trouver  ce  terme  général  e<t  très 
indirecte;  La  réaolulion  des  équations  qu'elle  exige  in- 
troduit, d^ns l'expression  demandée,  des  quantités  irra- 
tionnelles qui  ne  doivent  point  y  entrer  :  la  réduction 
de  toutes  les  parties  de  cette  expression  au  même  déno- 
minateur, et  l'emploi  des  formules  relatives  aux  fonc- 
tions symétriques  des  racines  des  équations  ,  feraient,  à 
la  vérité ,  disparaître  les  irrationnelles  ;  mais  il  s'en  ré- 
sulte pas  moins  que  la  résolution  des  équattona  est  une 
difficulté  étrangère  â  la  recherche  du  terme  général 
d'une  série  récurrente. 

La  théorie  des  suites  est  une  des  branches  les  plus 
importantes  et  les  plus  étendues  de  l'Analyse;  elle  réunit 
les  parties  élémentaires  aux  parlîes  transpendantes  ; 
mais  c'est  principalement  àan»  celles  -  ci  qu'elle  est 
d'une  application  plus  fréquente,  et  elle  leur  doit  atud 
ses  principaux  accroissemens.  C'est  donc  pécfaer  contre 
l'otjre  que  de  la  morceler,  ainsi  qu'on  le  fait  presque 
partout,  et  j'avoue  que  je  me  serais  abstenu  d'en  par- 
ler, si  je  n'y  avals  pas  été  forcé  pour  éviter  le  reproche 
de  n'avoir  pas  rendu  cet  ouvrage  aussi  complet  que  ceux 
qui  existaient  auparavant.  On  trouvera  d'ailleurs  tout 
ce  qui  concerne  la  doctrine  des  séries ,  à  la  suite  du 
Traitédu  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral  déjà 
dté.  Je  terminerai  ce  sujet  en  exposant  succinctement 
la  méthode  que  Lagrange  a  donnée  dans  les  Mémoires  de 
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t Académie  des  Sciences  de  Paris  ^  année  177a  ^  pour 
reconnaître  si  une  série  proposée  est  récurrente. 

102.  Soit  5=^-1- Bx  +  Cx*^  +  Dj?  +'etc. ,  une 
suite  dans  laquelle  les  quantités  A^  B ,  C  ^  etc. ,  dési- 
gnent des  nombres  donnés  ;  si  cette  suite  est  récurrente^ 
elle  doit  résulter  du  développement  d'une  fraction. ra- 
tionnelle (d5).  Je  suppose,  comme  dans  tout  ce  qui 
précède ,  que  le  plus  haut  exposant  de  x ,  dans  le  nu- 
mérateur de  cette  fraction,  soit  moindre  d'une  unité 
que  dans  le  dénominateur  ^  si  le  contraire  avait  lieu , 
le  procédé  même  nous  le  ferait  conn^tre ,  ainsi  qu'on 
le  verra  plus  bas.  ' 

On  cherchera  d'abord  si  la  série  S  peut  être  le  déve- 


û' 


loppemei^t  de  la  fraction     ^^  ,    ,  et  pour  cela,  on  fera 

S=— ^:  d'où  a  résulte 
1       aA-bx      a      'b 

ce  qui  montre  que  le  quotient  de  l'unité  divisée  par 
la  série  S ,  ordonné  par  rapport  à  a?,  ne  doit  renfer- 
mer que  deux  termes  seulement ,  lorsque  cette  for- 
mule vient  en  effet  de  la  fraction  supposée*  ^ 
Soit ,  pour  exemple  ,         • 

5  =  a  -H  4x  +  8x*4-  iGjc^  -f-  etc.  ; 

on  fera  la  division  comme  il  suit ,  en  prenant  a  pour 
le  premier  terme  du  diviseur , 

fl  4-  4j  4,  8jg*  -f-  iGar^  ^  etc. 


X 


—  .1  —  ao;  —  ^x*—  Sj?  —  i6x*  —  etc. 
+  ax  +  4x*-f-  So^  +  iSx^  +  etc. 
0000  O 


SI  8  compUmemt 

on  ann 

p  =  J,      ç»— i      et      -^ïi:*— .X, 
d'«ù  l'os  tirera  oralement 

1  — ax 

Si  la  division  ne  Eni  pas  aimi  au  second  terme, 

la  série  proposée  ne  sera  point  le  développement  d'un* 

firfeotion  telle  q«  — p-,—  -,  il  fiindra  essaver  alon  si  elle 

■>  rient  pas  d'nDe  fraction  de  la  forme  ■■■,-■/"—. : 

dans  cette  bypothèse ,  on  aura 

1  _a  +  bx+cx^ 
S~  t^4-yx  * 
Si  l'on  effectue  la  division  indi<raée  dans  le  second 
membre,  et  qu'on  ne  la  ponsse  que  jusqu'à  Ce  qu'on  ait 
un  quotient  de  la  forme  p  +  ça: ,  c*  q«i  arrivera  après 
deux  divisions  partielles, îlyaura  un  veste  qu^ân  pourra 
représenter  par  a'x'  ;  et  il  viendra  par  conséquent 


i  =  p-f.<;j;  + 


«•a* 


ce  qui  prouve  que  le  reste  de  la  division  de  i  par  S  sera 
divisible  par  a;'.  Si  l'on  désigne  par  S,**  Ce  reste  ,  qui 
sera  une  séria  de  la  ftfnfie 

on  aura 


p— ' — »- 
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tt  ' 

en  faisant  la  division  indiquée  dans  le  second  membre. 

S 
Aimi  X-  doit  cloîtrer  unquotient  dd  denx  termes^ comme 

on  Ta  obtenu  plus  haut  pou^  -^^  et  des  deux  équation» 
1  *  ,   "Six?"      S  , 

oô  drera  , 

n  1  - 


X» 


ffUftkant  «tète  feaotioq  v  il  viendra 

Supposons  encore  que  Ton  n  ait  pas   exactement 

S 

j-tepk  -f  ^:;  il  fafidra  fiiîre  alors 

et  en  opérant  comiHe  dkns  leô  cds  pïécédens  ,  on 
trouvera 

iia<é»e^*eftt^4^pfef  ^"^  â  potisiè  la  division  danf 
j  jusqu'aux  deux  pemiers  termes  p  +  qx,  étant  divî- 
*»•  fttf  :e^  powf»  être  rdpanéMUtée  par  S.a^ ,  «  iOrte 
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qn'oo  anra 

ce  qui  donoera 

S,  _       </+  b'x  S  __{/+b'x+</a* 

S  ~a'+A'x  +  cV     S,~      <f+b'x      ' 


CD  faisant  la  division  indiquée  dans  le  second  membre, 
et  a'arrétant  aux  deux  piemiers  termes  da  quotient. 
Cette  dernière  expression  montre  que  la  division  de  S 
par  Si,  poussée  de  même  jusqu'à  ce  qu'on  ait  un  quo- 
tient de  la  forme  ^,-|-^,x,  laissera  pour  reste  une  série 
divisible  par  2^;  et  nommant  ^iX* cette  dirie,  an'aaia 

S  _,  ,    5.x"  ,  ,      û"x« 

^  =  p.  +  ç.x+^;-  =  p.  +  ?.X+^-p^; 

d'où 

5._      a' 

S~a.°+b"x'  S^" 

En  comBinant  les  équations 

S       '       ,  ,    5.x» 

5, 

^=Pi  +  7iX, 

que  l'on  vient  d'obtenir ,  on  en  déduira 

(P+9a;)(p,+9.x)Cp,+,/.x)-f-[(p-|-9x)+0'.+9.x)Jx' 

pour  la  fraction  génératrice  de  la  série  proposée. 
Il  serait  facile  maintenant  de  ponss«-  pins  loin  l'opé- 
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dation  y  si  la  division  de  Si  par  S^  ne  donnait  pas  un 
^otient  exact  ;  et  Ton  doit  voir  -qu'elle  conduira  tou- 
jours, comme  ci -dessus,  à  un  nombre  fini  d'équations 
entre S,Si,Sa,  Sz,  etc.,  desquelles  on  déduira  l'ex- 
pression de  la  fraction  génératrice.  La  règle  à  suivre 
dans  tous  les  cas ,  peut  s'énoncer  ainsi  :  Divisez  Funité 
par  la  série  proposée  S ,  jusquà  ce  qu'il  y  ait  au  quo- 
tient deux  termes  tels  que  p  -f-  qx ,  e^  désignant  le  reste 
parSiOt",  divisez  S  par  S, ,  jusquà  ce  qu*ily  ait  au  quo- 
tient deux  termes  comme  pi  +  qiX  ;  désignant  encore  le 
reste  par  S^x',  divisez  S» parS^,  jusquà  ce  que  vous 
trouviez  un  quotient  4^  la  forme  Pft+q«x>  et  ainsi  de 
««te  ;  si  la  série  proposée  est  récurrente,  vous  arriverez 
^ifin  à  un  quotient  exact ,  qui  pourra  être  représenté 
par  p.  -f.  q.x.  Il  vient  alors  cette  suite  d'équations  : 


"  d'où 
j^Pn+q^x+^g—  >l   tire 


5^1 


ç  — 

I 

5. 

1 

s  ~ 
5, 

Pi+giX+'-j- 
1 

•  #  * 

p» + 9»^    -^ 

'  s. 

1 

io3.  Pour  appliquer  la  règle  précédente  à  la  série  des 
nombres 

1, 1,  3^7,  i8,  47,  laS,  3aa,  8^3,  2207,  5778,  etc., 
par  exemple,  on  lui  donnera  la  forme 
S  =  i  +  x  +  Zx^  +  7x^+iSx^+4yx^+i2'5x^ 
-f  Jafloc'  +  843x*  +  etc.  j 


saa  coun-iHEiiT 

«a  aura 

P  +  ÇX3E1  — », 

5.  =  —  a  —  4a;  —  iix*  —  ajap*—  761*™  1993:* 

—  5ai3»" — etc., 

p,4.9,x  =  -.J+is, 

5»=  — è— ax^V^— V^— 38a^-4»a^— «te., 

■^(=-^5 —  l5*  —  4<W —  loBx*-^  etc., 

•t  eioGa  pi+?>V"'^'4'T3^>  san»  r»te.  Fennut 
^ora  lei  égiutioiw 

*î  —         I  St  i 

on  trouTerà 

*=        .-3.  +  :,:-      ■ 
Le  fuimérateDr  étant  d'un  degré  plus  élevé  qne  le  di* 
notoinateur,  on  peut  ôter  an  entier  de  la  fraction,  et  il 
Tiendra 

d'oA  l'on  Toit  que  ]a  série  proposée  eat  la  suite  récnr- 
rente  produite  par  la  fraction  proprement  dite 

——5———.,  à  laquelle  on  a  ^outé  les  termes  —3  et 

— x;  aussi,  dans  la  première,  la  loi  de  récurrtnes  jm 
se  ni»ni£este  (pi'aji  ciBipième  terme,  au  lieu  qu'elle  se 
montrera  dès  le  tiroi^ième ,  si  l'op  en  retiaibaUe  ■»  9  et 
—X,  car  il  viendra 

,     3  +  aarS*8W^7«3+«tc., 
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«t  déjà 

3x»  ?=p  5    X  ~  .T*  +  ax  X  5jp  , 

'jjt?  z=:z  ax  >:,  —  a:»  +'  Sx»  X  ïr ,  etc. 

DévBlofff^THêfU  en  séries ,  des  exponentielles  et  des 

logarithmes. 

io4*  On  a  tiré  les  l^garitfamei  <}e  Yéqxuaïion  y  s;=^  ^'^ 
(  Elém,  y  s4o  )  I  y  étant  le  nombre ,  x  le  logarithme 
<t  a  la  base  ;  cette  équatiov  préseï^  deux  questions  : 
trouver  y,  connaissant  x  \  et  trouver  x^  eonnaissoM  j» 
Je  commencerai  d'abord  par  chercher  j^  en  ap>  «t  pour 
cela,  je  supposerai 

a*  =*  ^  +  ^4? -f  Cx* + îDar* -f  etc. , 

^ ,  B,  C^D  y  «te.  4  ,ét^t  des  coeilieiens  indépendans 
de  X  j  en  prenant  donc  une  autre  quantité  ai  ^  j'aoni 
également  • 

a«  =9: 4^  4«  ^  4- Ca*^  Da^  +  €tc. , 

d*où  je  tirerai 

û*— a*      ^(x  —  z)  +C{pc^—z')  4-  D(a:3—  z^)  +  etc. 

La  division  du  second  membre  par  x  — -  ;i  s'effectHe 
d'après  la  formido  du  n^  i58  des  Elém^ns,  et  il  yieojt 


a*^a' 


a:  —a 
B+C{x+z)+D{ai^+xz+z'')'+^(x^+afz+xz^'+<e,^  +  etc. 

Pour  pouvoir  déveiopjper  de  même  le  premier  mem- 
bre ,  f  écris  ainsi  son  numérateur,  û»(a*~* — 1);  faisant 
MDSJàHitaiiap i^b,  d^ne  la  qvftstité  o^^»  }e  la  déve- 
loppe suiiaDt  I^s  {Mussanoes  d»  ^  ^  a«  moy«s  ée  ia  fer* 
maie  da  bifloma ,  ^  )'ai 

(v+tt*'"*=ïB>i+»îi^ LT^fr-i- V, i^ , — £  6*4-  etc.  ; 


1  .a 
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d'où  il  suit 

aïfa*— — i)=<i'f  i ii+i ^ '■  b*  +  etc.  J. 

Ce  dernier  déTeloppement  étaot  divisible  par  x  — s, 
il  en  résulte 

„.(i+£:^.+(''— 0^'-')i.+elc.)=. 

a+C(a:+*)+£>Cx*+xH-5*)+£C^+a:^+x*'+îi')4-etc. 

Si  maintenant  on  suppose  z  =  x,  l'équation  ci-  dessus 
deviendra 

/        4'      A'      i*  \ 

■'•(*-r+3-T+««-)= 

B+aCx-i-  SDx»  'i-'4E3^  +  etc.  ; 
faisant,  pour  abréger, 

et  substituant  pour  a'  la  série 

A  +  Bx  +  Cx'  +  D^-^Dxi  +  etc.  , 
on  trouvera 

^ft  +  £kx  +  Cltj^  +  Dkj^  +  £:fer*  +  etc.  = 
B  +  flCjc  +  SDx"  +  ^fîx"  +  5Fx*  +  etc.; 

d'où  l'on  tirera 

B^Ak,  C= — ,  D  =  -s-,  E  =  ~r,  F=s~g-,etc. 
a  ô  4  a 

Tous  les  coeBiciens ,  excepté  A,  seront  déterminés  par 

ces  équations  ;  mais  lorsque  a:  =  o  ,  l'équation 

c*=J<+Bi  +  Cx'+ etc.,  donnant  i=A,  il  s'ensuit 

que    A  =1,     B  ^  -,    C  =  ,     D  = s  , 


DES  ÉLtmSMS  D*M^ÉBRE.  itfS 

j,=a*=  1  +  -^+— +YXg+ --:j;g;^+ etc. 

io5.  11  est  à  propos  de  remarquer  quQ  »  gjaelqpe 
valenr  qu'on  donne  à  a?,  la  série  ci-dessns  finira  tou- 
jours par  être  converg^nfé^;  En'^ffet^^  il  est  aisé  de  voir 
91'on  oevt  représenter  le  tcarme  général  de  cette  série 

par  ;  celui  qui  yiefnt  immédiatement  après  sera 

1.3.  •  ,n 

,  et  le  rapport  de  l'un. à  l'airtife  aura 


pour  expression       ,  ■  .  Or,  en  prolongeant  la  série ,  on 

doit  nécessairement  rencontrer  un  terme  dans  lequel 
n+ 1  surpassera  hx,  et  qtd  par  conséquent  sera  moindre 
9ift celui  qpi  U précède;  ^il  est'C]|^c.c|iie  le  d^foisfie- 
ment  continuera  toufoim.  dans  les^  teaaesuUériçmis^ 

106. 0  s'agit  m^nlenant  de  détermi^er  la  quantité  k. 
En  mettant ,  au  lieu  de  brysa.  ya^nr  a  —  i ,  on  aura 

•  ■/  ' 

Cette  aérie  ne  sera  convergente  ^'autant  qi^e  a  -^i  sera 
moindre  que'  ronî:^  ^>  m^uè'o^  îîûçià  plus  tqmVqîi^^elle  est 
susceptible  de  devenir  ausçi  convergente  qu'on  voudra^ 
du  moyen  éfe  Id  dépendâAcë  qui  ée  tSfOûVè  e;ïft1:é'il^t  V, 
«f  qee  feTàî»  ftàit^  coililîtftk'e;       ^  ...1:1/1   f' 


*    « 


Lorsqu'on  suppole  ^=.^  dans  la  série 
Comp/.  <kj  Elém.  d'Alg.  1 5 
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il  vient 

a'=.+i+i  +  ^+j^  +  .tc.-. 

désignant  par  e  la  valeur  du  second  membre  dont  les 
dix  premiers  termes  donneront 

«  =  a,7j8a8i8,  -      ' 

en  s'arrélànt  à  la  septième  décimale ,  on  aura  l'équation 

a*  =  c 
<?e  laquelle  on  tirera 

a  =  e*. 
Prenant  les  logarithmes,  on  tronfera 

.     Aie  =  la;  ,  .  ._ 

ai  a  est  ta  base  du  système  des  logarithmes  Représentés 
par  la  caractérîstiqae  1,  on  aura 

"  ",.      '  S  =r,  ■     "    ' 

Je' 
^     et  par  Éonséqoent ,  dans  cette  hypothèse ,      ;    - 


■^i.le^i.2.(U)'^i.a.3.(le)»^''''" 
Telle  est  l'expression  dn  nombre^  par  son  logarithme  x. 
Si  l'on  faisait  a  =  e,  ce. qui  donnerait  %=.i ,  il  en 
résulterait 

107.  La  question  proposde'^st  résolue ,  puisqiie  voilà 


I 
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j^  exprimé  en  a:,  c'est^-dire  qu'étant  donnés  le  W 
nthme  «  et  celui  du  nombre  e .  relativement'àla  base  * 
on  aura  le  nombre jç; mais  l'e^ressionde  k  enanow 
conduit  aussi  ala  solution  de  la  seconde  kpttstion  :  étant 
dorme  un  nombre^  trouver  son  logarithme. 

En  dfét,  si  l'on  snppose  que  a  soit  une  quantité  qnel- 
conq«  etque  Ion  niette  pour  A ,  dans  PéquLa 
*i e  =  I  a ,  la  sétie  qu û  i-eprésehte,  on  obtiejidra  ■ 

l     X..  a     T - .  3-  !  •"*. — *T— +etc.I. 

Voilà  donc  le  logatithme  d'un  nombre  q«eIconq«e  a 
«pnmé  au  moyen  de  ce  notabre  et  du  seid  logarithme 
dun  nombre  déterminé  é.  .  <    r  .    ..  5* 

Cette  série  n'est  conwgènte  qu'autant  que  lewmbre 
a  est  très  voiâîû  de  runité  5  mais  comme  U/â—^la 
{Elém.,  a40 ,  si  l'on  change,  dans  le  second  membre . 

l        fil  .  .  /  ï 

a  eb  (/a,  il  tiendra        .        1        '.   '  ' 


'"  m 


or,  en  prenktttpou'rm  un  très  grand  nombre,  on  pourra 

toujoure  faire  en  sorte  qtke  la  Quantité  \/â  diffère  aussi 
peu  qu'on  voudra  de  l'unité. 

On  à  ainsi  un  moyen  très  simple  de  caïcui«Je  lo^ 
ganthn^e  de  a;  car  en  prenant  m  égale  à  quelqu'un  des 
nombres  compris  dans  la  série  a ,  4,  8 ,  ig ,  *tc. ,  oh 
n'aura  qu'à  effectuer  des  extractions  successives  de  ra- 
cines qnarrées  (Elém.,  i53).  Cependant  ce  procédé  de- 
viendrait pétaible'pout  les  nombres  un  peu  considéra- 
is.. 


aaS  coMPLÉMSitT 

Uoafe'eitpoui^tfOi  léis  àiiàTf ^tëa  ùnX  thétfhé  de  nott' 
^«MetJBiHia^tpà  pensent  itipp^nfuer  à  ces  nombres ,  aé- 
xt«M]iiG  n*  sont  qos  des  tiaasforaiAtloty  de  Ti  ptemière 
BDil'dila. 


108.  Le  nombre  a'étabt  supposé ,  dant  les  sëriçs  gré- 
tf  JdCïitËs.,  îiidépendaat  de  \k  baaé  des  iQgaiiîbmasj  il  est 
^yil^tit  i^'on  poiirra  appliquer  ces  séries  à  iui|  nenl^Eie 
quelconque  3*1  et  qu'on  aura  en  général 

Xd'àtlbMtiJp^t  dans  cette  éxpres3iDni  +  uaii.Ueu;ilBji, 

■rfiiî'àfettéhfl^â  ■'  y  y  '. 

.  :.,,i,<»!-|-,p)wu|^-lV|V^4.rtcvJ:'   . 

ciaogeaitt  iûsùlre  u:  en  —  iu ,  on' aura 

retrauch^pt  le  second,  résultat  du  premier  ^  on  trouvera 

.    '         ,    lu  ,V  -,  11='  .  1 

série  dont  la  marche  est  plus  rapide  qoe' celte  d^s  pré- 
«Mantséji  ■ 

.  .Ou'eç^  tKtuTfr  ftue  beaucoup  p\\)3  convergente  ,  «n 
Caifant 'daas  célle^  -..■..; 

'■•  '    ■  i±^^=s  i-4.:'*--'    '■■■  '■  '"'  '" 
1--»  !      "^^  »'  ■:  ■■■     >■■■ 
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ce  qui  donne  n  • 


»= 


<  ■ 


et  par  conséquent , 

Cette  dennère  série  fera  connaître  le  logarithme  du 
nombre  n  -t-2,  par  le  mojen  de  celui  de  n  >  et  sera 
d'autant  plu9  convergente,  que  n  sera  plus  considérable. 
3i  l'on  fait  s  =1 ,  on  aura  le  logarithme  d^  ^  ^  N 
exprimé  par  la  série  très  simple 

etconrergente  lori  mâme^ue  nsKi.  .1 

Dans  ce  cas,  elle  donne 

«érie  dont  le  huitième  terme  ne  va  pas  à  îoo'cÔoobo  • 
en  réduisant  en  décjmaiçs  ^ops  ceux  qui  le  précè4eiit , 

on  oJ)tîeûdm  .    '    '.  '  \       '       '  ' 

1  a  =  0,^931472.1  e. 

109.  On  ne  peut  avoir  la  valeur  absolue -^e  la  sans 
fixer  celle  de  1 6  =  1  (û,7i8a&i.8)j  qui  ^d^penc^  dif  sys- 
tème4e  loswt]w(s/5jq)pie  Vo^ii^ftpip.  tU^iïHfttb^  U  j)b^ 
*Mipk  omBÎéte  à  siip]bQserJ>e  sr;i:;jèt'OQ'«<a)b»i'  t         ' 

Ia  =  0,595  ijjT»; 
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dans  ce  «yatème  particnlier ,  qui  répond  à  l'équation 
y— e*  (loo),  la  base  este.  Je  le  désiperai  bous  le  nom 
de  système  népérien,  pour  rappeler  le  nom  de  l'écossais 
neper  (ou  Napier) ,  auquel  on  doit  l'importante  décou- 
verte des  logarithmes;  et  j'accentuerai  la  lettre  1  toute, 
les  fois  qu'il  s'agira  des  logaritlMnea  de  ce  système  :  ainsi 
j'écrirai  l'e=i,  ra  =  o,693i47a  C*)- 

Pour  passer  du  sj^tème  népérien  à  celui  dont  la  base 
«erait  une  quantité  quelconque  a ,  U  fout  se  serrir  de 

l'équation  Ly=j^  (£/(^.,  a5o),  qui  devient  daps  le 
cas  actuel,  U=:j^j  et  si  l'on  fait    z  =  e,    «saura 

Va'  ■'    ■ 

puisque  r«=  1  :  il  ue  restera  donc  plus  qu'àcalculer  l'a 
par  la  dernière  série  donnée  ci-dessus ,  en  y  supposant 
■le=). 

Pour  les  logarithmes  ordinaires,  dàna  lesquels  c=io, 
on  observera  qiie  io  =  5.9:  et  l'on  verra  qu'il  aulfit 
d'avoir  l'5,  parce  que  rio  =  l'5  +  l'a,  et  que  l'a  est 
déjà  connu. 

Pour  parvenir  au  logarithipe  de  5,  on  supposera ,  dans 
la  dernière  série  du  numéro  précédent,  B=4et»=i  ; 
et  comme  l'4=fll'a,  il  viendra,  en  prenant  l'c  =  i , 


'''+'\î+im0 


+  etc.  ! 


C)  Les  logaiitlimes  nepëriens  «ml  ap^là  ordioaireiiieDt  loga- 
rithtnèt  hyperholî^iieâ  ;  mai»  cette  iléDOminsiion  est  licieiue,  car 
il  n'y  a  pai.  de,  iplème  de  lapnidiiiiei  qui  na  t^ponde  à  quelqu'une 
dMcourbetqneteigfomiiresoiitiiQinaieei  hyperholti. 
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Les  trois  premiers  termes  de  cette  série  aufliseuf  pour 
obtenir  un  résultat  exact  jusqu'à  la  septième  décimale , 
et  elle  donne 

l'5  =  1,6084379; 

en  ajoutant. à  ce  logarithme  celui  de  2  trouvé  plus 
haut,  on  a 

rio  =  a,3oa585a  , 

et  par  conséquent , 

lc=  j7i^=:o;4342945. 

En  multipliant  par  ce  nombre  les  logarithmes  népériens 
de  â  et  de  5 ,  obtenus  dans  le  n®  108  et  dans  celui-ci ,  on 
trouyera      .  ^     . 

l2  =  o,3oio3oo   ^  et      15  =  0,6989700, 

tels  qu'ils  sont  dans  les  tables  de  logarithmes  ordinaires. 

110.  La  quantité  1  e  est  nommée  en  général  module; 
on  voit  que  celui  des  logarithnies  népériens  est  1;  et  que 
celui  des  logarithmes  ordinaires  est  0,4^4^94^*^°  conyer-' 
tit  les  logarithmes  népériens  en  logarithmes  quelconques  j 
en  multipliant  les  premiers  par  le  module  des  seconds, 
et  on  repasse  de  ceux-ci  aux  autres ,  en  les  divisant  par 
leur  modulent  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  en  les  mul- 
tipliant par  y.  Lorsque  la  base  est  10,  on* a  ' 

,—  =  a>3o2585i  ; 
le 

c'est  par  ce  nombre  qu'il  faut  multiplier  les  logarithmes 
ordinaires»  pour  les  convertir  en  logarithmes  népériens, 
ce  qui  est  souvent  nécessaire. 

m.; Borda  et  ,Haros  ont  donné. des  formules  qui 


sSa  CpMpLéMEIIT 

tafttBWtit .  feu  moyen  de  aéries  tc^  cotivei;geitte« ,  Ut 

rctatien*  e«tr«  pjtuicii»  k^aritfanes  àt  oombri  cm- 

sécutif}  ,  et  qui  conduisent  très  promptsioeirt  à  cm 

logarithmes. 

Pour  parvenir  à  ces  Formules ,  je  reprendrai  l'équatioa 

•^:='"{°+î'+T+«-]  ('08). 

en  y  faisant 

—ï— =  — ,    doù    n= ; — 

i  —  u      »  7n  +  n 

Cela  posé,  voici  comment  on  obtient  1 1  fnrraili  que 
donne  Borda  dans  la  Préface  de  ;es  7}ibleî  tr^ono- 
métriqûes  décimales  ^  remea,  augmentées  et  piiojlîéea 
par  Dclambre.  • 

Si  l'on  fpme  les  produits 
{p  —  >)  0»  —  i)  CP  -4-  a)  ^  ^  —  ^  +  a, 
<f  +  0  <p  ■*•  0  (P  —  a)  =  P"  -  3/1  —  8 , 
at  qs'oa  Ims^ 

m  —p'  —  ^  +  a, 
»  ^sp'-T-Sp  —  à, 
il  >4eiidra 

'n-rn  _  4    _      ^  '     a 

puis 

d'où  l'on  conclura 
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Si  Ton  prend  snccessiyement 

on  anra  les  quatrie  équations 

l7+4la~  î3-^3-r<il4a  =  jâey^  +  etc.}, 

a  a+al  5— al  a^a]7  =;=  al^{^  +  etc. } , 

al3+al3+ala—  15— 61a  =  iile{^-f.  «ic.J^ 

16+  4^+al7—  13^  1^^413=  «^(3^5+  etc.}. 

■ 

I  Ctt  qatlut  léqiuifiem  na  ceisf ennexa  ^e  )«|i  loganthoins 

i»n(mbimu,  3,5^7^  logarithmes  ^ue  Von  peut 
alors  déterminer  par  une  simple  élimination  ;-Qa  obtient 

i  de  cette  manière 

1+  SfTiî  +  è  i-dx?  +  etc.)  f ' 

I  et  ainsi  des  autres. 

Si  1*00  pr^end  «nc^r^    p^=zi^,    il  viendra 

Ii7+;al7_h3  -  61a  =  al6{^  +  ^  (îiW)'+  «te. } . 
£qEu  on  aura  aussi,  en  faisant    p  se  1007, 
I1009  -|-  at  1006  —  1  looS  — al  1008 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  le  parti  qu'on  peut 
tirer  de  la  formule  de  Borda. 

na.  Pour  obtenir  celle  de  Haros,  il  faut,   sup- 
poser 

»=x4— a5x*+i44=  (x— 3)  (x+3)  (x+4)  (a?— 4) , 
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et  ]'oa  aura 
ali+l(ar+5)+lCi-5)-l(»+3)— 1(1— 3)1 

-l(i+4)-I(^-fl/~ 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  1  (a;  +  5)  au  moyen  de 
«lie  de 

K^+4),  lC*+3).  1^.  ICx-5),  l(ï-^,  l(a:— 5). 
La  aérie  est  très  convergente  dès  qne  le  oombre  x  de- 
vient no  peu  graod',  son  aecoud  terme,  lorsque  x=iooo, 
est  seulement 
0,00000  00000  00000  00000  00000  oodoo  ta  (*). 

1 13.  Le  procédé  employé  pour  résoudre  la  première 
des  questions  potées  dans  le  n"  io4,  peut  servir  aussi  i 
déduire  immédiatement  de  l'éqnation  ^  =  a*,  le  déve- 
loppement de  X  en  y.  On  peut  donner  à  ce  dévelop- 
pement la  forme 

x=A(y-,)  +  B(y-,Y+C(y-,r+ac., 

puisque  X  doit  s'évanouîr  lorsque  ^  =  1  ;  et  fwant 
y^i^u,    on  aura 

X  =  Au+Bu'  +  Cu^+  etc. 

Désignantaussi  par  tv  la  valeur  de^—i  ou  de  u,  cor- 
respondante à  une  valenr  de  x  représentée  par  z ,  on 
aura  également 

s  =  ^w  +  fiw'  +  Ctt^  +  etc. , 


(*)Oii  irouTcnquelqDafonnaloilcplniiar  cetajet,  daiu  l'in- 
uodnctioD 
intégral. 


/ 


» 
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et  par  conséquent 

ÎI=-?=  A  +  B(u  +  w)  +  C(u*  +  uw  +  w"")  +  etc. 

L'équation    y:=^  a'    donne 

y  —  1     ou    uzzza'  —  I, 
d'où  il  suit 
w  =  a*— '1,     u  —  w==a*  —  c*=:  c*(a*~*  —  i) 

puis  si  Ton  fait  a  =  i  +  ^  >  comme  dans  le  n^.i  o4 ,  on 
obtiendra 

(£=:ig)64,('^-^)C^~^-0fc>+etc.; 
1  i.a 

»         • 

mettant  cette  valeur  dans  l'équation  (  /iF)  ,  sup- 
primant le  facteiur  x-^z  commun  aux  deux  termes  dû 
premier  membre  ;  et  supposant  ensuite  z^^x,  d'où  il 
résulte  w=ii^  on  aura 

I 


a' 


/,       6»       63      j4  C- 

(6--+^--4+etc.) 

^  +  a2?u  -fJ-SCù*  +  4Du3  +  etc. 

En  écrivant  h  au  lieu  de  ft— — h-;?-— t  +  ®tc*  >  ®^ 
1  -J*  a  au  lieu  de  a*,  il  viendra 

j~-j  =  ^  +  ai?u+3Ca»  +  4Z>;i3^  etc.; 

et ,  en  faisant  disparaître  le  dénominateur ,  passant 
tout  dans  un  seul  membre , 

—  1  -f  Aku  +  2Bku^-^  ZCku^  +  etc 


;}  =  - 


'      t 


I; 
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équation  de  laqaelU  on  lire 

k'  afc'  3«  4* 

et  par  conséqueDt, 


3 — }• 


Si  a  est  la  base  da  système  des  Jogarithmes  ,  on 
aun  doDC,  i:àiniBe  ci-4e«siu  (10^, 

.    *  ZhiTetmir  des  sottes. 

114.  Lb  jréqnwit  usase  qoe  f^  fait ,  'dans  ce  qui 
précède ,  d«  {La  laftétlMdfi  de«  coeffiiiepis  iaditermi- 
■es ,  tne  peemettca  d'eacpescf  «n  peu  4»  mots  celle 
du  retour  des  suites ,  qni  sert  i  troRvei  Vex^ieaâoa 
d'une  quantité  engagée  dans  une  série  dont  la  valeur 
est  donnée. 

Soit  y=^et^ax  +i>x^-f-  cs^  +  dx*+etc.  ;  pour 
obtenir  3;  en  ^ ,  Qn  passera  le  tecpie  «  dans  le  premier 
membre  ,-et  faisant,  pour  abréger,^— <&=£,  il  Tiendra 

z^ax  +  bx'  +  cjx^+dx^  +  etc...   (0- 

La  supposition  de  x=o  donnant  «:=  o  ,  il  est  facile 
d'en  ciMclare  que  i'9n  peut  faim 

X  ^  ^+fi*"-HC«»+  O**  +  etc.  ...  (a); 

les  coefHciens  A,  B,  C,  D,  etc. ,  indépendans  â«  s  ,  se 
détermineront  au  moyen  des  ^quitiom  qu'on  obtioidra 
après  avoir  substitué  au  lieu  des  puisstnses  de  »  ^  4anfl 


#_    > 


lléquâtwn  (i>^  celtes  def  la  awrie  (a)  (*)y  ^assé  loiw  les 
tesimes;  dBQ^:  ua.  s^ul,  i^e^i^e  »  et  égaie  sé^rémeat  à 
iuE^  \e$  q^HMhlité^<  qvk\^  mvlHpiient  dhaque  paÛMsaoese 
de  :è..  Yqiçi;  1^  réai)[4lt  4e  hk  siîfafitiHttioiii    :  - 

4-rfa4=r. , 4-  d^4a4  -f-etc. 

EnégdWt  è«ércrkp  ibeff^^iro  dfe  «f,  dé«*,  <tc., 

on  trouve  "^ 

a.^— 1  =  0,  0^4-'^^*=  o,  aC+sibAB  +  çjfi^o, 
aD  +  aft^C + fti?^4-  3t-#i^  +  dJt^ = o ,  etc.  : 

ces  équations  donnent 

a*  a^  II®         • 

Sb^  —  babc  +  a'^d 
!>=  —  -; "  ^y  >     ■  ■  ■  -1  -ôtfc*  5 

et  on  a  par  co>nséquent 


«  « 


1  b  '     .  âb*^^arr 


a         a'       ^         a® 


>    <  > 


tl  est  à  propos  de  remarq^uer  qu'oi^pourrait  appliquer 
à  la  résolutiûn  des  â^Àatioiiâ  a%âxriquea,  daiiâ  quelques 
ca^i  la  série  précédente  ^  z  désignant  alors  le  dernier 


{*)  6és  puissances,  peuvent  se  trouver  pai;  des  multiplications 


\ 
\ 


f 

\ 
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terme  da  l'équaUoD ,  paisé  dans  le  second  membre. 
Mais  on  n'aurait ,  de  cette  manière,  que  la  plus  petite 
des  racines  de  l'éqaation  proposée)  pnUque  l'cxpres- 
BÏOD  de  X  en  z  décroit  continuellèmwt  avec  x,  et  a'éra- 
nouit  en  même  temps  que  cette  quantité  f  ce  qui  réduit 
l'équation  (i)  à  la  forme 

0  ==  OJC  +  ba^  +  ex*  4-  •*«■ . 
flOUS  laquelle  elle  admet  la  racine  x  =  o. 

ii5.  ProposoDs-nona,  pour  exemple,  de  tirer  la  va- 
leur de  ir  de  la  série     - 

dans  laquelle  ^  =  ^  (106)  ;  on  aura 

et 

a  =  i,     &=-— ,    c=  — — 3,    rf  =—--=-;,  etc., 
i.s  1.9.3  1.9.3.4 

d'où  l'on  déduira 

J=:i,    B=  — i,     C  =  i.     /ÏT=— 1,     etc., 

1  -  a  o 

ce  qui  n'accorde  avec  l'expression  du  a"  108,  en  y  fai- 
sant le  =  i. 

On  tirerait  de  même  la  valeur  de^  eu  x  de  la  série 

en  supposant  y — i:=2et  z=-<a:  +  5x'+Cr'+ etc. 
Je  laisse  au  lecteur  à  s'exercer  sur  ce  calcul  ;  les 
coefEciens  A,  B,  C,  etc.,  étant  déFermin  es,  on  re 
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àietfra  yr^i  pour  z ,  et  il  viendra 

j' =  1  4" -^^  + -^^' 4"  C^^  +  etc. 
ii6.  Si  Ton  ayait  l'éqaation 

formée  par  deux  séries  >  et^u'on  voulût  obtenir  l'ex- 
pression dey,  on  supposerait 

y=j4x  +  5x»+  Cx^  +  Dx^+  etc. , 

et  on  opérerait  comme  précédemment^  après  avoir  passé 
tons  les  termes  du  premier  membre  dans  le  second.  Nous 
insistons  peu  sur  ces  calculs ,  parce  qu'ils  ne  conduisent 
qo  a  des  formules,  dont  on  n'aperçoit  pas  facilement  la 
loi  (*). 

Des  Fractions  continues. 

Observation.  Cet  article  est,  à  quelques  lé- 
gers chaugemens  près,  le  premier  paragraphe 
des  additions  faites  par  Lagrauge  à  l'Algèbre 
d'Euler. 

117.  La  méthode  exposée  dans  le  n^  âai  des  Élémens 
i Algèbre ,  pour  approcher  de  la  valeur  de  iUinconnue 
dans  une  équation  d'un  degré  quelconque  >  prescrit  dé 

faire  successivement 

t.  * 

y  —  i'+^.etc,  , 

—  •"  *  . 

j  ' 

t 

{*)  On  peut  yoit,  dans  V Introduction  de  mon  Traité  du 
Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral  (a«  édition ,  n*  Sg  ) ,  î» 
quoi  tient  cette  diffical té.  '  '*'  ^* 
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a,  b,  b',  b",  etc. ,  étant  les  nombres  entiers  in^nédla- 
tement  inférieurs  anx  vraies  valeurs  des  quantités  x ,  y, 
y,  y',  etc.  :  si  dans  la  valeur  de  £  on  met  Mlle  de^, 
tirée  de  la  seconde  équation ,  S)  viciiâv 

substituant  dans  cftCte  expresmn,'  paa^y,  n  valeur 
prise  dans  la  troisième  équatioa ,  on  aura 


chassant j-' au  moyen  de  la  quatrième  éiqaation,  on  par- 
viaidrttà 

et  ainsi  de  suite. 

t.a  tactil»  qui  Mconpagtw  t'éafier  adana-octte  ex- 
pctsàoB,  sfmbltble  à  i»\i&t  ^4'  nou«<  i/nuo-  Ent  eo» 
naître  en  Arithmétique  (i63),  eatuoBfraetientsoUintie^ 
et  l'on  comprend  en  général  sous  ce  nom  toute  fraction 
dont  le  âënoTttinatAtr  est  cOiripqsé  £uK  eraier  plus  une 
fraction ,  laquelle  a  encore,  pour  dénominateur  un  entier 
plus  une  fraction  y  et  àinâ-desinte. 

On  rencontre  les  fractions  continues  sous  denx  for- 
mes différentes  :  les  unes  ont,  comme  la  précédente , 
funité.à  toùï  Ifes  iiulnérateurs' dés  fraetfons  inb^nmte^, 
et  les  autres  ont  des  dénominateurs  et  àea  numérateurs 
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<]ilelcoQc[«ef  ;  tella  est  la  suivante  ::  . 


«  + 


/  +  etc»  ; 


nais  je  ne  m*occuperaî  que  des  premières^  leà  autres 
étant  plus  curieuses  qu'utfles. 

u8.  En  rapprocbant  le  n^  iG3  de.ru^rî|i7?iitf/^i|0  et 
les  n°'  331  et  a43  des  Elémens^  on  voit  que  les  u  fractions 
n  continues  se  présentent  naturellement  toutes  les  fois 
D  qu*ils^agit  d'exprimer  en  nombre,  des  quantités  qu'on 
j)  ce  peut  obtenir  que  par  des  approximations  succes- 
V  siyes.  En  effet ,  supposons  qu'on  ait  à  évaluer  une 
7)  quantité  quelconque  donnée  a^  qui  ne  soit  pas  ex^ 
ii  primable  ^r  un  nombre  entier;  la  Voie  la  plus  simple 
t  est  de  commencer  par  chercher  le  nombre  entier  qui 
1)  sera  le  plus  proche  de  la  valeur  de  a ,  et  qui  n'en  diifé- 
D  rera  que  par  une  fraction  moindre  que  l'unité.  Soit 
Ti  ce  nombre  <t ,  et  l'on  aura  a  -^  a,  égal  à  une  fraciîoli 

ii  plas  petite  que  l'unifé  ;  de  sorte  que  sera  au 

ii  contraire  un  nombre  plus  grand  que  l'unité.  Sqit  donc 

1^ =5^  et  comme  b  doit  êtrç  uq  nombre  plus-grand 

D  qne  Titnité^  on  poaiVa  chercher  de  même  le  nombre 
»  entier  qui  approchera  le  plus  de  la  valeur  de  i  ;  et  ce 
D  nombre  étant  nommé  fi^  on  aura  de  nouveau  6  —  /S 
T)  égal  à  une  fraction  plus  petite  que  l'unité ,  et  par  con- 

«  séqnent  r -z  sera  égal  à  une  quantité  plus  grande 

D  qne  l'unité ,  qvkon  pourra  désigner  par  c  :  ainsi  ^  pour 
T)  évaluer  c^û  n^j  aura  qu'à  chercher  pareillement  le 
ii  nombre  entier  le  plus  proche  de  c,  lequel  éUttt'dé" 

CompL  des  Elém.  d'AIg.  i6 


/ 
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»  ligné  par  > ,  oà  anri  c-^>  ^1  A  tmeqautiti  phi 

»  petite  que  l'onité ,  et  par  conséquent  -— —  sera  égal 

n  à  une  quantité  d  plus  grande  que  l'unité ,  et  ainsi  de 
»  anite.  Par  ce  moyen ,  11  est  clair  qu'on  doit  épuiser 
^  .peu  à  peu  la  valeur  de  a ,  et  cela,  de  la  maDtère  k 
V  ptiia  simple  et  la  plus  prompte  qu'il  est  possible , 
n  puisqu'on  n'emploie  que  des  nombres  entiers  dont' 
m  cbacun  approche  ,  autant  qu'il  est  possible  »  de  la 
it  videur  cherchée. 

[.\  Maintenant,  puisque  ■  _^-  =  ^>  <™  «u** 
7.;,  ,      ■,a-«  =  ,5    et    o  =  «+j; 
f>  dem6me,  à  cajise.de  r^^  =  ^>  P9  ^°.^* 

i  ;■.  ".•  ■■  ^-^+p 

4,  (H)  aura  ^veiUeioeat 

n  et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  qu'en  substituant 
n  T^«nt  ces  valeurs,  On  aura 


=  ,«,+ 


»  +  ^ 


'+£ 


•:iitîta.4Énéral, 
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^  '*i'  +  etc. 

'  ng.  D  II  est  bon  dé  remarquer  ici  que  lesnombret 
ii  a,  fi,  y,  etc. ,  qui  représentent^  comme  aonsydooni 
D  décevoir,  lés  valeurs  entières  approcbées  des  quân-^ 
})  tités  a,  b,Cy  etc.  ^  peutent  être  pris  chacun  de  deux 
n  manières  différentes ,  puisqu'on  peut  prendre  égale- 
»  ment  pour  la  valeur  entière  approchée  d'une  quan- 
»  tité  donhée  iTuh  ou  i^àûïre  des  deux  nombtes  eiitiers 
D  entre  lesquels  se  trouve  cette  quantité;  il  y  à  cepen« 
»  dant  lue  différence  essentielle  entre  ces  deux.  ma« 
n  nières  de  prehdf  e  tes  valeurs  approchées ,  par  rapport 
D  à  la  fraction  continue  qui  en  résulte;  car  si  Ton  prend 
it  toujours  les  valeurs  approchées  plus  petites  que  les 
•n  yéritables  ,  les  dénominateurs  iS,  yi^y  etc.,  seront 
n  tous  positifs  »  au  lieu  quils  seront  tous  négatifs >  si 
»  Ion  pirend  lea' valeurs  approchées  toutiss  plus  gr^det 
n  que  les  véritables ,  et  ils  seront aen  partie  positifs  et  en 
»  partie  négatifs ,  si  les  valeurs  approchées  sont  prises 
T)  tantôt  trop  petites  et,  tantôt  trop  grandes. 

D  En  effet ,  si  et  est  plus  petit  que  a ,  a  — -  a  sera  une 
n  quantité  positive;  donc  6  sera  positif,  et  fi  le  sera 
^  2lussi;aù  contraire,  a-^4  sera  négatif ,  si  céest  plus 
*  grand  que  a  i  donc  h  sera  négatif,  et  fi  le  sera  aussi* 
^  De  même ,  si  &  est  plus  petit  que  b^b-^fi  sei'a  tdu« 
^  jours  une  quantité  positive  i;' donc  c  le  sera  âuèsiy  et 
'^  par  conséquent  aussi  y;  mais  si  fi  esfplus  graiid  q[u6 
^  bfb'^fi  sera  une  quantité  négative  ;  de  sorte  que  c, 
V  et  par  conséquent  aussi  >>  seront  négatifs  ^  e^  &Î9si 
»  de  suite. 

,  ^  An  reste ,  lorsqu'il  s*agit  de  quantité^  négatives , 
'*  )  entends  par  quantités  plus  petites  cellesicjijiîj,' prises 
^  po«itivem«nt ,.  seraient  plu»  grandes.        ';  :    *  1  . 
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190*  9»  Je  dois  remarquer  encore  que  «i  parmi  les 
)>  quantités  a,b,Ctd,  etc. ,  il  8*en  trouve  une  qui  soit 
n  égale  à  un  nombre  entieri  alors  la  fraction  continue 
n  sera  terminée  I  parce  qu'on  ponrra  y  conserver  cette 
V  quantité  même»  Par  exemple  »  si  o  est  un  nombre  ei>*. 
Yi  tier^  la  fraction  continue  qui  4onne  la  valeur  de  a  sera 

c 

n  En  elFèt  i  il  est  clair  qu'il  faudrait  prendre  y  =3  c  « 
n  ce  qui  donnerait 

a=-îL.  =  i=oo(*), 
ii  et  par  conséquent  ^  =  oo  ;  de  sorte  que  l'on  aurait 

91  les  termes  suivans  s'évanonissaat  vis*à-vis  de  4a  quân- 
n  tité  bfinie  oo  ;  or,  — =o  :  donc  on  aura  simplement 

00 

r 

n  Ce  cas  arrivera  toutes  les  fois  que  la  quantité  a 
Y)  sera  commensurable ,  c*est-à-dire  qu'elle  sera  expri-^ 
D  mée  par  une  fraction  rationnelle;  mais  lorsque  a 
9  sera  une  quantité  irrationnelle ,  alors  la  firactioil 
p  continue  ira  nécessairement  à  l'infini. 

1  a  1  •  »  Supposons  que  la  quantité  a  soit  une  expression 
7i  fractionnaire  r^^  AéxB  étant  des  nombres  entiers  don- 

(*)  Le  caractère  oo  est ,  comme  on  Toit,  celui  dont  les  analjf tei  ta 
ifenrent  pour  designer  nae  quantité  inCnie,  on  ce  qne  détient  aaé 
fractioa  dont  U  dénomînai»ear  i^akiouii  (f/ém.,  €8). 
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«  nés;  3  est  d'abord  éndent  qne  la  novabrê  entier  « 

A 

v  cpi  approchera  le  plus  de  -^^  sera  le  quotient  de  It 

n  dirbion  de  A  par  B^  faite  à  Pordinaire  ;  ainsi,  eft 
9)  nommant  «  ce  quotient  et  C  le  reste,  on  aura 

A  C       ,         ,      iî 

^-«  =  -;    donc    fc==^. 

D  Pour  avoir  de  même  la  valeur  entière  approchée  jS 

))  de  la  fraction  ^ ,  il  n'j  aura  qu*à  diviser  B  par  C,  et 

»  prendre  pour  fi  la  quotient  de  cette  division;  alors 
n  nommant  D  le  reste ,  on  aura 

t      ^      D  ,  D 

^  — jSr=^,  et  par  conséquent,  css^: 

D  puis  on  divisera  C  par  J9  ;  le  quotient  sera  la  valeur 
))  do  nombre  y^  et  ainsi  de  suite;  d'où  résulte  cette 
'^  règle  fort  simple  pour  réduire  les  fractions  ordinaires 
»  en  fractions  continues  : 

»  Divisez  â!  abord  le  numérateur  de  la  fraction  jiro^ 
»  posée  y  par  son  dénominateur^  et  nommez  le  quotient 
D  «*,  divisez  ensuite  le  dénomirkùeur  par  le  reste ,  et 
n  nommez  le  quotient  fi  ;  divisez  après  cela  le  premier 
«  reste  par  le  second  reste,  et  soit  le  quotient  y\con- 
1*  tiauez  ainsi  en  divisant  toujours  P avant  *  dernier 
TU  reste  par  le  dernier,  jusqu'à  ce  qu  il  se  présente  une  di- 
»  vision qui^e  fasse  sans  reste,  ce  qui  doit  nécessaire-' 
V  ment  arriver^  puisque  les  restes  sont  tous  des  nombree 
1»  entiers  qui  vont  en  diminuant;  vous  aurezla  fraction 
».  continue  '        . 

*+-  .   ï 
(^  +  2  +  1 

^^ t  4-  etc.  , 

'  »  qui  sera. égale  à  la  fraction  donnée»  p 
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1  aa^Cettê  règlcMt  précùément  oeil*  qnUl  faut  itiivn 
pour  tronver  I0  plus  grand  commnD  divùeur  des  nom- 
bres A  ^  B^  Afith. ,  61].  Si  Von  suppose  que  l'op^ra- 
Uop.so  termine  à  la  5*idiTisIon,oD  «nrï    - 


■  =  '  +  77. 


d'oà 
l'on 
tirera 


A  s=  ^  +  C, 
B  =  fiC  +  D, 
C  =  yD  4-  £, 
D  =  fE  +  F, 

E  ■■=  «F. 


^nations  ap  moyen  desquelles  on  remontera  de  la  râ- 
leur de  £  à  celles  de  :r^  et  de  £ ,  dont  le  dernier  reste 
F  sera  le  plus  grand  commun  diviseur. 

En  appliquant  ce  procédé  i  la  fraction  ^^  (Arilk' 
mêtique,  i63),  ou  trouvera  les  quotîens 

>.  4f9>  a  j  '  .  '.  4».. 
artc  lesquels  u  on  formera  la  fraction  pontinoe 
iio3         ^1 


laS.  n  Comme  dans  la  manière  ordinaire  de  &ire  les 
I)  diTisions,  on  preud  toujours  pour  quotient  le  nombre 
D  entier  moindre  que  sa  valeurexacte  ou  toutauplus  égal 
i>  i  cette  valeur,  il  s'ensuit  que ,  par  la  méthode  prédé- 
>  dente ,  on  n'aura  que  des  fractions  continues  dont  toi» 
•  les  dénominateurs  seront  des  nombres  poaitî&. 
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yi  Or  I  on  peut  aussi  prendre  pour  quotient  le  nombre 
«  entier  qui  est  imm4<Uatemenft  plus  grand  ^  que'  la  va- 
1»  leor  exacte,  lorsque  cette  yaleur  n'est  pas  réduc-^ 
V  tible  à  un  nombre  entier;  et,  pour  cela,  il  n'y  a  qu'à 
»  augmenter  d'une  unité  la  valeur  du  quotient  trouvé  à 
T)  la  manière»  ordinaire  ;  alors  le  reste  sera  négatif,  et  le 
ii  quotient  suifant  sera  nécessairement  négatif.  Ainsi 
»  Ton  pourra,  à  volonté,  rendre  les  termes  de  la  frac» 
7)  tioQ  continue  positifs  ou  négatifs.  r- 

D  Dans  l'exemple  précédent,  au  lieu  de  prendre  1  pour 
«  le  quotient  de  i  io3  divisé  par  887,  je  puis  prendre  a  ; 
7)  m^s  j'aurai  le  reste  négatif —671 ,  par  lequel  il  faudra 
11  maintenant  diviser  867  :  on  divisera  donc  1887  par 
D  —  671 ,  et  l'on  aura  ou  le  quotient  — ;  et  lereste  aiG , 
T>  ou  le  quotient  —  a  et  le  reste  •—  4^5.  Prenons  le  quo- 
9)  tient  plus  grand  —  1 ,  et  alors  il  faudra  diviser  lé  reste 
7)  •^£71  par  le  reste  216,  d'où  l'on  aura  ou  le  quotient 
D  ^^3  et  le  reste  —-  a3 ,  ou  le  quotient  —  4  et  le  reste 
V  iga.  Je  continue  la  division  en  adoptant  le  quotient 
1)  plus  grand  — 3^  j'aurai  à  diviser  le  reste  ai 6  par  le 
D  reste  — -a3 ,  ce  qui  me  donnera  ou  le  quotient  -4-  g  et 
t)  le  reste  g,  ou  le  quotient  — 10  et  le  reste  m  14,  «t 
D  ainsi  de  suite. 
))  De  cette  manière ,  pn  aura 

iio3  .1  ..,,,. 

— g  +  etc.  , 


r  où  l'on  voit  que  tous  les  dénominateurs sontu^ 

134.  n  On  peut  au  reste  rendre  positif  chaque  dénd- 
D  minatenr  négatif ,  en  changeant  le  signe  du  nutnéra^ 
it  teur;  mais  il  faut  alors  changer  'aussi' le^^signèdtt 
»  numérateur  suivant  i  car  il  est  clair  qu'on,  a  ^  ., 

**  +  —  +  !  —f^^l^L 

îT  +  «te.  îT  +  etc. 


s48"  craiPtÉMEWT  ■       r 

n  Eoniits  on  ponm,  ri  l'on  Tnt,  tén  HaptùSlré 
»  tons  les  signas  ' —  de  la  fraction  oontliui«,  et  la  lé^ 
n  dnire  à  une  sàtre  oà  tons  loi  termes  soient  positifs; 
»  car  OQ  a  en  général 


»  +  etc. 


=/•- 1+- 


n  comme  on  peut  s'en  convaiocre  aitément,  en  rédui- 
n  saut  ces  deax  quantités  en  fractions  ordinaires. 

Ti  On  pourrait  aassî,  par  un  moyen  lembJabla.iiitro' 
71  dnire  des  termes  négatif  à  la  place  des  poeitiA  ;  car 
»  on  a 


!•+-. 


■+.-±7- 


»  d'où  l'on  Toit  qne ,  par  ces  sortes  de  transEonnations, 
N  on  peut  quelquefob  simpliSer  une  fraction  conlinve , 
s,  et  la  réduire  ^onmopndre  nombre  de  termes ,  c«  qni 
n  anra  lien  toutes  les  fuis  qu'il  y  aura  des  dénominateurs 

V  égtnnc  à  l'unité  positire  ou  négative. 

1)  Eu  général,  il  est  clair  qne,  pour  avoir  la  fncticni 
n  contioue  la  pins  conrergeute  qu'il  est  possible  jeta  la 
n  valeur  de  la  quantité  donnée ,  il  faut  toujours  prendre 
»  pour  «,  fi,  y,  etc.,  les  nombres  entiers  qui  approchent 
n  le  plus  des  quantités  a,  b,c ,  etc.,  soit  qu'ils  soient 
n  plus  petits  ou  plus  grands  que  ces  quantités  :  or ,  il  est 
»  facilede  voir  que  si,  par  exemple,  on  ne  prend  pas 
»  pour  «  le  nombre  entier  qni  approche  le  pins ,  soit 
r>  en  excis  OU  en  défaut ,  de  a ,  le  nombre  suîrant  $  sera 
»  néoessairemeut  égal  à  l'unité.  Eu  effet,  la  différence 

V  eot^  a  et  a  sera  alors  plus  grande  qne  j; ,  par  conse- 
il quentdnaura  b= plus  petit  que  a  :  donc^  ife 

»  pourra  itn  qu'égal  à  l'unité. 
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' -  ^'A#a8i>  toutes  lea  fois  que,  dans. une  fracjtioii  oon-« 
9  ttûitie ,  on  trouvera  des  dénominateurs  ég»ux  à  runité*^ 
«  ce  sera  une  marque  que  Van  n'^  pas  pris  les  déxKmi-f 
7)  Dateurs  précédents  aussi  approchaos  qu*U  ^9>t  possible^ 
9  et  que  par  conséquent  la  fraction  peut  se  simplifier  en 
9>  augmentant  ou  en  diminuante^  dénominateurs  d*  une 
»  unUé  ;  ce  qu  on  pourra  exécuter  par  les  formules,  pré- 
n  cédentes ,  sans  être  obligé  de  refaire  en  entiei^  le 
D  calcul*  .  ' 

laS.  n  La  méthode  du  n^  lai  peut  servir  aussi  à  ré^ 
11  duireen  fraction  continue  toute  quantité  quelconque , 
a  pourvu  qu'elle  soit  auparavant  exprimée  en  déci-* 
ti  maies;  mais  comme  la  valeur  en  décimales  ne  peut 
9)  être  qu'approchée,  etqn*en  augmentant  d'une  unité 
n  le  dernier  caractère,  on  a  deux  limites  entre  lesquelles 
V  doit  se  trouver  la  vraie  valeur  de  la  quantité  propo- 
9  sée,  il  faudra,  pour  ne  pas  sortir  de  ces  limites,  faire 
9)  à  la  fois  le  même  calcul  sur  les  deux  fractions  dont 
9  il  s'agit,  et  n'admettre  eusuite  dans  la  fraction  conti- 
9),  nue  que  les  quotiens  oui  résulteront  également  des 
9  deux  opérations,  n 

Si ,  «par  exemple ,  il  s'agit  d'exorimer  en  fraction 
continue  la  racine  quarrée  de  a ,  dont  la  valeur  en  dé* 
cimales  est  entre  i,4i4^i3  et  1,414^14  >  on  aura  à 
réduire  en  fractions  continues  les  fractions  ordinaires 
suivantes  :  —^ ,  \Voill  \  on  trouvera  pour  toutes 
deux  les  6  premiers  quotiens  égaux  à  a  ;  mais  le  7* 
serait  3  pour  l'une  et  1  pour  l'autre  :  on  a  donc^  de 
cette  manière, 

fl  4"  ©te. 


i^  •      coliPtiMEilry  ' 

AuteàiB  ;  il  est  à  propos  de  remarquer  {foe',  qsklqai 
nombre  de  décimales  qu'on  ait  dans  la  valeur  de  la: 
raeine  quarrée  de  d^  la  fraction  continue  conserve  la 
même  fonne ,  comme  on  le  prouvera  plus  loin. 

tt  L'expression  décimale  du  rapport  de  la  cir^ 
9)  Ootiférence  au  diamètre  est^  par  le-ealcul  de  Yiète; 

79  Sy i4i 5936535  > de  sorte  qu'on  aura   la 

>  fraction  fl^ôo^îSoil'  ^  réduire  en  fraction  continue 
»  par  la  méthode  ci-dessus  :  or  >  si  Ton  ne  prend  que  la 
yi  fraction  fJlsH,  on  trouve  les  quotient  3, 7,  i5,  1 ,  etc.; 
m  et  si  l'on  prenait  la  fraction  plus  grande  f^èlf  »  on 
rt  trçuverait  les  quotiens  3^  7,  16^  etc.,  de  sorte  que  le 
f)  troisième  quotient  demeurerait  incertain  ^  d'où  l'oà 
9)  voit  que  pour  pouvoir  pousser  seulement  là  fraction 
»  continue  au«-delà  de  trois  termes ,  il  faudra  nécessair 
T)  rement  adopter  une  valeur  de  la  circonférence  qui 
ïi  ait  plus  de  six  caractères. 

rt  Si  l'on  prend  la  valeur  donnée  par  Ludolph  (Yan 
i>  Ceulen)  en  trente -cinq  caractères ,  et  qui  est 

3,14159  a6535  89793  a38^6  a6433  83279  5o988, 

ry  qu'op  augmente  d'une  unité  le  dernier  caractère  8 , 
11  et  qu'on  opère  ^n  même  temps  sur  l'une  et  l'autre 
w  valeur 2  on  trouvera  cette  suite  de  quotieiis,  3,  7, 
ri  16,1,293,  i,i,i,fl,i,3,  1,14,  a,  1,1,  a,  2,  fl, 3, 
TU  1 ,  84,  3,  I,  1,  i5,  3,  i3, 1,  4i  ^»  6,  6,  1  *,  de  sorte 
r)  que  l'on  aura 


circon 


diamètre  7+-ïr  .    1 

16  +  -^ 


1  +  •to. 


m  Comme  il  y  a  ici  des  dénominateurs  égaux  a 
tt  l'unité,  on  polirra  simplifier  la  fraction  ,  en  y  întro-« 


J 
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ii  dabant  de^  termes  négatifa,   par  les  formules' du 
19  n*  ifl4'>  ^  l'on  trouvera 

circonf.  ^3,1       , 
diamètre  7+-?        * 

3  +  etc.,    ^ 

»  ou  bien 

circonf.        -  ,    1 
diamètre  74 


laS.  )>  Après  avoir  expliqué  la  génération  des  frac- 
-n  tions  confinues  y  nous  allons  en  montrer  les  usages  et 
D  les  principales  propriétés.  .    . 

n  II  est  d'abord  évident  que  plus  on  prend  de  termes 
3)  dans,  une  fraction-  continue ,  plus  on  doit  approcher 
r>  de  la  vraie  valeur  de  la  quantité  qu'on  a  exprimée 
»  par  cette  fraction  ;  de  sorte  que  si  l'on  s'arrête  suc- 
n  cessivement  à  chaque  terme  de  la  fraction ,  on  aura 
T>  une  suite  de  quantités  qui  seront  nécessairement  con-^ 
V  yergentes  vers  la  quantité  proposée. 

D  Ainsi ,  ayant  réduit  la  valeur  de  a  à  la  fraction  con- 
n  tinue, 

^  +  -4.1 

^"^/+  etc., 

n  on  aura  les  quantités 

y 

))  ou  bien  9  en  réduisant  j 

«i9  +  1      €t&v  +  *  +  y 


etc. , 


fi        '  J8y  +  1         ' 

m  qui  approcheront  de  plus  en  plus  de  la  valeur  de  m. 


f 


95a  complCmeht 

n  Pour  ponroir  mieux  juger  de  h  hmA  de  h'  eon^ 
9»  rergence  de  cet  quantités,  nous  remarquerons  que^ 
>»  par  les  formules  du  n^  1 18 ,  on  9 

11  d'où  Ton  voit  d'abord  que  ce  est  la  première  valeur  ap« 
)>  prochée  de  o  ;  qu'ensuite,  si  l'on  prend  la  valeur  exacte 

t>  de  a,  gui  est  ^ .  et  qu'on  y  snbstitn.  pour  6  sa 

rï  valeur  approchée  fi ,  on  aura  cette  valeur  plus  appro- 

D  chée  — - — ,  qu'oQ  aura  de  même  une  .  troisième 


D  valeur  plus  approchée  de  ^ ,  en  mettant  d^abord  pour 

99  &  si  valeur  exacte  — ^  ,  ce  qm  donne 

c  ^ 

""         1c  + 1 


m  et  prenant  ensuite  pour  c  la  valeur  approchée  >;  par 
9)  ce  moyen ,  la  nouvelle  valeur  approchée  de  a  sera 

99  continuant  le  même  raisonnement  «  on  pourra  appro* 
p  cher  davantage ,  en  mettant  dans  l'expression  de  a 
-fi  trouvée  ci- dessus ,  à  la  place  de  c,  sa  valeur  exacte 

»         '    ■ ,  ce  qui  donnera 

ifiy  +  i)d+» 

S)  et  prenant  ensuite  pour  d  sa  valeur  approchée  ^;  de 
n  sorte  qu'on  aura  pour  la  quatrième  approximation  la 


% 
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Cela  posé  I  si  Ton  repréaente  par 

±      B^      C       D 
jt^     £'^     c     W* 

les  quatre  yalecm  approchées  de  à,  formées  ci-dessus , 
on  Toit  aisément  que 

B  ^Afi  +  1,  B'  z=2  0, 

C  =  By  +  A,  C.  =  ^>.  -f-  ^, 

D  =  Cl^  +  iP ,       ly  v=i  a^  +  ff, 

et  à  partir  de  la  troisième  ligne  de  c<ïtte  suite  de  Ta<« 
leurs I  on  reconnaît  une  loi  dont  il  est  facile  de  consta- 
tera coiitinnation  indéfinie*  En  effet  *^  la  valeur  exacte 
de  a,  rapportée  au  bas  de  la  page  précédente^  deye^ 
«aat  par  cette  notation 

_  CJ  +  /?    ;^ 

donne  cette  nouvelle  valeur  exacte , 

expression  de  même  forme  que  la  précédente ,  qui 

dévient  là  cinquième  valeur  approchée ,  quand  on  j 

toét  I  au  lieu  de  e,  et  qa*on  peut  représenter  alors 

■  tp' 
p«r  g, ,  ci  l'on  fak 

La  marcbe  de  ces  calcnh  lie  pouvant  plu»  changer  , 
il  l'enioit  que    ^ 


Le  numérateur  de  tune  quelconque  des  yàkurs-  d^-» 
prochées.qu*on  nomme  aussi  fracttons  conrergentes  » 
se  forme  en  multipliant  l'entier  du  dénominateur  dé 
la  fraction  intégrante  à  laquelle  on  s'arrête,  parle  nU'- 
mérateut  de  la  fraction  convergente  qui  précède  celle 
qu'on  cherche  ^  et  en  ajoutant  au  produit  le  numérateur 
de  la  pénultième;' il  en  est  de  'même  du  dénominateur. 

Les  deux  premières  firactioiis  conyoïi^ntes  vers  ^^f^ 
étant  7  et  |  (i  aa),  la  règle  ci-desaus  donnera  y  pouir  la 
3*  et  la  4% 

9>54-î  ^  46  a.4S+D  _  97 

.9.4+1  ""37'        a.37+4        78' 

et  ainsi  des  autres; 

-M^  Si  la  quantité  a  est  rationnelle  et  représentée  par 

9>  une  fraction  quelconque  ^^^  il  est  évident  que  cette 

»  fraction  sera. toujours  la  dernière  dans  la  série  précé- 
n  dente  ;  puisque  dans  ce  cas  la  fraction  continue  àera 
n  terminée^  et  que  là  dçrnière  fraction  de  la  série  ci- 
n  dessus  doit  toujours  équivaloir  à  toute  la  fraction 
»  continue. 

)i  Mais  si  la  quantité  a  est  irrationnelle ,  alors  la 
91.  fraction  coptin^e  allant  nécessaireoient  à  rinfini ,  on 
p  pourra  aussi  pousser  à  l'infini  la  série  des  firacticms 
>ï  Convergentes.    ♦  •    - 

.  1 37.  Y)  Examinons  maintenant  la  nature  de  ces  firac- 
n  lions;  et  d'abord  il  est  visible  que  les  nombres ^^ 
n  B,  C,  etc.,  doivent  aller  en  augmentant |  aussi  bien 
w  que  les  nombres  A',  ff ,  C\  etc.  ;  car ,  i*.  si  les 
n  nombres  ce ,  /S,  y ,  etc. ,  sont  touà  positifs ,  les  n6m- 
»  bresu^i  Bj  C^  eto.^^  A\  B",  C,  àjtc.^  seront  aussi 
n  tous  positifs  «  et  Ton  aura  éyideinment 

'  B<^À;    C>B,     D>C,    etc.,. 


*/v 


/ 
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»  a^.  Si  les  nombres  a,  fiyy,  etc.,  sont  tous  oa  en 

»  partie  négatifs  ,.  alors  parmi  les  nombres  A  ,  B", 

yt  C,  etc. ,  et  jf,  B\  C,  etc.,  il  y  en  aura  de  positifi 

it  et  de  négatifs  ;  mais ,  dans  ce  cas ,  on  considérera  que 

7t  Ton  a  en  général ,  par  les  formules  précédentes , 

B  .   î      ^  ,  A      D      .  .   B 

A  =  ^+2^     B  =  ^  +  B\     C^^+C^'^'V: 

Yi  d'où  l'on  voit  d'abord  que  si  les  nombres  «t,  ^,  y,  etc.» 
V  sont  d'iiFérens  de  Tonité ,  quels  que  soient  d*àilleurt 
D  leurs  signes ,  on  aura  nécessairement ,  en  faisant  abs** 

n  traction  des  signes,  --^  plus  grand  que  l'unité  ;  donc  -^ 

D 

it  moindre  que  l'unité,  pat  conséquent  j-  plus  grand  que 

j)  l'unité,  et  ainsi  de  suite;  donc::0  plus  grand  que'^; 
ii  C  plus  grand  que  B ,  etc. 

»  Il  n*y  aura  d*ei^ep|tion  que  lorsque  parmi  les  nom- 
D  bres  A,  fi,  y,  etc. ,  il  s'en  trouvera  d'égaux^  l'unité, 
ff  Supposons,  par  exemple,  qœ  le  nombre  Y  soit  le  {iref> 
»  mier  qui  soit  égal  à  db  i  ;  on  aura  d'abord  B  plus  ^and 
n  qaeA;  mais  C  sera  moindra  que  A,  s'ihàrrîve  que  la 

A     , 

n  fraction  jr  soit  de  signe  différent  de  y>  cequi  est  clair 

C  A 

T)  par  l'équation  "^^  v  4"  "^  >  parce  que  dans  ce  iças 

A  '  '  '^    ' 

»  y  4-  ^  sera  un  nombre  .moindire  que  l'unité.  Alors 
■if  « 

»  Z^  sera  nécessairement  plus  grand  que  iS;  cat  puisque 
^  >==  i:  1 ,  on  aura  (ifl6) 

-•-il        *  1         -t- 

cssAl-f^^    **     C'«^ -j^ss  3:  1* 


B56  COHrLÉMENT 

n  Or,  comme  c  et  d  soot  des  quantités  pins  grasdee  tfaê 
n  t'uinti(ii8),  il  sltclairqae  cette  équation  oe  pourra 
a  subaiater,  à  moins  que c  et  due  soient  de  même  signe; 
D  donc,  puisque  y  et  t'tont  les  Valeurs  entières  appro- 
n  chéejde(ret<2,ce3nooibre3Yet/de:vrontêtre  ansai 


f  être  de  même  signe  que  y,  à  causé  que  y  est  un  nonibre 
»  ientidr  et   •=  une  fraction  moindre  que  l' unité  ;  donc 

û 

f>  ^  et  /  seront  des  qnvitités  de  même  aigoe}  par  con> 

M  aéquent  -^  sera  une  quantité  positive.  Or,  on  a 
f  doDo>  multipliant  par  7,  on  aura 


«  donc  -^^intnno  quantité  positive,  il.est  clair  que 

s  -K  sera  plds  grande  qne  l'aBÎté  ;  donc  D  sera  plus 
V  j^and  que  £. 

r  De  là  on  voit  que  s'il, arrive  que  dans  la  série  A,  S, 
w  C,  etc.,  ilse  tronveuntermequisoitmoindreque  le 
n  précédent,  le  terme  suivant  sera  nécessairement  plus 
w  grand  ;  de  sorte  qu'en  mettant  i  part  ces  termes  plus 
»  petits ,  la  série  ne  laissera  pas  d'aller  en  augmentant. 

»  An  reste ,  on  pourra  toujours  éviter,  si  l'on  veut, 
n  cet  inconvénient ,  soit  en  prenant  les  nombres  et ,  ^, 
»  y,  etc.  t  tons  positifs ,  «oit  en  les  prenant  tous  dif. 
«  férens  de  l'anité ,  ce  qui  est  toujours  possible. 
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y>  On  fera  les  mêmes  raisonnemens  par  rapport  à  la 
V)  série  "A ^  ^,  C ^  etb.^  dans  laquellf  on  a  pareillement 

»  d'où  Ton  déduira  des  conclusions  semblables  aux  pré- 
n  cédantes*  » 

ia8»^  Maintenant  I  si  l'on  élimine  R  entre  les  équa- 
tions qui  donnent  BetB'{^  page  aSS  )  »  (  en  observant 
d*écrire  B^=zA'fi) ,  puis  7  entre  les  équations  qui  don-» 
nent  C  et  O,  et  ainsi  de  suite ,  n  on  trouvera 

Bjf  —  Aff^i,     Cff'^BCTi=zAB''-^BA\ 
Da—CD':=±BC  —  CB',    etc., 

i>  d'où  je  concfns  qu'on  anra  en  général  . 

Bjf  —  AB'  =z  i, 

CB    —  BC  =  —  1  ,;»  :- ::  :     • 

DC  —  ÇP"  =  i, 
ED'  —  DE"  =  —  1, 

etc.  *    '    ^ 

i>  Celte  propriété  est  très  remarquable ,  et  donne  lieu  à 

it  plusieurs  conséquences  importantes. 

ABC' 
)»  D'abord  on  voit  que  les  fractions  -p,  ■^,,  p,  etc. 

n  doivent  être  déjà  réduites  à  leurs  moindres  termes  ; 
n  cÉr  si ,  par'  exemple  ,C  et  C  avaient  tin  commun  di« 
n  viseur  autre  que  l'unité,  le  nombre  entier  Cff-^-^BO 
»  serait  aujisi  'divisible  par  ce  même  diviseur  |  ce 'qui 
n  ne  se  peut,  à  cause  de  CB'  — r  ^C=  tt-.L; 

fi  Ensuite,  si  l'on  met  les   éqètations  j^écédentes 
n  sous  cette  forme  :  r 

£  —  ^  —  _    ' 

Compl.  des  Elém.  dAlg.  1 7 


D   _  I 


îrque  les  différences  entre  lesftactitni» 

■    ,  .   -^    :  B.    '.C    ■ 

aserie -r^,  ^,  ^,  etc.,  yçat  coutw 
ftainnaat  j  de  sorte  que  eettesétfe  est 

:  tODTCEgeÙt*.  .    ,    :        'i 

lue  )g  dilEéreace  estre  ^ux.  fftctiona 
bfinisLpetite  qu'il  e^lpoMibke,  en  aorte 
lêmea  fractions  il  ne  saurait  tomber 
ractton  queîconque ,  a  moins  qu'elle 
lûnaiear  j^a  ^ànd  que  ceux  de  ces 

par  exemple  -,  tes  deux  fractions 
la  dUTéreoce  est  Tm  i  ^^  supposons  , 

.  qu'il  existe  une  autre  fraction  — :  dont 

i  entee  c^m  dç  c«(^ux  fiaotipiv  .  et 
!  dénomiriateur  nsoit  moindre  que  C 

■■'ni  ,  .  '■'  ■'  -"e--    V 

im,-^  ioit,  se  uoitMu:  eatç»  -^^^ 

■     '  A.    ■  m     "'p-  ■'"  ■■ 

<9V«  UiditEérMCft  ^tr^^-r-st  .^a  gqi 

D       c         .'.,'',. 
e  entre  ^  et  r^  ;  a^u  il  est  clair  que 

laiirait  être  <■  i  /et  que  par  consé- 

.     itC—tnC       "^         , 
Bce  — :-j5ï— -ne-peut  ôlre  moindre 
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11  que  -^  :  dope  ^i  n  ^  £>%  cette  différ^ce  seça  né*- 

$  cessaireiçent  plna  gfSLXiàp  quie  ^^n*De  qatin^  Iji.difr 

m      D  ' 

^  férence  entre  -jj  et  g|  t^a  pquyant  être  flui  iMUite 

A  qae  -^ ,  sera  x^cess^ire^apt  plufltgTftnde/qae  ^m  > 
T»  si  »  <  C,  an  lieu  qu'elle  devrai}:  être  plus  petite. 

119.  |)  Voyou»  piéaentânient  deeombien  chaque 
n  IrtMion  ^  k  «érie  -rp,  ^ ,  de.  ^  approchera  de  la 

1)  Talent  de  la  quantité  a.  Pour  cela ,  on  remarquera 
n  que  tes  formules  trouvées  dan»  le  n^  \%î  donnent' 

_  Bc  -^  A   • 
_  Cd  +  .g.  - 

t 

"n  et  ainsi  de  suit^e,  .  ^  ^ 

»  Donc  y  si  Toa  veut  sayoir  de  con&bieft  lafraction  -^  , 

»  par  exemple,  approche  de  la  quantité  a ,  on  cherchera. 

O    * 

»  la  différence  ei^re  -p^ .  et  a^î  ep  prenant  pour  )a  la 

»  quantité  ^  iT^  1  w  auri^  ' 

.    C_Cd^B      C       BC^CB'  i 


aSo  COMPLÉMENT 

n  à  cause  de  BC —  CB'=  i  (ia8)  :  or,  comme  on  sup- 
r  pose  que  ^  soit  la  valeur  approchée-de  d,  en  sotte 
n  que  la  différence  entre  tf  et  /  soit  moindre  que  l'a- 
»  nité  (i  i8) ,  il  eerdair  que  la  valeur  de  d  sera  reu- 
n  fermée  entre  les  deux  nombres  ^  et  J"  dl  1  (  le  signe 
»  supérieur  étant  pour  le  cas  où  la  valeOT  approchée  ^ 
1)  est  moindre  que  la  véritable  d,  et  le  signe  inférient 
i>  pour  le  cas  où  ^  est  plus  grand  que  d) ,  et  que  par 
»  conséquent  la  valeur  de  C'd  +  B*  sera  aussi  ren- 
11  fermée  entre  ces  deux-ci,  Oi'+B' tt  C(/±i)-4-^, 
n  c'est-à-dire  entre  lY  %t  ff  ±.C'  :  donc ,  la  dilFé- 

n  reiice  a  — ^  sera  renfermée  entre  ces  deuxlimites 

"  es-  c\àizC)  •  ''■°"  '■"  P°°""  '"S"  """ 

Il  degré   d'approximation   de    la  fraction    p;. 
i5o.  D  En  général ,  on  aura 
«--*   J.     ■ 


B'         B-iB'c  +  ^y 


.  c  ^  acd+B'y 

_  D  1 

°  ~  C         D'(D'e  +  C)' 

if  et  ainsi  de  suite. 

»  Or;  si  l'on  suppose  que  les  valeurs  approchées  «  , 
v  fi,y,  etc.,  soient  toujours  prises  moindres  que  les 
n  véritables ,  ces  nombres  seront  tous  positifs ,  aussi 
»  bien  que  les  quantités  b,  c,  d,  etc.  (ii8)  ;  donc  les 
B  nombre» >4,  B,  C,  etc.,  A't  B',  C,  etc.,  seront  aussi 
«  tous  positifs  ;  d'où  il  suit  que  le*  différences  entre  la 


N 
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»,  ^       r         ,  A       B       C 

)î  quantité  a  et  les  tractions  -p,   -^^    -^ ^  etc.,  seront 

})  alternatiyeiAé&t  positives  et  négatives;  c'est-à-dire  que 
)>  ces  fractions  seront  alternativement  plus  petites  et 
ts  plus- grandes  que  la  quantité  a. 

n.  Pour  connaître  les  limites  de  l'approximation ,  il 
p  faut  observer  que ,  comme  i>/S,  c]>y,  d>  ^,  etc., 
))  (ftyp.) ,  on  aura 

trd + ^'>  Ci^4-  5'  >  zy,  etc. ; 
w  etcomme6<l8  +  i,a<y  +  i,  rf  <Éf^+i,on  aura' 

Crd+^<C(i^+i)  +  5'<D'4-C,  etc.; 
)»  de  sorte  que  les  erreurs  qu'on  commettrait  en  prenant 

A       H       C 

»  les  fractions  -j?,  -^^  -j^,  etc. ,  pour  la  valeur  de  a, 

»  seraient  respectirement  moindres  que 

1  1  1 

Att'    Wc'    cty       ' 

))  mais  plus  grandes  que 

n  d'où  l'on  voit  combien  ces  erreurs  sont  petites ,  et 

,n  combien  elles  vont  en  diminuant  d'une  fraction  à 

>»  l'autre. 

A     B 
»  Mais  il  y  a  plus  :  puisque  les  fractions  -^ ,  ^ , 

C  .  , 

'^  -^f  etc.,  sont  alternativement  plus  petites  et  plus 

T»  grandes  que  la  quantité  a ,  il  est  cl^r  que  la  valeur 
»  de  cette  quantité  se  trouvera  toujours  entre  deux 
n  fractions  consécutives  quelconques.  Or  ;  nous  avons 


i>  vu  ci-dessiu  ( 
»  Ml»  frsctKN 


»  rsa  de  cnuc 
n  conclure  gae 
»  prime  la  tpu 
n  faire  tonte  ai 
■  n  minatenr  sen 

.■a  Tante,  b'ast-i 

»  exprimera  la 

n  autre  fractia 

i3i.  -n  Sile 
.  »  tontes  on  en 
y>  alors,  parmi 
11  de  négatif  ( 
n  qne!-uiu  des 
n  C,  etc.; par 

«t.on.-j„^ 

n  plua  alterna 
»  dans  le  tal 
n  fracliona  n'a 
n  dea  limites  e 
»  tage  d'une  t 
n  conséquent 
n  les  iraetlone 
»  tons  positifa 
t)  ta  suit*  tfat 
i3fi.  i<  Soit 
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k  ii  ^aoâ  l«queU«  les  fittotiMi»  «ont  alMihàtWetiiéiit  plus 

i  »  petite  et  plus  gnitidâii  que  te  qnâfttké  n  ;  ii  est  "dafr 

:  n  qu'on  ^urra  {lartagernettS' dévie  en  ôès  de4»t^d  : 

^  A       C       'ÎÈ '''''■  ■'         \ 

,  jy     ^,     :^,    .^Ç.i 

r.  ^  B       D       F 

«     •    •    '• 

))  La  première  aéra  compo^ie  à»  fmctioiiâ  ^^mte^  plus 
)i  petites  que  a ,  et  qui  iront  en  augnlefltaal  vers  la 
))  quantité  a;  la  seconde  sera  composée, de. fractions 
n  toutes  plus  grandes  que  û,  mw  qui  iront  en  dûni- 
n  nnant  vers  cette  même  quantité,  n 

La  marche  de  chaque  série  se  déduit  aisément  de 
la  suite  d'éqaatîOBs  qniî  tètmioe  la  page  ûSy  et  com- 
mence la  page  a58.  En  ajoutant  d'abord  la  i'^  et  la  d^, 
la  3«  et  la  4*,  etc. ,  «  vi^nt 

e        A  l      C—A'  y      ,    ^, 

£  _  £ i_   Ef'-^C  _  _^ 

ET        C  ~  CE''     jy      ~.C£" 
etc. , 

ce  qui  fait  connaître  lés  différences  des  firactions  de  la 
1'*  série  :  celles  des  fractions  jde  la  fl^  série  s!obtien«ent 
en  ajoutant  la  a^  des  équations  citées  et  la  ^%  la  4"  et 
la  5*,  etc. ,  ce  qui  donne  ,'       •  v 

D   _  ^   _        j_  D'—B' i^ 

D        B  ~        ffiy'     C       ~        B'r/^ 

E^'_^_  _  _}_  /^— zy ç__ 

F'        D'~        ÏVF*'     E!       ~        t/F"  f 
etc. 

u  Si  les  nombres  y^  /^  %,  «tc.^  paient  tous  ^atix  à 
n  Tunité ,  on  pourrait  prouver,  comme  dans  le  n°  1128 , 
w  qtf  entre  deux  fractions  consécutives  quelconques  de 
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1)  Tune  ou  de  Tautre  desaéries  précédentes,  il  ne  pourrait 
»  jamais  se  tronyer  aucune  autre  fraction  dont  le  déno- 
n  minateur  serait  moindre  que  ceux  de  ces  deux  frac- 
à  ))  tions  ;  mais  il  n'en  sera  pas  de  n^ême ,  lorsque  les 
ii  nombres  y,  /^^  i,  etc. ,  seront  difFérens  de  l'unité  ;.  car 
»  dans  ce  cas  ^  on  pourra  insérer  entre  les  fractions  dont 
y)  il  s'agît  autant  de  fractions  intermédiaires  qu'il  y  aura 
r>  d'unités  dans  les  nombres  y— i,/— i,  •  —  i,  etc.; 
n  et,  pour  cela,  il  n'y  aura  qu'à  mettre  successivement 
fi  dans  les  valeurs  de  C  et  C'  (laS) ,  les  nombres  i , 
»  &,3,....  y— 1>  à  la  place  de  y  ,  de  méijie  dans 
»  les  valeurs  de  Z>et  ZX,  les  nombres  i ,  a,  3,.../'— i ^ 
»  à  ia  place  de  ^ ,  et  ainsi  de  suite. 

i33.  »  Supposons ,  par  exemple  ^  que  y  soit  ^s:^^  an 
i;  aura 

C=4B+A    et    C'—4B'  +  A\ 

•       ,      A       C        , 

yi  et  on  poun^a  insérer  entre  les  fractious  --p  et  y^,  trois 

)>  fractions  intermédiaires*,  qui  seront 

B  +  A      2B  +  A      3B  +  A 
ff^Â'^    aB'+A"     iB'+A'' 

»  Il  est  clair  que  les  dénominateurs  de  ces  fractions 
Y)  forment  une  suite  croissante  par  des  différences  éga- 
yi  les ,  depuis  A!  jusqu'à  (7,  et  les  numérateurs  depuis 
ï>  A  jusqu'à  C;  et  nou^  allons  voir  que  les  fractions 
n  elles-mêmes  croissent  aussi  continuellement  depuis 

A  C 

»  —,  jusqu'à  -j^ ,  en  sorte  qu'il  serait  n^aint^najut  im- 

»  possible  d'insérer  dans  la  série 

A     B  +  A    JiB  +  A    ZB  +  A    4^  +  A       C 
A"  B'  +  A"'  aBf^A'  ZB'+A"  ÎB'+A'     C 

«)  aucune  fraction  dont  la  valeur  tombât  entre  celles  dqs 
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»  denx fractions  consécutives,  et  dont  le  dénominatear 
j)  se  trouyât  aussi  entre  ceux  des  mêmes  fractions  ;  car 
ff  si  Ton  prend  les  différences  entre  les  fractions  pré- 
j)  cédentes^  on  aura,  à  cause  de  BA'^^AJ^^sn  i , 

B  J^  A  _A^  _  1 

B!^A'        A'^  A{fif'\^A!y 
%B^  A        B  +  A  _  1 

nB'+  A'  ~  B'  +  A~  tB'+A')ifiB'+Ay 

5B  +  A        qB  +  A^ 1 

Sfl'+uT  ~  ZW+A'  ^  (îàB'+A^Sff'^Ay 

C  _  3B  +  A 1 

C        ZB'+A'  ~  (3^  +  A')C  "• 

»  doù  l'on  Toit  d'abord  que  les  fraci;ions--j7,  '^/ V  >)^^<^% 

»  Yont  en  augmentant,  puisque  leurs  différences  sont 
«toutes  positives.  Ensuite,  comme  ces  différences  sont 
»  égales  à  Funité  divisée  par  le  produit  des  deux  dénomi- 
»  natenrs,  on  pourra  prouver,  par  un  raisonnement  ana- 
»  logae  à  celui  que  nous  avons  fait  dans  le  n°  laS,  qu'il 
^  est  impossible  qu'entre  deux  fractions  consécutives  de 
n  la  série  précédente,  il  puisse  tomber  une  fraction  quel- 

»  conque  —,  si  le  dénominateur  n  tombe  entre  les  déno- 
n 

»  mioateurs  de  ces  fractions ,  ou ,  en  général ,  s'il  est 

*  plus  petit  que  le  plus  grand  des  deux  dénominateurs. 

»  De  plus,  comme  les  fractions  dont  noqs  parlons 

Il  sont  toutes  plus  petites  que  la  vraie  valeur  de  a ,  et 

»  que  la  fraction  jr,  est  plus  grande  ,  il  est  évident 

»  que  chacune  de  ces. fractions  approchera  de  la  quan- 
'i  tité  a ,  en  sorte  que  la  différence  en  sera  plus  petite 
n  que  celle  de  la  même  fraction  et  de  la  fraction 

^  -g*  Or ,  on  trouve 
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A         B  1 

^^^m      AMMto     4**v       ^"??^      ^^^«      «AaAtesA^ 

ai?  +  J  _B  ^  1 

))  donc,    pDisque  ces  difTéreACte  sont  aussi  égales  à 

)i  rjinité  di?isée  par  le  produit  des  dénominateurs ,  on  y 

.19  poiitYa  appliquer  k  taétne  rAâottaênisnt  du  n*  ifi8> 

m.  * 

*r  pour  prouver  qu'aucune  fraction  ^  ne  saurait  tomber 

■  j      r.     .        A     B  +  A     ' 

w  enlr^  une  qaekonque  des  fractions  -j?,    BVV  " V  > 

«  ^»/"  :    v»etc. ,  et  la  fraction  -=> ,  si  le  déftomina- 

1)  teur  11  est  plus  petit  que  celui  de  la  même  fraction; 
»  â*où  il  suit  que  chacune  de  ces  fractions  approche  plus 
M  de  la  quantité  a  que  ne  pourrait  faire  toute  autre 
)^  fraction  plus  petite  que  a ,  et  qui  aurait  un  dénomî- 
»  nateur  plus  petit,  c'est-à-dire  qui  serait  conçue  en 
))  termes  plus  simples. 

i34*  »  Nous  n'ayons  considéré  dans  le  numéro  pré- 

A 

Yi  cèdent  que  les  fractions. intermédiaires  etitre  -p  et 


A 


C  ' 


*.)  j^  ;  il  en  sera  de  même  des  fractions  intermédiaires 

^     C       E  B       G  .  ^ 

»  entre  -^  et  ^,  entre  ^  et  ^,  etc. ,  si  i ,  ^  ,  etc. , 

))  sont  des  nombres  plus  grands  que  l'unité. 
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»  On  peut  auAsi  appliquer  à  l'autre  série  ^,  >  j^, 

F  ' 

n  -=r, ,  etc.»  txmtce  que  nous  venons  de  dire  relativement  à 

A     C 

n  lapÉenlîèteisérie-^^  ^^  étende  sorte  que  si  les  nom- 

)«  bres  i'fZt  ^^^•>  sont  plus  grands  que  l'jinité»  on  pourra 

«  insérer  entre  les  i{actions  75/  et  yp ,  ehtife  jp  et  ^,  etc., 

»  différentes  fractions  intermédiaires^  toutes  plus  gran- 

n  des  que  a»  mais  q«i  iront  continuellement  en  dimi- 

))  nuant ,  et  qui  seront  telles  »  qu'elles  exprimeront  la 

))  quantité  a  plus  exactement  que  ne  pourrait  &ire  au- 

ii  cnne  autre  fradion  pifis  grande  que  a,  etxpii  serait 

))  conçuû  en  termes  plus  «impies.  ^ 

•a  t)e  plus  9  ai  /3  est  aussi  u;i  nombre  plus  grand  que 

})  Tunîté ,  on  pourra  pareillement  placer  avant  la  frac- 

.      B     .     r     ^       A+i     qA  +  i     ÎA+i  ^ 
»  tion  -5w,  las  tractions  — =—,  _—  ,    ,  etç.^ 

,,  fiA  +  i  B        ^  ^     1 

»  îniqu à   ■■  ■     ■  •  ,  ou    «  ;    et  ces   tractions    auront 

)i  les  mêmes  propriétés  que  les  autres  fractions  înter- 
T)  méifiâiteç* 

)»  De  «étte  manière ,  on  alsm  donc  ces  deux  suites 
«  complètes  de  fractiods  tioAtelrgeAtes  vers  la  quantité  a. 

Pnt^fioii^  àtoissantes  et  plus  petites  que  a. 
A^     B  +  A      s^B  -^  Â  (y  ^  i)B  +  A 

C      D  >f.  c      ftDjf  jC  (t  ->  i)D  +  C 


etc. 
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Fractions  décroissantes  etplus  grandes  que  a. 
Â+i     g^+>     5^4- »  Qs— 1)^  +  1 


B      C+B    aC+B  (/  — QC-t-g 

B"  cqrë"  â^fl"-'  (/-i)C-M'' 

D     E+D 

W  W+D"  "'"■' 
etc; 

»  Si  la  quantité  a  est  imdonnelle,  les  deux  séneapré- 
»  cédentea  iront  à  l'infiDÏ,  puisque  ]a  série  des  fractioiu 

1)  -ji,-^,  Tf,  etc.,  et  qu^noiu  nommerons  dans  la  suite 

fl  fractions  principaîes,  pour  les  distin§aet  des  frac- 
■n  tions  intermédiaires,  va  d'elle-même  k  l'infini  (136). 
'  n  Mais  si  la  quantité  a  est  rationnelle  et  égale  à  une 

i>  fraction  quelconque  -^ ,  nous  avons  tu  dans  le  numéro 

n  cité,  que  ta  série  dont  il  a'agit  sera  terminée ,  et  que  la 
n  dernière  fraction  de  cette  série  sera  la  fractîdn  même 

r>  -A  ;  donc  cette  fraction  terminera  aussi  nécessaire- 

11  ment  une  des  deux  séries  ci-dessus ,  mais  l'autre  série 
n  pourra  toujours  aller  à  l'inEhi. 

»  En  effet ,  supposons  que  ^  soit  le  dernier  dénomi- 


I  nière  des  fractions  principales;  la  série  des  fractions 
I  plus  grandes  que  a  sera  terminée  par  cette  même  frac- 

)  tion  jp,  et  la  série  des  fractions  plus  petites  que  a 
I  se  trouvera  nalureltement  arrêtée  à  la  fraction  -^ , 
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vi  qui  précède  ^  ;  mais  pour  continuer  n  cette  dernière 

série ,  il  suffit  de  remarquer  que  la  fraction  qui  sui- 
D 


Yrait 

D" 

savoir , 
E 

c 

4 

J>  + 

c 

1 

- 

^  + 

£' 

c 

a  se  réduit  à  jy ,  quand  c  :s  oo ,  ce  qui  arrive  lorsque 

D  ^  est  le  dernier  dénominateur  (lao).  Or^  par  la 
»  loi  des  fractions  intermédiaires ,  il  est  clair  qu'à 
n  cause  de  f=oo,  on  pourra  insérer  entre  les  frao»- 

C       E 

7)  tions  -p^  et  r^   une  infinité   de   fractions  intermé- 

»  diaires ,  qui  seront    s 

Z7  +  C      flP  +  C      ZD  +  C 

ly+c   aty-^c*  3^+^'  ^*^' 

c 

n  Ainsi 9  dans  ce  cas,  on  pourra^  après  la  fraction  -jg 

ji  dans  la  première  suite  de  fractions ,  placer  encore 
n  les  fraction^  intermédiaires  dont  nous  parlons ,  et  les 
n  continuer  à  TinEni. 

i35.  n  Une  fraction  exprimée  par  de  grands  nombres 
»  étant  donnée,  trouver  toutes  les  fractions  en  moin^ 
9)  dres  termes,  qui  approchent  si  près  dé  la  vérité ,  qu'il 
»  soit  impossible  d*en  approcher  davantage  par  des 
»  fractions  plus  simples. 

1)  Ce  problème  se  résoudra  facilement  par  la  théorie 
n  que  nous  venons  d'expliquer. 

»  On  commencera  par  réduire  la  fraction  proposée 
7>  en  fraction  continue ,  par  la  méthode  du  n^  lai  ,  en 
n  ayant  soin  de  prendre  toutes  les  valeurs  approchées 
y*  plus  petites  que  les  véritables ,  pour  que  les  nombres 


tyo  COUVLEHENT 

I  (t,0,}-,etc.,  soient  Ions  posîtifif,  ensuite,  à  t'aide 

I  des  nombres  trouvés  *,fi,y,  etc.,  on  fermera,  d'après 

I  la  règle  du  n'iaG,  les  fractions  ■-; ,  ^,  ^,   elc.  , 

)  dont  la  dernière  sera  nécessairement  la  mCine  que 
)  la  fraction  proposée, parceque,  dans  ce  cas,  lafrac- 

I  tioD  contiaue  est  terminée.  Ces  fractions  seront  al- 
>  tematiTement  plus  petites  et  pJus  grandes  que  la 
t  fraction  donnée  ,  et  seront  snccessiTement  conçues 
)  en  termes  plus  grands;  et  de  plus,  elles  seront  telles, 
t  que  chacune  de  ces  fractions  approcliara  pins  de  la 
4  fraction  donnée ,  que  ne  poorrait  fair*  toute  antre 
it  fraction  quelconque  qui  sertit  conçue  m  termes  plus 
». amples.  Ainsi  on  aara  parcs  moyefi  tontes  lesfrac- 
n  tions  conçues  en  moindres  termes  que  la  proposée  , 
i>  qui  pourront  satisfaire  au  problème. 

»  Que  ai  l'on  rent  considérer  en  particutiei  les  frac- 
n  tions  plus  petites  et  les  fractions  pins  grandes  que  la 
n  proposée,  on  issénra  entr«  les  fractioat  précédentes 
n  autant  de  fractions  intermédiaires  que  l'on  pourra , 
»  et  l'on  tn  formera  deux  suites  de  fractions  oonrer- 
0  gentes,  les  unes  toutes  plus  petites  et  l«s  antres  toutes 
»  plus  ^andes  que  la  fraction  doiutée  (  iSn,  ^53  et 
»  i34)  >  chacune  de  ces  suites  aura  en  particskËer  les 

II  mêmes  propriétés  que  la  suite  des  fractions  priaçi- 

n  palfls  -^„  -=1,  jni  etc.  f  car  les  fraction»,  dans  cba- 

]i  que  suite  ,  seront  successivemept  conçues  en  plus 
•n  grands  termes ,  et  tienne  d'elle  approchera  plijs  de 
»  la  fraction  proposée ,  que  ne  pourrait  faire  aucune 
n  aufre  fraction  qui  serait  pareillement  pins  petite  ou 
n  pins  grande  que  la  proposée,  mais  qui  serait  conçue 
n  en  termes  plus  sifaples. 

n  Au  reste,  il  peut  arriver  qu'une  des  fractions  intér- 
im médiaires  d'une  série  n'approche  pas  si  près  de  la 
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))  fraction  donnée  »  qu'use  d^s  fractions  de  Fautre  aé^ 
»  rie,  qooiqu^  çQx^uç  en  tarmes  mmm  simples  qtie 
)i  celle-ci;ce«t  pourquoi  il  v»  çomimt  lâ^employer  les 
»  fractions  intermédiaires ,  que  lorsqu'on  v^nt  que  le» 
))  fractions  cherchées  soient  toutes  plus  petit<QS  oti  toutes 
))  plus  grandes  que  la  fraction  doi^née^  . 

i36.  Yi  Suivant  La  Caille ,  Tannée  solaire  est  de  365^5'^ 

«  48'  4.9''>  ^t  par  conséquent  piud^  loiigue  de  5'^48'  49" 

yi  que  l'année  commune,  ^bi  est  de  365^;  si  cette  dif- 

})  férence  était  exacteni^ht  de  six  heures,  elle^donne- 

»  rait  un  jour  au  bput.  de  quatre  années  communes  ; 

1?  mais  si  l'on  veut  s^yoît  au  juste  au  bout  de  combien 

»  d'année»  coxuinun^s  cette  difFérence  peut  produire  un 

n  certain  nombre  ife  jours ,  il  faut  chercher  le  rapport 

îî  qu'il  y  a.  entre  ^4/^  et  5*  48'  49*^5  on  trouve  ce  rapport 

''  ==  ll?l|  •>  <fe  ^orte  qu'on  peut  dire  qu'au  bout  de 

))  86400  «nnles  commuues  ,    il    faudrait    intercaler 

»  aogag  jouifs  pour  les  réduire  à  des  années  tropi- 

a  qoee-  (*)*'" 

n  Co]9Uxie  le  rapport  de  86400  à  20929  est  exprimé  en 
«  termes  fort  grands,  on  propose  de  trouver  en  des 
»  termes  plus  petits  4jQI  caj)^>0Ktâ;a,i|gsî  i^iy[)^rcdbés  de 
»  çdttïMSi  qu'il.^si  pf)ssibW  .  sî  /. 

n  On  réduira  donc  la  fraction  fffî|  en  fraction  çon- 


H  '•<»%<   4  «« 


(*)  OprpppçWe  d^ti^ni^e  «a^ffrç  oji^  a/^nm  ^opiqua  l'e^pçice  fie  tenips 
([u'il  fant  pour  ramener  la  terre  dans  la  même  position  à  l'^vd  du 
soleil.  Les  astronomes  ont  conclu  des  observations ,  que  cet  espace 
est  de  365  jours  5  heiiras  4^  ^^ntes.  49  seooiîdes^  4t  il  a^it  à»  là 
qn^au  b^«t'  de  |dâ  jonfil^  ou  d'iUie  anAée  tMle^  JI  s'e«  faut  de 
5  heures'  48  minutes  4d  secondes  ^ne  la  terre  n^ait  aehevé  sa  revo- 
Hition  atttcmr-^Q  tokil^  Ce  eompMmetM  «e  trouve  compris  dan^ 
r«a0uâ^  ««vr^nic,  ^^'Ù4»k  pécnéoent.deÇ  beanss,  4  ^^«o^ltiontt 
reoipUroJjBni  4  aQ«  et  xu),  jour. 

Les  jouirs  qu'on  ajoute  pour  ^corder  les  revqlutjioxiis  de  JU  tarre 
avec  les  années  cîtîlcs ,' 's'appellent  7*011  r*   iniercalaims ,  ou  i/ifer- 
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n  tinue  par  la  règle  donnée  dans  le  n°  lâi.  )i  En  dlspo-* 
sant  TopératioD  comme  ci-dessus ,  les  dividendes  seront 
placés  à  la  gauche  des  diyiseuiis,  ce  et  l'on  aura 


aogag 


86400 
8371G 


a684 


4=« 

20920 
18788 


âi4i 


7=^ 

a684 
2141 


543 


»=> 


ai4i 
1629 


5l2 


3=^ 


543 

5ia 


3i 


1  =i 


5i2|i6=Ç 


Ï6l3i 
16 

i5 


1=9 


16 
i5 


i|i5 
o. 


»  Connaissant  ainsi  les  quotîens  et,  fi,  y,  etc. ,  n  la 
règle  énoncée  à  la  fin  du  n^  126,  fera  trouver  aisément 

la  série  des  fractions  principales ^  --p  >  -^  >  etc.  ;  et  en  les 

plaçant  soas  les  qootiens  qui  leur  correspondent,  il 
viendra 
4,  7,     1,     3,.    1,     16,       1,       1,       i5, 

A      iâ      il      ill       U§JL      fyo4-      f.g65      ,j^^5  69      SS4o> 
1*      7    >   T^>     31    >     39   ?     655   f     694. >    ^349'   SoJ "a?  > 

ic  OÙ  Ton  voit  que  la  dernière  fraction  est  la  méipe  que 
»  la  proposée.;!)  Si ,  dans  cette  opération,  l'on  rencoilitre 
quelque  difficulté ,  elle  sera  levéepar  les  détails,suivans. 
a  On  écrira  d'abord  la  suite  des]quotiens  4>  7>  etc., 
))  et  on  placera  au-dessous  les  fractions  qui  en  résultent. 


.1 
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^  La  première  fraction  anrft  toujours  pour  nùméra- 
)7  telirle'^nombrë qui  est  aiNiës^us,'^  ^>6ûr  dénoiuinà- 

»  iM'i^ôôïàdeànïàpoucnmét^ur  le '" produit. du 
»  ikabre  qmty  ek'aa^ëssus-  par  ]e:homâ;ateur  de:  la^r 
j)  ^temière,  p^ns  'ruiiité  y  et  poiur  dénominateur  Je: 
})  nombre  :  mêma:qni  est  au-dëasus.^  -^  î  '  '     .';,:•)!;',..  . 

i  La  troisième  abra  pouc  nuniérateur  le  produit  du 
V  nombre  qui  y.  est  au^èssnJs  par  le  numérateur  delà* 
n  seconde  y  plus  celui  de  la  première ,  et  de  même  pour 
9)  dénominateur  le  prqduit  du  nombre  qui  est  att-des- 
})  sus  par  le  dénomîsiateur  de  la  seconde  ;  plns^  celui'  de 
»  la  première.'  ...    « 

»  Et  en  général  (  â*après  la  règle  du  ii^  ià9 )  èbaqùe' 
n  fraction  auta  pour  numérateur  lë^nroduitâfa  nombte 
n  ({ai  y.  est  auMâessiis  par  ie  Biûn]êx»ti^p  ^âi  fraction 
n  précédente ,  plus  celui  de  Tavant-précédente ,  et  pour 
»  dénominateur  le  produit:  duinêmef  nombre  par  le  dé-> 
i>  nominateur  de  la  fraction  pféç^dénte  À  plus  celui  de 
n  TaTant-précédente. 

»  Àimi ,  S9  ==7.44..i ,  7  ==7,  j53  =  1  .fl^ +4 , 

«  8=.i.7-f-:i ,  i;28  =  ?-53-f-a3,,Si  =3.8+7.  et 

rt  ainsi  de  suite.    ..     .  •  »  '...,•. 

))  S^aiflAenaot  on  voit  pat  lesifractipos  f  i  îi^if  ^  >,«te. , 
D  qne*riiii:e]^fialàtioli  la^.pjns  :sin»ple  eit  cêll^:  d'un; jour. 
)>  dans. quatre  «années  cpnpnuniQSp.çeiqqi^iSSt/le  fouj. 
T)  doment  du.cakiidri^r Jalien^^snais  qu'on  approche-; 
»  rait.plli&de  l'exactitude  ;  oa  ^'interçalantiqi^,  s^pt 
n  pars  dadsT^paiàe  de  vingt-ufeâf  année$  oonamu^fs,. 
»  on  hnitldantJ'espaçet  de  tr^e-t^ois  aus;,ï:Ç^'>aMMi 
»  de, suite. '  '  ,    ■    ^  -ll^)  r 

»QllAoit;deplti^.i'qtte.pojBun0les fraÇtipQS,t ,.^,  -^ 
))  sont  alternativement  plus  petites  et  pli|$  grades  que  la 

Comp.  des  Elém.  iAlg.  18 
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»  8or  qnactre  ans  sera  trop  forte ,  celle  de  sept^cms  sur 
n  râgtrJMuf  ans  trop  iMU«|.  ttUe  de  boit  joiM  sar 
n  treatettrak  ans  tsap forte,  et  abii  de  snte;  waitciwt-» 
n  cône  ée  îBei  idieroiÂalions  ^en  toujoviic  la.idMi  eoytote 
79  qu'il  est  possible  dan*  le  même  cepaBa  dci  teMps«. 

:  B  Oïï^  n  Voa  ran|p  dan»  iBn^  aânba  ^a&aaiièfsés  les 
n  £eacti»iA.pliispetiteB:çt.ksrfiraokiQnapiaafraiiâesqne 
n.  la  fiMelion  âdm^éa,  om  j  ponvta  eÉcDxe  Sos^ér  diSé-* 
yy  rentes  liHietiiqinft.intennâlmlrespeiaFeaM|d£tèr  ka  aé^ 
71  riissi^'etpâpr  eela  o& adwa le  niPin.  pracédé  ^ttaî-« 
7)  dessus,  mais  en  prenant  successivement  àlaplaaa  de 
»  chaip^9Qipb£e.daUaériQaj»i)érieiuretQ9is 
77  f^tài^s  ^oii^^  4pe  ce;  ^ipbi:e  ^lorsqu'il  j  en  a). 

Il  'ÀàMî^  otmààtmxA  ^aberd  l^  bmÊieu  craiisaïKbea 

7)  on.  voit  qu'à  cause  que  Tunité  e^t  au-dessus  de  la  se* 
77  condë .,  de  la  troisièiine.  0t  de  1^  quatrième  ,  on  ne 
77  pourra  placer  aucune  friaction  intertnédîafrè^  hî  eijfre 
77  la  première  et  la  seconde ,  ni  entre  la  seconde  et  la 
7)  tÀnsiâme  >  ni  entre  latrdelèiie  etla  qtmtrièaw^  mais 

91  bre  i6,  ^tt  po«m«,  eiklNMMmefaiactioaitt  la  pv^édaate^ 
7>  platierquaton^d^aetietos  imeniftAcBdtasj'dciri^^ 
79  Éféittféiirs^foittie^Mit  la^  prôgngsriea  pa»  dififriiiDe, 
71  a868^u5S%,  !^^«*^%7^'fl8S6^S;B66s^y«i«.^ 
7^  èlrdèEitleadéneBnMletirs£onii«c<»laasitUpfb|^^ 
77  sion  694+1 349  >  694 + a .  1 349 ,  694  +.  3. 1849,  «te; 

77t  Fari  eè  aieyen',  h  suif*  emofilèia  des»  fraatians 
7»  croissantes  sera 


i 
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j:  ) 


a  et  comme  la  dernière  fraction  est  la  même  que  là 

tf  t^tf'là  on  voit qw  ii  Toii  tf|^  ^«fu^-  ^t&tiàtttë'^W  deâ' 
«  ifiieliMUatroBS  qui  pèchent  par  ^eé^^^^te^^^  éy^es 

i  âift(é«3j  dtt^^  huit  f  ôtti^  8«M^  U«nte^6Sis  âks^  &é-^ë 
w  lrèill#to«ttf  âiâf  ctfM  8'«^4ajK«Miâ  ^s^r^â^s^d^ ^âite; 


}  1 


7   >        31  >    .   655  *   .  TT49  > 


J    <•• 


»  et.d^dbnHSdjtÀ^^G^QHdilil^flP^r^  7j<^ij9fPia«:râfMU9r 

îî  SrjssMOftpftPfl^l^r^nçS  44f*i^%i4^»a\4T^ii*I  etey 
))  et  dont  les  dénomiq9.|e^§|<»te^tetJA^pnQ|^afi(Bi:&»j 
)î  a,  3,  etc.  •,  de  même ,  à  cause  du  nombre  3,  on  pourra 

îv  fiàtrfKfai^MèHnf^îàrtJ^l  et  è^^^  li'tri)il- 

))  îrf^fe ,  6ûéVi^p6tài  -ijIFacèt"  tff,  a^èati^t&^iibiiiBï^iff 
»  qtdé^ah^ééebiif^'fièl^'t^byê^;^^^ 
)»  et  I^d^fcg'itf  ^6^k^potirfa¥«iiî%«?^^^^  î 

y^  duàë^(ïfle'«  Si^W^^^'éiè'àà-ff^fefif  fet^ffenîiS;^  '' 
tt  De  plus,  il  faut  remarquer 'qdé  ^MMI  iâ Vétiè 
n  précédente  n'est  pas  terminée  par  la  fraction  donnée , 
D  on  peut  encore  la  continuer  aussi  loin  que  Ton  veut , 
»  comme  nous  l'avons  fait  voir  dans  le  n®  i34>  Ainsi 
))  Von  aura  cette  série  de  fractions  décroissantes , 

18.. 
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S3S      io!»4       i«55;       1416  'ï577     JI7S8       1,8»9      •ofip 

148/187' 

A»b>    *6à    '    304.  '    SA3  >    S8A  >    4*i  >    4^0   >    499  > 
fl^SA     ft543      a7o4      5569     t)i969      178369      864769 
TTTf    616   *'65i   f  *34Ï>  «»i>à>    ii3*o7  >    B4i36   > 

437569       cfC 

5^8    » 

35.1169 
85065  ' 

n  lesquelles  sont  toutes  plus  grandes  que  la&iction  pro- 
»  posée ,  et  en  approchent  plus  que  toutes  autres  frac- 
3)  tions  qui  seraient  conçues  en  termes  moins  simples. 

y}  On  peut  conclure  de  là  que  si  Ton  ne  voulait  ayoif 
)>  égard  qu'aux  intercalations  qui  pécheraient  par.dér 
V  faut^  les  plus  simples  et  les  plui  exactes  seraient 
1)  celleS)(}'un  jour  sur  cinq  ans,  ou  de  deux  jours  sur 
yt  neuf  ans ,  ou  de  trois  jours  sur  treize  ans,  etc. 

n  Dans  le  calendrier  grégorien ,  on  intercale  seule- 
n  ment  quatre-vingt-dix-sept  jours  dans  quatre  bents 
r)  années  ;  on  voit  par  la  table  précédente  qu'on  appro- 
1)  cherait  beaucoup  plus  de  l'exactitude  en  intercalant 
)t  eentuâufijoiiili  en  quatre  cent  cinquante  années.  79 

Toft^iees  ealcdlsi  dépendant  de  la  durée  de  l'année , 
sont;  iiééiaux  progrès  de  l'Astlrononrie,  et  Pon  trouvera 
dans  le^  JVjaiHé  dr'iisttonùmia  de  Delambre  ce  qui  ré- 
sulte de  r^tat  actuel  de  la  science. 

iSj.^^JSTous  avons  déjà  donné  (laB)  la  fraction  con- 
ri  tinne  qui  exprime  le  rapport  de  la  circoniPérence  du 
y)  cercl^  au  diamètre ,  en  tant  qu'elle  résulte  de  lafrao- 
ih  tion  de  Ludolph  ;  ainsi,  il  n'y  aura  qu'à  calculer  de 
»  la  manière  enseignée  dans  l'exemple  précédent,  la 
if  séria  des  fractions  convergentes  vers  ce  même  rap-. 
»  port  ^  laquelle  sera 
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3,7,  i5,   i,     flsa,       I,      .1,  1*     *  a, 

3     Sf     S2A    SiM      'A3993     1043*8     •ojsil      8i*689     83ayi»>. 

1,  3y  1,  i4>  .3,       '         ï, 

II46A08   Aay>9i3    54.i'985i    80143857    i65yoye8S    •458SoS^rf' 
364913  >  i36oi»o>  1  7«5o3a>  »55«o58*' "5X746  fS?  >    78*36779. > 

i>  3>  a,  a,   ^      ^?    I    . 
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8958987  768937      i3  9755>t»5>678  9      4«fr«*4593l493o4  > 
¥1517 1846 1558  >    44485467 7oa853  >  ia63o8vAi5  7^ii7  > 

,  .    ,        .  î»  ,4. 
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6,   \  .  1.- 

/      •  ■  '      *        • . 

»  Ces  fractions  seront  donc  alternatÎTement  plus  pe-^ 
»  tîtes  et  pliis  grandes  qne  le  vrai  rapport  de  la  circon- 
D  férence  àa  diamètre  y  c*est-à-dire  que  la  première  f 
D  sera  plus  petite ,  la  seconde  ^  plus  grande ,  et  aiâsi 
»  de  .snite»  et  .clifkuine  d'elles  approchera  plus  de  la 
1»  yérité  qae  ne  pourrait,  fain  totite  ;autrç  frfu;tion  .qui 
9  serait  exprimée  en  termes  plus  simples ,  ou  en  géné- 
D  rai ,  qui  i^mrait  un  dénominateur  moindre  que  le  dé- 
V  nominatepir  dé  la  fraction  suivante  ;  de  sorte  que  l'on 
9>  peut  assurer  que  la  fraction  f  approche  plus  de  la 
i>  yériré  que  né  petit  faite  aucune  autre  fraction  dont 
n  le  dénominateur  fierait  moindre  que  7  ^  de  même  la 
n  fraction  -^  approchera  plus  de  la  vérité  que  toute 
>>  antre  fraction  dout  le  dénominateur  serait  moindre 
7>  que  106^  et  ainsi  des  antres.  . 


n  Quant  à  Terreur  de  chaque  fraction,  elle  sera  tou« 
n  yâirs  moindre  que  l'unité  diyisAf  |>ar  Je  pfoda&r  d^ 
^  44^^^^^^^  ^  ^^^  &^îçn  par  cp\^  ^^  ]&  ftap< 
n  tioi}  suivante*  Aipsi ,  l'erreur  dp  la  fraction  f .  fera 
19  Bioii^âi^  QQQ  f»  ceUa  de  la  &aoti«B  ^  mea  iMÎadro 
))  ^ue  j77ô^>  et  aiûâi  de  suite.  Mais  ep  même  tçmpa 
jï  rertre^r  de  cba^ïue  fractipQ  s^ra  plw  ffM!^^  S?à  T^-r 
9  hiti  divisée  par  Is  produit  du 'dénominateur  de  ûetth 
»  fractibn  par  la  somslie  de  ce  dénctthinateur  et  du  dé-< 

^  reur  de  lay^^action  4  sera  {^^s  grande  que  j«  celle  de 
»  la  fraption  ^  pins  geiade  ^t  ^^  ^  st  ràsi  de 

Tî  suite  (lîji). 

.  ^>  Si  Top  ypnl^t  maiQt^M^  sépwrisr  lo»  fipacliçDA  plu» 
^  petites  que  le  rapport  de* la  circoiiFérence  au  dla* 
n  mètre  9  d^ayec  les  pins  ^andes  ^  oii  pounrait,  en  in« 
TU  sérant  les  i&actiens  intermédiaires  eoiiv«KUil>ies ,  for- 
n  mer  deux  suites  de  fractions  ^  less  ânes  croissantes 
»  et  les  â^«?  ^d^^y^«ntés.  H^  }^  if^  VffffPf^  ^^^^ 
n  il  s'agît  ;  on  aurait  de  cette  manière 


7i 


*  '      r     •  '  '  '' 

Tractions  plifs  petit^  qw 

1 
■  1    f  •     •  ^>      '  f 

p  de  la  vérité  que  ne  peut  f»H"Ç  ^V^sutei  a^trè  firafilioa 
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»  ejjqpHloéé  en  ttinMt^da  nisapteo  »  et  ^  péch^mk 
«  MMÎ  put  dâEant)  «t  chafm»  fttctmi  de  k  nieMAi 
»  sésda  i^TOcbe  Misi  plmi  de  là  vérité  qol9  m  peit 
»  faire  aucnne  autre  fraction  exprimée  en  termes  ^ht$ 
9)  simples  et  péchant  plir  excès. 

9)  Au  reste ^  cestériesdeTienâraient  fort  prolixes,  si 
n  l'on  voulait  les  pousser  aussi  loin  que  dènu  kvwti 
p  fait  i  l'égard  des  fractions  principales  données  ci-des- 
»  sus.  » 

238^  Après  les  exemplea  précédens  «  les  lec^eur^ 
trouveront  9êï^  peine  les  diverses  valeuj^s  tpppr^chées 
de  ^ây  .  . 

t*     ï>     5>     T»>.    î5>     .7f>     TS9>     ^ï»^»* 

au  moyen  de  la  jfraôâofi  (continue 


r  .—      -      -x 


4 


Une  semblable  fraction ,  aans  làqueue  tés  dénomina- 
teurs sont  toujours  les  mêmes ,  pu  réorientent  dans  un 
certain  ordre ,  se  nomn^ejfr^tîpn  àyntinuQ  périodique  , 
et  peut  toujours  être  regérdËSe  comme  la  racine  d'une 
équation  du  second  degré. 


Soit  la  fraction  a  +  r  ,  ^       '^ 


>     •)  >     ,        »r:'"V  r. 


ei^la  faisant  égale  à  x,  on  afb'a 


^•^»*f  été. 


ft$0  COUFIÉUEHT 

Le  nombre  des  fraetioiis  intégrantes  étantillîmité,  il  est 
évident  qa'oft  peut sabstituer  encore  x-^-^a  à  l'ensemble 
des  fractions  qui  «uivent  la  première ,  en  aorte  qa*on 

aura- ...'.-•..•,     ••;'..•      -    -  •.•.'.  :  - 

.    •  •     •  1    '  •  •••     '    •  '      ■    .. 

6  +  flc— a 
d'où  il  snit 

a;* — (aa'^*&)a?-4-o*— ûJ  —  i=:o^ 

équation  de  laquelle  dépend  l'inconnue  x,  qui  repré^ 
isénte  la  fraction  proposée.  .  «         •      ' 

Si  fon  fait  b  ±=  âa/Téquation  ci-* dessus  devient 
X*  —  a*.«— 1  =o;  et  Ja  fraction 

■  • 
donne  la  valeur  de  l/o^+i* 

Quand  a=  i ,  il  vient  as  Vv^»  ^  4^^  justifie  Teic- 
pression  ind4&ûe)  rapportée  plus  haut  (^. 

,  Soit  encore  1^  fraction  continue       .  .  . 

■  fc 

•:\  'j'^,1   Vib:;  ;;kM\  K^Tfr':^ j   *>  •    •  • 

c  ,+  etc., 

dont  la  période  embrasse  deux  fractions  intégrantes  ; 
pn  aura  y  dans  ce  cas  4     t    ,    '    ^    ^: 

C  +  etc., 


•^ 


(^)  EUe  8*obtîenc  aussi  mr^des'.considerâtioiis  gidom<^(riqae8.  (Voy. 
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«ton substitaera  a;  — a  au  lieu  de  toutes  les  fractions 
qui  snivent  Ift  seconde  ;  il  Tiendra' 

ï 


a;— a=s 


&+ 


C-|*yC— fit 

dontontirera  *      ^    ..  . '.v 

Jx*—  (aûJ  —  ic)x  +  fl*i— oôc — c  =  o. 

n  est  facile  d'étendre  ce  procédé  à  telle  fraction  pér 
liodiqne  que  ce  soit. 

1S9.  Réciproquement:  une  équation  du  second  de- 
j^é  étant  donnée,  on  en  tirera  une  fraction  continue 
pério£qne*9  en  lui  appliquant  lamé^ôde'  donnée 
{Elém,,  sâi  )  pour  rendre  lés  équations  par  apr- 
proziniation.   '  -  ' 

L'opération  est  bien  simple  par  rapport  à  Téqu^tion 

«  ■  ^       '  11.  .  • 

du  numéro  précédent.  En  faisant  xz=ia+''  ,  il  vient , 
après  les  rédactions^ 

— +  -— 1=0,       ou     ,(j^  — %  — 1=50, 

j    ■  y  .    .  .    ■ 

* 

équation  d'après  laquelle' on  reconnaît  sans  peine  que 
y  doit  être  compris' entre  i'  er  ï  +  i  ;  et  posant  en 

conséquence  y  =  h^  ^-^  y  pn  trouve  encore 

Les  transformées  étant  donc  toutes  semblables ,  b  sera 
la  valeur  approchée  de^  chacune  des  inconnues  y  »  y, 
y",  etc. ,  et  l'on  aura  par  conséquent  pour  x  la  pre- 
mière des  fractions  cohtnnres  littérales  posées  dans  le 
numéro  précédent. 


1 


^  ççwnimmw 

Pour  la  4é«aoi3i8tratiQ^  du  «M  gMr^l  4«  U  [^opoHr-  ^ 
tion  ci-dessus ,  je  reny#ri:«i  a«X  Additions  à  tÂÎg^^  * 
d'Euler^  p.  4?^  9  et  au  TVai^  Je  la  Résolution  des 
Équations  numériques^  par  Lagrasge^^i'^  édit.  ^  p.  5g. 

De  quelques  autres  transformations  d0$  ff^cti^i^t^  . 

l4o.  On  a  Yu  dans  le  n^  isi  qne  la  fraction  continue 

A 

équivalente  au  liombre  fractionnaire  -9 ,  a^obt^naît  da  U 

n^nike  maniàre  qu'on  pniG^de  4  Ja  ic^c]|iaxil«  du  plus 
i;rand  .cpnmim  4iyi9eur  ^ .  i;'«3t  ?  à  «  (Hra  en  divîfant  U 
par  ^^  puiâ  i?  parie  reata  <7,  pui^  pe  premier  t^%  C 
j^  le,aeçondi7^;çt.aimi  da  «nite^  Qn  i^ptt  au  lira  de 
prendre  à  chaque  opération  partielle  un  nonf^an  dXlir 

bre  A  par  B ,  puis  par  le  reste  C  de  cette  première 
division  ]  puîâ  par  le  reste  (?  <!l6  là  seconde ,  et  ainsi 
d^  jçq^t^  Oh  obtiendra»  d'j^rii  ce  pirçoidé  ^  ua«  air 
pèce  de  frjfçtions  convergentes  ^  remarquées  4*abord 
par  Lambert ,  et  traitées  depuis  par  Lagrangô  ,  fym 
le  volume  des  D^ats  de  I École  nonna/e^  et  datis  le  5* 
cahier  du  Journal  de  T École  Polytechnique: 
Si  l'on  fait  successivement 

A  =  nC  +  C^ 

A  =  n''C+  CTb 

etc.  j 


oa  ea  d(M«fo4i 

1 

^        ;  <? 

• 

'    1                ■                                   1 

5'='"T^^ 

>                                       ■ 

.'.  .j,    ■   nrfttf  (C 

C=, — _ — , 

I   t 


n 


/ 
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« 

•      w     A— a 


ir-' 


i^-^ 


d'où  Tw  «oaclfHra  ces  4îi^ene«  )r<lk^ ,  '  :  \ 

A  .  C      '  •  ■  '  ■''  .    •      •-   ' 

A  .AC 

5  ~  "*  +Âi  *"  Sii»  ■        '       ^ 

•^  —  _L  ^  ^       J_       <^ 

ï  -  "*  •*"5S  "~  Â^';^  ^1 

:ë  —  "  "^'lii^  Au»'  *^  J^J^  —  SiwV  ' 
etc. 

^firadMk-s  #H  aiBtfi  tmipfoniléo/iaaBè  mia  éiite 

cony/eijgieiitet^  car  il  est  visible  ^ue  len  goptiend  m,  n^^ 
n\  etc.  I  vont  en  çroilssa^t^ ,  t^dj^  ^e  les  r^ste^  Ç , 
C^,  à^^  etc. ,  diminuent  sans  cesse  :  on  voit^  deplasi 
qne  cette  série  doit  s'arrêter  toutes  les  fois  que  le  nom-' 

A 

bre  rx-e"^  «a1j(v»>el^.  Ed. effet.  la  mite  des  avisions 

pmcrites  par  le  piroçédé  ci^dessiis  conduit  nécefsaire-* 
ment  à  un  qéohènt  exact,  lorsque  A  ^t  J^  sont  des 
]^te)>liei  M^m ,  puisque  torfito  diwmwi^t  sivnM»^ 
T^m^t^  pu  doit  finir  p^  ^q  prouver  un  é^al  à  l'unité 
quand  tes  ^ombres  A  et  È,  sont  premiers  entre  eux'  ' 

i4^«'  i^^l^  >pMnd  j  «u  lieu  du  Booibls.fiitofioit- 

î?4ire  -s ,  la  tr^ctioQ  proprement  dite  ^  >  dam?  lagqellç 
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COMPLÉUÉNT 

C<^B,  on  aura 

1 

- 

-     ,  , 

• 

■ 

B  = 

nC 

+ 

c. 

à   , 

B  ~ 

I 
n 

~ 

c 

Bn' 

B  = 

n'C 

+ 

"■ 

^  OU 

a 
B- 

1 

— 

C 

Bn" 

B  = 

n'b' 

+ 

" 

h 

I 

— 

C 

Bn" 

etc. 

J 

\  etc.  ; 

j 

d*oà  l'on  tirera  successivement 

B  ~  n        Bn' 
Cl  1       ■     C' 


B        n        nï?  "*"  Bnnf\ 

C        1  I      .       1  .  C 


t*  "■■"  n^  "T* 


^        n        ni»'   ^    jwV        BnnV 
etc. 

Tontes  les  fractions  partielles  de  ces  lésnitais^  ex- 
cepté la  dernière  ,.ont  pour  nutpérateur  l'uçjté.  Cette 
derriîëre  donne  toujours  rerréur  qui  résulté  de  Ten- 
sen^}le  des  autresl  II  est  facile  de  conclure  de  là.  que 

les  Valeurs '  \  /  '  '       ' 

-  •;  •  - ■    ■  i' 

i  .Vf.-,    '.-.— j-*7,    .— ^f  +  . — rit  j    -etc.>,, 

n      n      nn       n       nn       nn  n 

>  y  '  »  .  I  • 

sont  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  la 
fraction  rr^  en  supposant  toujours  les.qnotiens  n^  n-, 
ji'i  etc.  •  pris  comme  en  Arithmétique.  Il  serait  facile  de 

'  ...  f/^  ..>  c ..-:.,.(»  j. .....  ,j^       .      ■;'■•■    ' 

trouver  les  modincations  qu  apporteraient  dans  cette 
condusâon  et  dans  les^ignes  des  fractions  partieilea/de» 
quotiens.pris  tantôt  en  excès  et  tantôt  en  défaut;  les  con- 
sidérations analogues  développées  dans  lé  n®'ià4  me 
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dispensent  d'«ntrer  ici  dans  aucun  détail  à  çef^gard  ;  je 
me  bornerai  à  faire  remarqaer  que  Ton  aura  une  ap^ 
proximation  pins  rapide,  en  prenant  toujours  le  quo- 
tient an  plus  près^  soit  ennlessus ,  soit  en-dessous. 
Je  ferai  encore  remarquer  que  Ton  peut  obtenir  ^ 

A 
pour  le  Àbtiibre  frablionnaire  -^^  des  expressions  sem- 
blables aux  précédentes ,  en  #bslitnant  celles  -*cî  à  la 

C  A  C 

place  de  -=.  dans  T^quation  -5  ?=  t»  +  -^  • 

mS  ,  mm  a 

Si  Ton  applique  ce  qui  vient  d'être  dit  à  la  fraction 
1^^,  on  trouvera     > 


)  •.  .  ) 


887  _    ^i   .      1  1 


+  ^7Z^ 


iio3  6      5.47-     -5.47.50 


5.47.50.367      5-.47.5o. 367, 55 1 

v'  l  •  »  '     • 

+ î . 

_    5.47. 5o,, 367.551. xip3 

On  peut  employer  aussi  ce  procédé  pour  obtenir  des 
valeurs  approchées  de  fractions  décimales  ^  en  ayant 
égard  à  ce  qui  a  été  dit  au  compeiicentent'du  n®  i25. 
Si  l'on  en  fait  usage  pour  déduire  de  la  fraction  -^ôeîô 
des  valeurs  approchée^  ,de.  ^-^i  ,on^troiivei;a 

y—-  1  '        1  '1  ^ 

En  partant  de  la  fraction  de  laquelle  dépend  le  rap- 
port de  la  circonférence  au  diamètre  (i25)|  et  prenant 
les  quotiéils'  au  plus  près  (laS) ,  il  vient 


circonf. çr _,   1  .i;   . 


diamèU  7      7;.ji.i3    ,7.113.4739  ; 


k.  >  » 


7^115,4739.47051     : 


flfe  cMiriitiftti» 

•  ■  --'jf-  --É  '    C     t>      É      V    ■  •   ■ 

■7*  TS"*'  tf"   W*  y»  '^'»". ••*«    • 


A    .»      ,  A  >    V« 


la  soi^d^  fi^^pni  çottVi^npiifM  lie»  hi$m^  0  i 
dédnitea  de  la  fracdorr  continae  éqpiyalente  à  pette 

c  ""  F 5^' 

£       D-  .  i_    . 

* 

il  en  résulte ,  pùùt  à,  ûftte  éuifé  dV  Vâletin^  de  plus  en 
plus  apptfdBfaéiee  I 

•..  etCk. 


K^      Jil 


ce  qui  ôfire  éncote  niùfi  ijtiàpj^toxpatàqn  4^  re^grea^içn 
de  a  en  série  convergente^  finie  si'  a  est  rationneP,  et 

infinie  daxisjé  ca^.CQntrai^ .       ^  .;.  *  ^  '   ' 

Cette  d^ièiré  transfexbàtion -est  d'audiiY  {^liis  re- 
marquable y  sp^^'Efalsi  eaatiré  un.moye|Eà  de  couyertir 
en  fraction  continué  toute  siSrSÉ'cfont  les  termes  sont  al-< 


1 
i 


\ 
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de  Vltitfôébicm  ift  Andjtfsiti  ififtHîârim:ytty  è^  rô- 

yem  depuis ,  Sssià^  U  fi""  tolumâ'  ai  s^  ppuSàaià,  àhaty^ 
ilcû  (pag.  ii$8)t  mais  eed  rieliêreWs  éô&t  tiro^  ^9^^^^-. 
quées  pour  trouver  placé  ÎCT. "^ 

i^â/dh  peut  ^ënëfalîser  la  réduction  dea  fràctîoDk* 
ord(îi^k»:éii(iiBàqdbw  il6ciiÉ>aIèii>.  mt  ae  poropaaktf  :â». 

cony^tir  «u^lcactioQ  quiconque,  çu  une  mtre  4*iin  dé- 

'  '  ''        ■*  '^       "  *  "  *'  •. 

iHWiiAAtétti' àein]^.  -^  étaxl  la  p^elÈlAèt^y^^ih]»àtù6^ 

Jtf     « 

minattur  donné  ^  la^  çeoenâfi  ai^^a^éyi^cmiiûent  pour  nu- 

ToB  ®|MEiés8nte€0  jcptotiBtitLpâi!  fbaètél  Mtete»  fiar.  G^ 
a  exactement  .v 

et  p6WtttttvaM<fes>  âitincliM'r  cm  âs^o  à 

Jî  ^  ^  fi'       i»        A  ^iiJ' 

bC  »  ,    C*    '  ^^-^n'    .    ^ 

etc. , 
réfiultafe  desquels  ôfii  Ûté 
C_n       C 

<?;_.»,  Il'    ,     C^ 


;'     .      .      .      .:.J.;-.  '     .'-i, 


^ 


a88,  coMPJLÉig&Nt    ,      - 

^'am>Ucatio%â(e8  F^oaneiiipjQs^faîU  en^^Aritbpiétiqja^  « 
sur  W  fractigns  décimales'.  <iQndi]it  facilement  aux* 
cpx^séque&qes  que  ioun^i/$$ent  les  ^expressions,  ci -des-, 
sua;  et  les  ç(}Jvidération8,qa!.op  y  a  développées  ^ans. 
le  n^  07  lùontrent  en  pardculier.  que  si  la  fraction  ' 

-7.  est  rationnelle,  les  quotiens.  n^  n'y  n',  etc^j  ^oî* 

vent  ^écessairi^meirtaFoir  desrisétonrs  pérïodiqHesXf'):  :  ^ 

"  144.  nés  diverses  transfonhatiôtis  dont  )e  viens  d^ex-^ 
poser  succinctement  les  prinpijies  .se  déduisent  de 
l'équation 

C  ,   e 

qu'on'^obtient  en  comparant  deuxfrdctibns  ,•^^ét  7  poèr  : 

conx^aître  leui:'  différence  ^  dptitié  namératbnr  ^st  alors 

exprimé  par  D»  ^  :    

1^.  Si  l'oi^  veut^  en  supposant  le  numérateur  c  =  1  > 
trouver  popir  -h  im  spmbre  lantierrtet'^v.qiie-.la  diffé- 
rence D  soit  la  plus  petite  posswle»  il  est  ybible 
qu'il  faut  faira;.  6  ^^gd^au;  quotient  dordéoAiniAAtenr  j8 
par  le  numérateur  C;  et  désignant  ce  quotient  par  n, 
on  retombe  sur  l'équatioti       __1  .  .    ^^  -:-  „  .. 

<  Il  ■  •  ••-  •  I  *  ' 

trouvée  dans  le  n^  i4i*  Traitant  de  même  la  fraction 
-^  et  les  suivantes  ,  on  opérera  la  transformation  indi- 
quée  dans  ce  numéro.  ,^  ^^ 


JL.^ 


■V- 


(*)  Lagnnge  (Journal  de  l-Éeale  Polytechnique^' 5^  cahier,  p. 
98}  proave,  par  le  moyen  des  fractions  da  n^  140,  que  plusieurs  ex- 
pressions, parmi  lesquelles  se  tronve celle  du  nombres  (i 06),  sont  né- 
cessairement irrationnelles."^  Lambert  sVtdit  déjà  occHpë  da  même 
sajet,  et  particulièrement  di|rat>poEt  de  lav^irèonfërencc  au  diamètre. 
(Mémoires  de  l'Académie  de  JBerlin ,  année  l'fiix  page  a65*  ) 
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â^  n  est  visible  quen  se  donnant  le  dénominateur^ 

on  tombe  scur  la  transformation  du  numéro  précédent* 

3*,  Enfin  pi ,  laissant  les  deux  termes  de  la  fractibii 

r  indéterminés  y  on  parvenait  à  découvrir  la  plus  petite 

valeur  dont  ils  sont  susceptibles  en  vertu  de  l'équation^ 

Cb  —  Bc  X  dz  1  ,  '   \  . 

dans  laquelle  D  est  le  plus  petit  possible ,  onVrepro? 
duiraiti  dans  un  ordre  inverse /les  fractions  conter'* 
gentes  qui  résultent  de  la  fraction  contini^e  équivakint^ 

C  ■■•-.'. 

i  -.  Gela  est  évident  par  les  équation^ 

£A'  ^  Aff  =  1,  \    .-    .   [' 

Cfi'  —  ^C  =  —  1, 

z>c  —  <:d'  =  1,  -    - 

Éjy  —  DE'  =  -r  I,         i        .       - 

etc.  ,  .  • .       f       .      .  '     -:    ' 

déduites  de  la  comparaison  des  fractions  -^f,  -jâf  ^  7/ #. 

jp,  etc. ,  dans  le  n°  ia8  ;  car  la  dernière  de  ces  fractions 
étant  la  proposée,  l'avant'^ernière  sera  identique  avec 

c  {/ 

7;  faisant  «unité  eb'-^  bc'zssuhi  ^  la  fraction  r,  '  dé'^^ 
o  0 

■■         .;  .  .::% 
C 

terminée  comme  ? ,  sera  nécessairement  l'antépénnl**) 

tième  convergente^  et  ainsi  de  suite. 

Cest  sur  ces  ràpprochemens  qu'est  fondé  l'excellent 
Mémoire  de  Lagrange  sur  la  transformation  des.  frac- 
tions  ;  on  y  trouve  les  moyens  d'obtenir  les  nombres  b^'c, 
y,  c',ctc.  ;  naais  comme  il  ne  contient  pas  toute  la  théj)-; 
rie  des  fractions  continues ,  j'ai  cru  devoir  eacpre  pré-^'^ 
férer  le  texte  de  ses  Additions  à  l'Algèbre  £EUlet\ 
qui  j  plus  complet  >  se  lie  d'ailleurs  mieux  avec  les  dl«* 
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T^  ou^agea  OÙ  Ton  traite  des  fractic^s  contmiies. 
'iU«  lectei^n  que  oett«  matiière  pent  ^teresifr  amont  i 
(çppswlter ,  , 

Les  Œuvres  de  WallU; 

Désetijàio  àutomati  Planetarii,  CttTres  d^Haygena; 

VJatf^dnçt^  it^  Jnalysin  infinitomm^  4'£i4lec; 

Plasieurs  Mémoires  de  TAcadémiç  de  Pétersbonrg 
{^Anciens  Comm, ,  tom.  IX et  XI^  Nouveaux,  tom.  IX^ 
XI  pt  XVOT j  Acte»  1 779 ,  I«  partie)  ;      •  ' 

Ceux  de  l'Académie  de  Berlin  (années  1767  >  17€8'^ 

»te9,i778); 

Ceux  de  1* Académie  des  Sciences  de  Pari^  (^annéf 
177a,  I'*  partie)  ; 

Le  a*  volume  de^  Elément  d'Algèbrs,  d*EuIer  ; 

Les  Opuscuîa  anofytiea  »  d'Ënkr  ;  [ 

Le  Traité  de  la  Résolutkm  des  Equations  numéri- 
ques, de  Lagrasge^ 

La  Théorie  des  Nombres,  de  Lc^endre; 

Bt  enfin  le  5*  cahier  di^  Journal  de  T Ecole  Pojy^ 
technique. 

'Notions  générale^  sur  t  Analyse  indéterminée. 

i45.N  Lorsque  Ténoncé  d'une  question  fournit  moins 

d'èiiuations^qua  d'fiâcdumieS)  cettoqiiestiobeBt  indétef' 

minée  y  parce  quelle  est  susceptible  d*un  nombre  infini 

déisohitionsu  S'il  s'a^aii»  par  «xefnyie^  de-^dewrer* 

deux  nombres  dont  la  somme  fut  égale  à  10 ,  on  aurait 

réq\uttion, 

a:  +  y  =  10, 

et,<iv^e]fjfi^yjf\euj^  qp*qn  donnât  à  y,  01»  en  trop.veraît  une 
P9lii:  p,J;  ];Q/|i%ÇQ  se  |;>fu:n^t  à  ne  prendre  pour  1'»°*' 
et  l'A^tc^  ^^  .ç^s  ÎMCpnnues  qu.^  d.es  nombres  entiers 
po^^ifil^  il  ç^^t  é.Yi4^t  qu'on  i^e  peut  avoir  qu^  Tes  neuf 
sg{kit3QP4.^uiyajit^s,:, 


^ 
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X  =  I,  a,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9, 

.y  =^0».^«  7v^>  ^4>  5>  a,  M 
et  les  quatre  dernières  ne  doWent  pfti  étm  tf^i^i^ 
comme  ^ifiF^^ntes  d^f  gu^^e  premières  j,  puisqu'il  §uiât 
de  changer  a:  en  y  pour  rendre  celies-49l  identiques  avec 
les  autres.  ^    .         ' 

^L*exclusion  donnée  aux  Mmbres  négatifs  et  fraction- 
xiaires.  t)^  lm}t^  pes  toujoiurf  le$  ^Qip^re  d^  aolat^ons 
des  problèmes  indéterminés;  mjiU  U.  f<^V^  souvoi^t  re? 
courir  à  des  artifices  d'analyse  très  remarquables  »  pour 
ne  tomber  jàniaîs  qùé  sik  des  vàreuts  entières  et  posi- 
tives des  ÎDConnues. 

L*équatioi^  ^u  p^remipr  degré  ^  deux  inconnues  peut 
être  représentée  par  ^ 

<iP ,  fr^,  ^  étapl  d«a  i)Qmiwfls  antte^s  dasnés.  Il  but  '^ue 
les  deux  premiers ,  a  <|t  i^>  .i^l^ient  aucun  facteur  com- 
mun^à  moins  que  ce  facteur  np  le  soit  ausfi  du  trçi- 
sièmè.  Eft  ^t ,  si  Ton  avait  / 

il  en  résult^n^ 

c   "^ 
ftfiMP+feiyrsc    ou    mx '^^  ny  w:  r^f 

et  il  serait  par  conséquent  hn^ssible  que  x  et  y  fus- 
sent des  nombres  entiers^  ^v^.Pr*ét^ît.p4^  dâvisil^l^p^  j^ 
L*équalion  ax-\-'by  =  c  ne  demande  aucune  prépa*- 
ratioir ,  lorsque  iSm  des  côéfficîeiM  û  ou  b  est  égal  à 
Funité;  car  soit  a  =b  i  ^  on  a  suThle^ohaipp 

^  Tfi^  Bremint  pqitc  y  qiM  des  nombres-enlieitt,  ov  q'^ 
traiffUiai  9fit).plii9>q!|%detris^pour  j;* 

«4^.  O0ctt^ohs«-ttou8  donc  du  cas  général  >  et  sàppo- 

19.  • 
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sons  que  dans  l'équation.ar  +  fty  =  c ,  on  ait  a<  *. 
Soit  ma  le  plus  grand  des  multiple  de  a  que  puisse 
contenir  b,  eb  sorte  qu|,ft  t=ima  +  r;  r  étant  moindre 
que  a ,  il  Tiendra 
ax+may  +  ry—c,    ou    a(x  +  my)  +  ry  =  c. 

Faisons  a?-f-7ny  =  t,  nous  aurons' 

ty-^at^sc* 
Si  r  était  Funité ,  la  question  serait  résolue,  car  on  au- 
rait alors  les  équations 

x  +  my^i    ^t    y  +  atz=c ,:     '   . 

desquelles  on  tirerait 

xz=:t  —  my,         y=2c  —  at, 

qui  donneraient  par  conséquent  des  nombres  entiers 
pour  a:  et  y,  en  prenant  de  pareib  nombres  pour  t.' 
Si  f'Siirpasse  l'unité,  nous  aurons ,  à  cause  de  r  <  a , 

mfr  étant  le  plus  grand  multiple  de  r  que  puisse  conte- 
nir a-  et  substituant  cette  expression  dans  Téquation 
ry -j- at  =2  c ,  nous  trbiiireronâ 

ry  +  m'yt  +  /i=c,     ou    r{y  +  m't) +  /}  =  €; 

.  '  •    '       •      • .    -■  •  ••  - 

nous  ferons*^  +  m't  =  u ,  ce  qui  donnera 

, .  ',  V  :    '     •  •  •     '   /i  -^  ru  ^  c  :  ••■.:'. 

nous  aurons  donc  les  équations         .   ,_,... 

■''>■'  '         '  .  "  .     ■   ,  ' , 

qui,  si  /  =  r,  •donnéro»t  "  f^:     <    ~  -  ^    '  '^'  *' 

a:=«  — my,    yac^tt— Jrt't,    ^  =  c— m; 

et  prenant  piour  u  iin  nombre  entier,  on  en  'déduira 

aussi  des  valeurs  de^t  ,'de  jf  iet  de  jp,  erf  liotflbi^s'entîers.* 

Si  î  SiUrpïas^^  l'unité,  il  faudra  opérer.  surJUi  derrière 


i  I 
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équation,  /t+  m=  c,  Gomme  sur  les  précédent6s  i  et 
pniaque  f' est  <  r ,  on  amra  • 

Tttfr^  étant  le  plus  grand  multiple  de  /  que  puisse  cpn- 
tenir  r.  Par  cette  expression  »  Féqnation/t  +  ru:9nc$e 
changera  en 

faisant  t  •+•  Tn'u  =  v^  on  aura    . 

et  dans  le  cas  où  i^  serait  égal  à  Tunité ,  il  en  résulte- 
rait les  équations  •        . 

x+my=t,  y+m'i=u,  t+niTu^Vy^  uc^n^yçrrC^ 
âont  on  tirerait  \   —    ►'- i 

valeurs  qui  seront  toujours  entièi;es ,  si  v  est  un  nombre 
entier. 

n  est  ihcile  dé  voir  que  ce  procédé  conduira  '  néces- 
sairement à  une  équation  dans  laquelle  Tune  des  incon- 
nues aura^  l'unité  pour  coefficient  i  car  les  .valeurs  de 

r,/,/', s'obtiennent  par  la  même  opératîoA  que 

celle  qu'i^  faudrait  faire  pour  trouver  le  plus  i  grand 
commun  diviseur  dés  deux  nombres  &  eta^  et  qu4  diôiiU 
nerait  pour*  dernier  résultat  l'unité , .puisque  ces  nomV 
'bres  sont  premiers  entre  eux.  En  eiFeti  dans  la'snita 
des  expressions  -^  ;      :.!)'''• 

&=;ma-|«ry    a  =  ni'r  +  /,     r:=:zm'^/ -^-r^'^    etc.,- 

r       —         <  •- 

r  est  le  reste  de  là  division  de  b  par  a ,  /  celui  de  la 
4iTiaion  deta.par  r>  r"  celui. de  la  ^îyisioi;i  de  r  pai:  /, 
et  aiosi  de  suite. 
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^7«  Je  prends  po«r  jpt mmeir.  ^^Mfimfk  4£|^  fEuestioA  : 
Quelqu'un  qui  lia  que  despH/nts  de  ^  fi*  et  ^^fdèct^ 
dea4t  se  propose  de  foyer  une  somme  deio^fi*  y  com" 
bien  doit-il  donner  des  Unei  et  des  autres  ? 

Soit  «  tè  nùtàbte  de»  ipièMi^  t  firâlll^  ^ 3^  MilÂ  ^m 

on  aura  dans  ce  cas 

et  Xon  trouyer^ 

m  =  4p    r=4>    m'  =  i,    /sali/ 
ce  qîii  Séiiàera 

d\>irron  dêddta 

'èè^±-ii^4^,   X^u-^i,   i~tèà-^4«>} 

iMMUi^rda  k  V^ewr  de  I  A ^ttes.  de  y  HJe  or  k*  on 
^rwf^Meafin 


Poar  ne>  tirer  de  eoé  nalew»  que  d^s  t^ukats  positifs,  il 
iênsà  te  prendre  pènr  k  qpie  des  liombres  tB^>  qu'on  ait 
•Sa  >  ^»>9  «t  iu^  <  B4S  ;  oèa  ambres  doivent  donc 
«éina  odn^eîb  entfiai  ^  «t^  «  o'es^fMirfl)  ni  et  i&i  il 

n*7  en  a  par  conséquent  qn'un  seul ,  sayoir.i  9a*  En  wofr 
posant  u  :=  ad ,  on  trouve 

M  ^  «f  lelet ,  1 7  piipeé  de  5  ftands  fonli  85  firanos ,  q«l, 
ajoutées  avec  s4i  donnent  109. 


J 
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Là  <]aeâtit>il  ci -déistes  té^ietà  i  pûtiagéir  iè  norhbre 
log  en  âtûsè  pialirHes  ^  dbfA  i\me  soît  divisible  par  5 
et  VaiUre  par  u4\  Qt  ce  cas  .paxticalier  est  remarquable 
en  ce  cpe  le  problème  est  déterminé  et  n  a  qu'une 
seule  solution  )  lors^'oa  exclut  les  nombres  fraction- 
naires et  les  nomoret  négatifs  :  il  n'en  est  pas  de 

même  de  la  question  suivante. 

* 

xjfi%  Quelqu'un  àk!hHe  des  chevaux  ^  des  tfœufs  ; 
il  paie  les  uns  3i  pièces  de  S  francs  chaque,  et  les 
autres  ao  j  et  il  se  trouvé  que  le  prix  total  des  bosufs 
surpasse  de  7  pièces  celui  des  chevaux;  combienpoUf 
\fait4l  y  avoir  de  bœufs  et  de  chevauxj 

En  désignant  par  scie  nombre  des  bœu^s^.et  par^ 
\celai  des  chevaux ,  on  trouvera 

dans  le  cAs  àctuçl ,  on  a 

i  .  •'  •  ' 

•aâxao,     iaB-ii»5l,     cfcy,  !     > 

et  il  en  résulte  par  conséquent 

on  fera  donc 

ac— y=f,  jf  — 1  =  «,  t—uz=i^lu^41fiàz^l 
et  il  viendra  en  dei^te»  liefO 

f^  «Mi  ^Q^ JZB  ^  ^     '  ".   -^'yti'-.  î-  -f 

*  .  "        r  • 

ce  qui  donne ,  en  remontant  aux  valeurs  de  y^iAèécy 

v  =  7-|-aw,    n  =  aB  +  9w,    *  =  35  +  iiw, 
jf  =  63  +  20w,     a:  =  98+9iî^.  ' 

Rien  ne  limite  ki  les  valeurs  de  a;  et  celles  à-ey,  qui 
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$opt  positives ,  lor»  même  qu'on  donne  à.w  les  râleurs 
négatives  —  3  ^  —  2  >  — - 1  ;  et  si  l'on  fait  suoceasivement 

•   w:=  —  5,  on  trouve  jy  i=±      5,    x  z=:      5  , 

•     i=  —  a  .  =    fl3         =    36 

'       =  —  1  =43  =67 

'=       o  =    63,       =    98 

=        1  ±=  *  83         ==  129 

.v\  =  .      3  =Aa3:        =.  iflx 

etc.  V  etc,         >  '     etc» 

-j  ■  '  •       ^  ••.,-. 

Les  valeurs  de  y  et  celles  dé  x  font ,  comme  Ton  voit , 
deux  progresJtons  par  diiFérence  ;  dans  là  progression 
^relative  à'y^  la  difierence  est  égale  au  coef^cient  de  x, 
et  dans  la  progression  relative  à  a:  ^  la  diiFérence  est 
égale. an  coefEcîent  de^.  I^est  &c}le  dé  Vassurer  que 
cette  circonstance  a  toujours  lieu;  il  suffit  pour  cela 
de  remonter  des  valeurs  générales  de  v,  u,  <  (146)  ,  à 
celles  de  x  et~  de  y  ;  mais  on  va  Je  voir  encore  plus 
simplement.  .     ,    ^    . 

.  i49*  Si  l'on. {connaissait  à  prior^i  pu  qu'oui  eûLtrouyé 
par  hasard ,  une  solution  d'une  équation  indéterminée , 
on  pourrait  en  obtenir  une  infinité  d'autres ,  ainsi  qu*il 
suit.  Soit  x^rsety  yz=:fi  les  deux  valeurs  données*,  on 
aura  par  hypofhèse 

tM  +  bfi  tat  €} 

retranchant  cette  équationde  la  proposée  ax  +^  =3  c  j 
il  viendra 

a{x  —  «)  +  b(y  —  iS)  =  o  , 
d'où  l'on  tirera 
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mais  puisque  les  nombres  a  et  b  sont  premiers  entre  eux, 

la,  quantité  -  {fir^y)  ne  peut  être  entière ,  à  moins  que 

jS  ■»- jr  ne  soit  un  multiple  de  a ,  condition  qu'on  rem- 
plira en  faisant  fi  —  j^  znpa,  p  étant  un  nombre  quel- 
conque :  par  ce  moyen ,  on  aura  >  pour  déterminer  x  et 
y,  les  deux  équations 

qui  donneront 

a:  =  a  +  pft,    y:=ifi  —  pa._ 

Ces  expressions  prQuyent.d' une  manière  très  simplé'qué 
les  valeurs  de  x  et  dè^  doivent  former  des  progressions 
par  différence  ^  telles  -qu'il  a  été  dit'  plus  baut. 

i5o.  La  tbéorie  des  fractions  continues  donne  aussi 
la  solution  immédiate  de  l'équation  ox  — -  &y  =  d:  c  ; 
car  si  l'on  suppose  d'abord  c  =;:  1  «.que  l'on- développe 

la  fraction  t  en  fraction  continue ^.et  qu'on  représente 

TH. 

p'ar^  —  la  fraction  convergente  qui  précède  la  propo- 
n 

V 

sée,  on  aura(iâ8)    -  «  - 

■ 

puis  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation 
parc,  on  aura 

ac» —- fecfïi  =±  ±:  c.    . 

'Ainsi  bn  pourra  prendre  arrzzcn,  y  ='c7n  ;  on  aura  de 
cette  manière  deux  multiples  de  a  et  de  h ,  qui  différe- 
ront entre  eux  de  la  quantité  donnée  rh  c. 

i5i.  La  métfaode  exposée  n®  146  est  générale,  et 


9)8  cMÉvLtemt 

s'applique  iqoeUpie  aoiabre  d'é^patioifi  ^pM  ca  Ant» 
Voici  un  exemple  qui  en  présente  trois  t  troui^er  urf 
mmht^  tfiii,  étant  Oiplsé  pat  û,  dônhépoût  feinté  i , 
étant  di¥isé  parip  dorme  pour  reste  %,  €l  ^tmt  dUdséi 
par  5j|  iofVf.e.p,our  reste  3.  Soit  iV  le  wmAre  dbM^ 
ctiée^  et  j?  »  jf^  z.jles  quotifois  reffpectî&  ^'3  doBa# 
lorsqu^il  est  divisé  par  a^  par  3  et  par  5  \  11  suîl|  à» 
l'énoncé  ci-dessns ,  que 

N=ax  +  ï,    Ar=?5y4.!i,    N=Sz  +  5, 
équations  qui  se  réduisent  immédiatement  à 

pu, à  .  ^ 

ax— By:^i,    3y— 6a^=5i. 

Ou  réiftiadlra  d'^bold  là  première  èé  o^àK)i  ttôinlM 
si  elle  était  seule ,  et  l'on  trouvera 

'  .  '  '  ' 

MbM^ant  la  Valetir^  j[f  dàUs  la  âfeéondè,  «elle  deViénérà 

nouvelle  équation  qu'il  faudra  résoudra  ;  on  en  ISrera 

et  par  conséquent 

En  remontant  aux  valeurs  de  s,  de  ^  et  de  jp  |  on  aura 

et  l'une  dçs  équations  proposées»  N:^9^  +  ip  par 
exemple,  donnera 

JV  axs  Sou  ^  a3« 
La  ptei  pjsiite  valnir  ^e  pMse  ahroiir  /V  s'Gbtiebt  en 
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faisant  uso;  il  vient  alaft  ffva^t/t'ii,  «DpdM  ^  »  étant 
divisé  par  a ,  par  3  et  p4r  5  »  donne  en  effet  pour  restes 
i,a,3. 

ftiéUt  il  lllil  «pértfr  ân«  Us  cas  pliis  cdifipli^éà.  Le 
kfefèi*  j^oixrm  s^sxéneét  Msote  iiir  les  dM^  équMidltt 

It  trcMr^a,  efr  ^liinlnâùi  2,  eëttts  êqoatiôn 

qn*on  simplifie  en  diviâaflt  toos  se^  ténues  par  d  ^  et 

6x  +  5y  =  5oo« 
Faisant  ensuite  »  +y  =tf\l  ^eSÎ 

mètraut  pbfar  3;  irè  pont  y  ces  valettrs  dans  Ka  première 
des  équations  proposées  ,  qui  est  la  pins  «in^W  ^  on 
aura 

en  résolvant  cette  dernière,  on  obtiendra 

i  =  i58b  -^  7Û , 

^  3:  8860  -^  4^a> 
a;  =  35u    —  7300  , 

wl  Poli  A'aÉra  qoa  deux  aèdutions  enlîiies  et  poaîAives , 
savoir,  en  prt niiit  ucnsbog  él  uaâAio>  «arndoit 

m 

ida.  ji  r«n  ^tait  uie  éqnation  à  trois  la^^uits, 
oo^  "i-  ^  +  <«  sic  i2,  ^n  passerait  te  temni  ««  duis 


\. 
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Tautre  membre,  et  il  Tiendrait 

« 

ax  -^^  by  =1  d  -^  czi 

on  ferait  d— cs3=<<,  et  on  n'aurait  pins  i  traiter  que 
l'équation  ax  +  by:=zc\  Lorsqu'on  serait  p.anr.enu  à 
l'équation  dans  laquelle  Tune  des  inconnues  n*a  pour 
coefficient  que  l'unité ,  on  remonterait  successivement 
aux  valeurs  de  x  et  de  jr»  en  substituait  d-^cz  à  la 
place  de  c^  ;  et  en  supposant  que  v  fiât  la  dernière  des 
inconnues  auxiliaires  (t^Qi  Texpression  de  a:  et  de  y 
renfermerait  alors  deux  nombres  .^tiers ,  v  et  s ,  qu'on 
peurrait  prendre  arbitrairement. 

Soit    5a7  -f>  8y  +  7^  ==  5q  ;    on  a ,  d'après  ce  qui 
précède ^ 

5x  +  8y  =  5o.—  fz  =  c', 
et  en  faisant  a  =  5 1  b=siSj  on  trouve 
m=i,  r=3,  m^sszi,  /=a,  7ii*=i,  r^=i,. 
ce  qui  donne 
x+y  =  t,  y+,t  =  u,  t-j-u=,v,  ii  +  ai/  =  c', 

d'où  l'on  tire 

u=c'— av,  ^=3i/— c',  jf=ac' — 5u,  a:=8v— 3c\ 

et  remettant  pour  c'^a  valeur ,  on  a  enfin 

j^rzsioo  — 14«  — 5i/,    a?=8v+aiz  — i5o, 

expressions  dans  lesquelles  on  pourra  prendre  s  et  v  ar- 
bitràirementy  mais  de  manière  cependant  i  ne  donner 
pour  X  et  pour  jr  que  des  valeurs  positivés. 

i53.  La  difficulté  diS  trouver  des  solutions,  soit  en- 
tières ,  soit  au  moins  rationnelles ,  dans  les  problèmes 
indéterminés  qui^passent  le  premier  degré,  est  beaucoup 
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pins  grande  gne  celle  d'obtenir  des  nombres  entier! 
dans  les  problèmes  de  ce  degré  ;  c'est  pourquoi  je  ne 
m'arrêterai  que  sur  mi  |>etit  nombre  de  cas  les  plo» 
simples.  '\      . 

Je  m'occoperai  d'abord  de  Téquadon 

dans  laquelle  y  ne  passe  pas  le  premier  degré ,  et  qui 
donne   # 

v  =  — =— : . 

n  est  facile  de  voir  que  lorsqu'on  connaît  une  seule 
solution  de  cette  équation ,  on  en  peut  trouver  une 
infinité  d'autres;  car  si  la  supposition  dé  x==a  renct 
la  quantité  .  \ 

divisible  par  p ,  tous  les  nombres  compris  dans  la  for- 
*  mule  A  '^  np  jouiront  aussi  de  la  jnème  propriété , 

puisque  par  leur  substitution  ^  au  liei^  de  x,  la  quantité 
,  a  +  6«  +  ex*  +  d!»^-4-  etc. ,  prendra  la  forme 

•  •       • 

a  -4*  i<A  +  c«*+ da'  +  etc.  -jp  Artp  +  Bn^^  +  etc. , 

et  que  la  partie  a  +  Ba  -f.  cet*  +  da^, ,+  etc. ,  est  divi- 
sible  par  p,  d'après  l'hypothèse. 

Ce  qui  précfède  prouve  enoore  qùersi  le  problème 
proposé  peut  se  résoudre  en  nombres  entiers  ,  il .  y; 
aura  nécessairement  une  ou  plusieurs  solutions  entre 

£  et  — ^'  car  si  et  était  hors  de  ceii  limités  .  il  serait 

possible  de  prendre  n  de  manière  que  a  dz  np  s'y 
trouvât  compris,  .^i^'par  exemple ,  «^  tombait  entre ,,3^ 
et  4pt  mais  plus  près  de  5p  que  de  4p  »  en  prenant 
nTs\*^  3  y  on  obtiendrait  un  résultat  -moindre -que 


K.  n  anit  de  là  gne  pour  tomber  aur  ane  aoîntiQA  >  Û 

•nGra  d'orayar  pour  x  tdas  le#  acxfibrt»  entiers  eom^ 

P  P 

pria  entre  -  et  — »«-. 

Pac  C9  iQojen  op  8'j|88Krera,aMéinfp1(  fi}?  l'éqa^n 
^  =  4  +  5x  -f-  Ç4;* 

n*e8t  pas  réaolable  en  nombres  entiers ,  pniaqa'on  ne 
tronye  qae  4et  fÎFaoliôfis  «  en  prenant  potir  x  tous  les 
nombres  compris  depuis  +  4  jusqu'à  —  4- 

f  S4*  On  peut  aussi  prouver  que  Y  équation 

ne  saurait,  lorsque  p  e^f  un  nombre  premier  qui  ne 
divise  point  a  9,  adniçttte  fflm  de  m  soluiioms  en  nomr 
bres  entiers ,  par  des  valeurs  de  x  prises  depuis  o.  jfzi^ 
qu^à  p;  et  voici  Comme  le  fiait  M.  Legendre  (ilfi^m. 
de  PÂcaSéntie  des  Stiencés ,  1786  ). 

Si  le  est  ui^e  de  ces  solutions ,  oa  aura 

*  • 

a  4-  &«  +  cflt*  +  do^. . .  .-4-  Aa"* 
n  désignant  un  nombre  entier^  ef:  p^r  coi^é^ent 

retranbtiaAt  cette  équation  de  la  proposée j^  pjQi.o^tiendrji 

li^iuUat  q.u'pn  p^ut.  Ba^tt^^  ^ws,  k  fcnfte 

4^^;^:»  ^Spi).  Or^i  Mcme4««'K«lftws  fli»a;iie  pouvant 


\ 
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être  diyiâible  par p ,  tant  que  aae Test pad ,  t î  Vas  poreiri 
«tfi8,y,etc.,  entreoetp,  les  quantités  j8— a,  y— «,  etc., 
toute»  pkto  p^tas  que  p^  M  poui^oiit  se  dîv&er  par  ce 
nombre  ;  le  facteur  x  —  ce  ne  sera  donc  divisible  dans 
aoQcistte  (ses  çà»p|rj!»r^finic(r8  ^sEt  conséquent  ijuë 

ç^  «.oit  l^f moteur .         . 


«  •  ' 


H  rhinite  4a<  U  qflA  X^l»fim 

sera  résolue  par  toutes  les  taheufs  ySf  ;  y ,  etc.  ;  et  que  si 
}e  HonÂte  (te  cèlFes  -qui  résdiVëiif  la  proposée  était 
seulement-Tti-^i  /laprécéâ^ente  eu  adtnettrait  m.  Eu 
descendant  aiçsi  ^e  prochç  ejp  proche^  on  arriverait  à  . 
conclure  que  Téquatioi^  j^y  =  a  +  ix-.  devrait  admettre 
deux  yaleurs  eùtiëres  pour  x  entre  o  et  p ,  ce  qui  ne  . 
saurait  être ,  puisque  les  valeurs  de  x  fotiûent  une  pro-»^ 
pesskmdftnt.  j^,^ifÇéj:epce  e^t^p  (i49);.dA«^i'^qnMiQ^ 

prqpQ^éç;  9-|^  Bf^wt  adi«^^ttr§  qu«-iit  W{  ^m  *w»  ^m 

limites. 

i5t5^  Soit  ewor»  V^U3|t?oi^ 

<r  «f-  éx  4-  «?*■  +  <^  -f-  ex*  +  çtc. 

la  plus  générale  de  celles  daus^  tesc^élfes  une  des  in-^ 
connues  ne  monte. qjxau  pjren^r  degi^. 

Si  Ton  fiait 

a  -f-  ftjB  +  ex*  +  dx^  +  ex^  +  ^t^-  =..P> 
ij^^lCx^  cx^-+  d'a^-f-  €!'«♦+  etc.  =^7, 
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trouvera  une  de  la  forme  .> 
A  +  Bp  +  Cq  +  Dp^+  Epq  -H-F?,*  +  etc.  =  o  ,  ,? 

n 

entre p  et  q.  MaU  par hypoth^^e ,  ^=s -.»  o«  p ^sqy  ; 
substituant  cette  yaknr,  Técjwtion  précédente  deviendra 


«     • 


A+Bqy  +  Cq  +  Dqy + Eqy  +  'Fq^,+  etc.  =  o  ; 

tous  les  termes  étant  alors  divisibles  par  q ,  excepté  le 
premier^,  il  faudra  qi^e  celuirci  le  soit  également  ;  sans 
cela  X  et  y  ne  pourraient  pas  avoir  des  Valeurs  en- 
tières. On  cherchera  donc  tous  les  diviseurs  du  nombre 
ji\  en  les  désignant  par  *,  fi,yy  etc»»  et  en  les  pre* 
nant  successivement  pour  q ,  on  aura  les  équations 

A 

m 

et  :=i  a'  +  Vx  +  cV  +  etc. , 

/8  =  a'  +  6'x  +  c'x*  +  etc. ,  / 

etc.  , 

desquelles  on  diérchera  les  racines  entières,  et  celles  de 
ces  racines  qui  rendront  /^divîsibk  paé  q  résoudront  la 
question  proposée. 

i56.  Voici  un  problème  très  simple  quî  se  rapporte 
â  l'équation  précédente.  TVouver  deux  nombres  tels 
que  si  ton  ajoute  leur  produit  à  leur  somme'^  on'ob^ 
tienne  79.  Désignons  ces  nombres  par  x  et  par  y, 
réquation  à.  résoudra  ste]:a   '    , 

x4-jr  +  xy  =  79; 
et  prenant  la  valeur  àey,  nous  trouTerons 

•n  faisant  la  division.  Le  dernier  résultat  montire  que  la 
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gestion  proposée  sera  résolue  en  prenant  pour  x  +  i 
les  diyisenrs  de  80 ,  qui  sont 

U    fl>     4>     5,     8,     10,     16,     20,     40,     80, 
et  qui  donneqt  respectivement 
a:=    o,     1,     3,     4,  7,  9,   ,5,   ,g^  3g^  j^g^ 
y  =  79f^à7   19.   i5,  â>  7,     4^     3,     1,     o(*). 
167.  Je  passe  à  Péqnatu)n 

bu  les  deux  inconnues  montent  au  second  degré  ;  en  la 
mettant  «ous  la  forme 

bn  en  tîre 

on ,  ce  qui  revient  au  même , 

En  dévelop]?ant  et  ordonnant  par  rapport  à  i^  la  quan- 
tité soumise  au  radical  y  on  lui  dofanera  la'forine 

* —  ■  >    I    ■ — - 

(*)  On  résondrait  de  même  celte  question  :  Trouver  un  rectangle 
dont  le  contour  et  taire  soient  exprimée  par  le  même  nombre; 
car  en  nommant  a:  et^  les  côtes  contigns  de  ce  rectân|^;  onauraît 

cqnation  dont  les  solntioiis  entières  et  positives  sont  ««  v=:  4 
ar=3,  j^=:6.  Le  contour  et  l'aire  sont  exprimes  par  16^ dans  Je 
premier  cas,  et  par  18  danè  le  second.  Plntarquflf  ayàré  éh  Tse  cette 
propriété  des  nombres  16  et  i8,  lorsqu'il  diiaU^^daos  son  d'raité 
<l'/*w  eid'0«>w,  que  ce  sont  les  deux  seuls /ioi7»^re«  plans  dont  Us 
périmètres  sont  ^gaui  à  leurs  aires  i  il  ajoute  que  les  pythagoriciens 
avaient  en  aversion  le  nombre  1%  parce  qù'fl  se'pafe  i'8  de  16.  (Œu- 
vres morales  de  Plntargne^  traduites,  par  Ricard ,  t.  XVI ,  p.  104.  ) 
On  voit  ici  un  exemple  des  idëes  ridicules  que  les  anciens  attachaient 
aux  propriétés  des  nblnbrei.  •         ... 

CompLdes Elém.  d'Alg.  ,  îiio 
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m  +  nx -^  p^y  ààm  laquelle  \ 

^    c*'^4af=m,     Sice -^  4bfz±  n ,     e^'^4df=zp. 

Si  Von  ne  demande  pour  x  et  pour  j^  que  dea  nombres  ra- 
tionnels t  soit  entiers ,  soit  fractiosnaîres? ,  la  diffionlté 
du  problème  se  réduira  à  trouver  dçs  valeurs  de  x  qui 
rendent  la  quantité  m  ^-  njc-^px^  égale  à  ua  quarré 
parfait  ;  et  ce  quarré  étant  dé9igné  par  t^j  on  aura 

afy  +  ex  +  c  =3  zt  j(. 

La  résolution  de  l'équation  m  +  nx  +  px*  =  i% 
conduit  à  *  ' 

ou  .^      • 

2px  +  »  =  =tV^4p**  +  n* —  /^m'y 
faisant  4p  =?=  -^  et  i>*  —  4pp^^=^  ^>  PP  -9*^^* 

Par  ce  résultat ,  la  question  «st  ramenée  à  déterminer  t 

d<3  Bianièfre^que  \^ A^-^^B  soit  uh  quarré;  car  ce  quarré 
étant  u*j  les  .deux  inconnues  x  et  y  ne  dépendront  plu» 
que  des  équations  du  premier  degré  » 

^fy  +  ex  +  c  =  ^ ,     apx  +  lï  =  H  , 

dont  les  coefficiens  c,e,fynetp  sont  rationnels,  ainsi 
que  les  quantités  t€^Ui 

La^déterminationdef ,  par  la  condition  énoncée  ci- 
dessus  >  où ,  ce  ^i  est  la  tàêtàé  bhoée,  là  rétolution dé 

réqu^tipn  ^=n  V^urft^  -f-  ^  en  nombres  rationnel^ ,  ren- 
fernltt  en  général  de  grandes  dHiieultés.  L'un  des  cas  les 
plh^  simples  a  lieu  lorsque  A  est  Un  quarré  ;  en  rèpré^ 
sentant  çë  ,i|uarrë  par  ài\  on  aura 

et  supposant    uzsat+v,    il  viendra 


i 
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quarrant  lès  àeiix,  meipbres  et  réduisant  ;  on  trouyei^^' 
et  par  conééqUent  > 

t  —  ■■  ■   .  ■■  ; 

'  .    "  '      'î 

J^rènânt  pour  v  un  nombre  rationnel ,  t  deviendra  un 

nombre  rationnel ,  ainsi  que  ii>  et  il  en  seta  de  même 

de  a?  et  4f  y. 

(«préqii?  B  «t  im  q^arré  teerés^^té  par  iS%  Véquatipnt 

proposée  se  résout  encore  ayec  la  même  fapîlité  4|vi#, 
tont-jt-riieure ,  ei^  3upposant  zt  =?  vt  -f-  ^ ,  t:e  dui  donné 

équation  qbi  9e  réduit  à 
OU,  en  divisant  par  t,  à 
et  d où  il, résulte 


1  '•  •• 


i  =  -^^•' 


<    » .  '  « 


<  ..  .  1 

fjii^9M4  quantité  ^t^^B  peut  $tre  décômpq^ée  e^ 
deuil  &^«Pf«  ralionn^U,  «er  +  *,  ^'^  +  ^»  efr  sortfî 
qi}'^-i^t  •  •   ^  ' .  .     ' 

on  fera  >  ,  .     . 

on  en  déduira 

V  (««  + /8)»  =  (*«  +  (S)  («'«  4. /S*)  ; 
luppximant  le  factelir  cotnmnn.cef  -f-  jl^  ôi^triitivera 

v»(*t+/î)  =  «*«  +  #',  et    t^^i;^- 
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i58.  Quant  on  comiait  une  valeur  rationnelle  de  /, 
on  peut  en  déduire  facilement  une  infinité  d'autres  qui 
satisfont  à  l'équation  proposée.  Pour  le  prouver,  soit  d 
la  valeur  donnée  d.B  t,  et  fi  celle  de  u  qui  en  résulte  ; 
on  aura    -  "* 

i8  =|/^**  +  ^,    ou    /8»  =  ^rt*4-^; 

retranchant  cette  équation  de  u^  =  At^+  B ,  il  vient 

»•— ^•  =  yf(f*  — €t»),    ou    u»=:^(t»— «O  +  iS*. 

Mais  si  l'on  fait  u  =:  (t  —  «)  v  +  i^  »  1^  viendra ,  stprès 
l'élévation  au  quarré  et  la  substitution  dans  Véquatîon 
précédente , 

v*(«  —  «)»+  2fiv (/  —  «)  =  A(t^—a})  ; 

divisant  tout  par  <  —  ce ,  on  trouvera 

.â*où  l'on  tirera 

^~"      ^  — y»         '      ' 

formule  qui  donnera  des  nombres  rationnels  pour  t^ 
lorsqu'on  en  prendra  de  tels  pour  v« 

iSg.  Il  est  facile  de  faire  autant  d'applications  qu'on 
voudra  des  formules  ci -dessus ,  c'est  pourquoi  je  me 
bornerai  aux  suivantes  :  TVouver  deux  nombres  x  et 
j ,  tels  que  la  somme  ou  la  différence  de  leurs  quarrés 
soit  égtde  à  un  quarré  donné  fi^.  Les  équations  à  ré- 
soudre sont 

et  conduisent  à      ' 

expressions  qui  se  rapportent  immédiatement  aa  second 
cas  du  numéro  précédent.  On  fera  y  =r va:  —  fi ,    ce  qui 


; 
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^donnera  pour  Tune 
€t  pour  Tautre 

4  , 

(yx  —  i8)^  =  iS*  +  X». 
En  développant  ces  éqaationâ^  on  tirera  de  la  première 


x  = 


V*  +  l' 

et  de  la  seconde , 

Qfiu 


^  —  -^ — :> 


substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  jr  ^  x>n  aura       . 

y—  v*+i    .   i-y—  V»— €  ' 

assignant  ensuite  des  valeurs  rationnelles  à  jS  et  à  v ,  on 
en  obtiendra  pareillement  de  telles  pour  x  et  pour  y. 

Si  Ton  prend  fizz,5 ,  les  équations  proposées  de-^ 
viendront 

j^a-j-  X*  =  a5 ,    jf*  —  x*  =  25  -, 

on  aura  dans  la  première 

'__     109  :  _^  5(v»— i) 

dans  la  seconde 

lov  5(v*-f-i) 

x=-- — ,    y=— T • 

On  ne  peut  supposer  v=  i ,  car  Tune  des  èipi'essiôns 
de  y  donnerait  alors  |,.et  l'autre  ^y  mais  en  faisant 
successivement  v=iayV=3,i/=4>  ^^^*»  ^^^  solutions, 
de  la  première  équation  seront 

a;  =  4,'    X  =  3;     X  =  ^,     etc.',    ''  * 
y  =  3,     j^  =3  4,     y  =  ^,.   etc., 
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et  celles  de  la  seconde , 

X  =  ^,     X  =t^,     X  =*:Ji,    etc., 

j'  =  ¥..  y  =  ¥>  y- H>  «te. 

On  ne  parvient  poiùt  a  des  nombres  entiers  dans  cett« 
dfcfttîère ,  lorsqir*on  ne  donne  qte  des  talents  entières 
à  y  ;  mais  si  l'on  fait  v  =;?  | ,  il  en  résulte 

x=  la     et    y  =z  i5. 

Rien  n'est  plus  facile  qoe  de  réspudre  la  seconde  ques- 
tion en  nombres  entier^ ,  lorsque  /8*  est  impair  ;  car  I4 
^différence. antre  le  quatre  de  a  et  celiii  d«  a4-  1  étant 
aa  +  1  •  il  3uifira  de  poser  l'équation 

de  laquelle  on  titera 

..  a     '  '    ' 

^t  prenant  x  =  a  et  ^  =  a  4"  ^  »  ^^  ^^  résulter^ 

J'"  — x»  =  â*. 
Dans  Pexemple  propdié,  où  fi^zixai,  on  trouy^ 

et  par  conséquent 

« 

a:==;:ia     et     y;=i3, 

♦ 

coqime  ci-dessus. 

It.dst  bon  -de  tém9xqfdér  qu*on  pisut  Au^pfûl^er  kfi 
4énùiinaaMur»  deà  Tideuxè  de  x  et  de  y  4  msOf  obangef 
leurs  relations* 

Pour  la  première  question  on  trouve 

a:i=:a^,,   jf^^y»  — i), 
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et  la  racine  de  la  aomm0  d^  qiiarrés.d^.cës  quantités 
devient  .  *«     . 

Si  Ton  écrit  —  au  lieu  de  v  >  il  viendra 
n 

fljSm      ^ fi  (m*  —  n') 

et 


n    '  ^'^'         h» 


On  fera  disparailie  les  déjoominateurâ  de  cetf  e,  formule 
es  {muant  ^  =s:  n%  et  U  viendra 


des  résultats 


a:==2mi»,    j^==:  m*  — n*, 

tfoù  x*+y  .:^(7U*+n*)\  On  trouvera 
analogues  pour  la  seconde  queation  (^y. 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  la  résolution  des  équa- 
tions indéterminées  :  ceux  qui  voudront  s'appliquer  en 
particulier  à  cette  branche  d'Analyse ,  pourront  con- 


(*)   Ces  forinales,  qnî  tont  très  simples,   donoeût  Hous  les 
n^DiÛiMs  îsii|ti«M  qai  ptnieilt  ipcsaner  dc9.  côtés  de  jlriiîvglies  rec- 

Le  rapport  des  côtés  de  l^ngle  droit,  on  la  tangente  de  l'an  des 
«Dglcs  aigas ,  a'ponr  expression  ' 


HV  I 


a^' 


d^oii  j\  .suit,  que  ces  triancles  renferment  des  apgUs  de  toutes  les 
grandeurs.  (Voyez  les  Tables  de  Schutzc^  tomç  II,  p.  3o8.)  • 
II  est  visible ,  par  la  formule 


U^. —  I  V^i» I 
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sulter  leè  Mémoires  de  V Académie  de  BerUitj  ann.  1 76g, 
et  le  a"  volume  de  Y  Algèbre  dEuler;  ild  y  trouveront  la 
solution  complète  de  l'équation  u^s^i/At^-j^B,  par 
Lagrange,  et  beaucoup  d'autres  recherches  non  moins 
întéressantfîSé 

Des  pfopriétés  des  nombres. 

1 60.  Les  nonibres  >  considérés  en  eux-mêmes ,  indé- 
pendamment de  tout  système  de  numération  et  de  toute 
question  particulière ,  ont  des  propriétés  très  remar- 
quables; plusieurs  sont  relatives  à  leur  divisibilité  les 
uns  par  les  autres  ;  telle  est  la  proposition  qui  termine 
le  n*  i6 ,  et  dont  voici  la  preuve. 

Soit  n  un  nombre  pre^lier ,  9  un  nombre  non  -  divi- 
sible par  h  ;  le  produit  vp  divisé  par  n  laissera  toujours 

des  restes  dilFérens ,  tant  que  p  sera  <^  n. 

■■'-•■       'I.  ■ 

En  effet ,  ^oit 

vp  =  En  +  r ,      *p'  =  Efn  +  r , 

E  et  £/  désignant  des  quptiens  entiers  de  la  division 
des  produits  ip  et  vp^  par  n^  et  r  un  r^te  qui  soit  le 
même  pour  ces  deux  opérations;  on  aura,  en  retran-r 
chant  la  première  équation  de.  la  seconde,/ 

,p'  — ,p  =  (£:'  — J5)«,     d'où     "iPlT^  ==£'—£; 

et  comme  y  n'est  pas  divisible  par  n ,  il  faudra  que 
p' — p  le  soit  (Elém, ,  97),  pe  qui  ne  saurait  arriver 
tant  que  p  et  p'  sont  <  ». 

161.  On  possède  aussi  plusieurs  théorèmes  remar* 
quables  sur  la  décomposition  des  noinbres  en  puissance^ 
parfaites.  Bachet  de  Meziriac,  qui  commenta  le  pre- 
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mier  avec  sticcàs  l'ouvrage  que  Dîophante  nous  a  laissé 
8or  rArithmétiqne  ,  ou  plutôt  l'Analyse  numérique , 
remarqua  qu'un  nombre  quelconque  est  toujours  où, un 
quatre  ^  ou  la  somme  de  deux  quarrés,  ou  celle  de 
trois,  ou  enfin  celle  de  quatre  au  plus. 

^  o  y  pSr  exemple,  est  la  somme  des  deux  quarrés  i  et  g, 
524 y  celle  des  trois  quarrés,  4»  4^^  ^^f 
3g,  celle  des  quatre  quanrés,  it4f  9  ^^  ^5* 

Cette  proposition  fut  démontrée  ensuite  par  Fermât , 
Pun  des  plus  grands  géomètres  dont  la  France  s'honore, 
et  qui  enrichit  de  remarques  le  commentaire  de  Bachet  ; 
mais  l'écrit  où  il  se  proposait  de  réunir  les  grandes  dé- 
couvertes qu'il  avait  faites  sur  la  théorie  des  nombres  , 
ne  nous  est  point  parvenu ,  et  la  propriété  précédente 
n'était  qu'un  simple  fait  prouvé  par  l'expérience  ,  jus- 
qu'à ce  que  Lagrange  l'eût  démontrée  en  1770  ,  dans 
les  Mémoires  de  t  Académie  de  Berlin,  Euler  a  prouvé 
cette  proposition  d'une  manière  un  peu  plus  simple , 
dans  la  deuxième  partie  de  l'année  1777  des  Actes  de 
t  Académie  de  Pétersbourg  (*)•*. 

Eu  1770»  Wilson  fit  connaître  la  prcmnété  suivante 
des  nombres  premiers  :  Si  n  désigne  un  mmnbre  premier 
quelconque  j  le  produit  i.a.3..*(n— -1),  augmenté  de 
Funité ,  sera  divisible  par  n. 

Par  exemple ,  soit  n  =  7 ,  on  a 

1.2.3. ..  .(n —  1)  =  1.2. 3. 4* 5. 6  =  720; 


(*}  Fennat  avait  joint  à  cette  remarque  celle  qne  tout  nombre 
pouvait  être  ramené  à  la  somme  de  trois  nombres  triangu- 
laires^ ou  cinq  pentagonaux,  et  ainsi  de  suite.  (Note  de  la 
page  196. }  Cette  dernière  partie  de  son  beau  th<forème  a  enfin  été 
d^montrëe  par  M.  Cauchy.  (Voyez  le  Supplément  à  l'Essai 
sur  la  théorie  des  ^ombres ,  par  M.  Legendre,  p.  i3.) 
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en  ajoutant  Tanité ,  il  tient  jai ,  qui ,  divine  pav7^  donne 
JO^  pour  quotient^  et  il  s'enéuit  que  ce  même  nombre , 
divisé  par  tous  ceux  qui  précèdent  7 ,  à  partir  de  a^ 
laiââeraît  toujoun  pour  reste  l'unité»  Ceat  encore  JLa- 
grange  qui  démontra  le  premier  la  ¥érité  de  cette 
proposition.  (^Mémoires  4^  VAçqdémie  de  Berlin  y  an- 
née 1771.)  (*)^ 

Il  est  bon  de  remarquer  que  les  propriétés  des  doiu- 
bres  correspondent  à  des  questions  d'Analyse  indéter- 
minée; celle  que  nous  ayons  citée  la  première  reyienit 
à  prouf  er  que  l'équation 

peut  toujours  être  résolue  en  nombres  entiers^  quelque 
nonJsre  entier  que  l'on  prenne  pour  A\  la  seconde  pro7 
priété  suppose  qUe  dans  l'équation . 

X  est  toujours  un  nombre  eâtier ,  lorsque  n  est  un  noa%- 
bre  premier. 

n  serait  impossible  »  sans  sortit  beaucoup  des  lî* 
mites  où  je  dois  renfermer  cet  outrage  ^  dé  dévelopjper 
ici  les  démti||Btirations  des  théorèmes  que  fe'  tiens 
d'énoncer  ;  mSs  pour  donner  une  idée  de  ces  recber-* 
ches,  je  tais  exposer  ^  d'après  M.  Gauss»  la  tiiéorie  des 
restes  que  laissent  les  puissances  d*un  nombre  >  lors'- 
qu'on  les  ditise  par  le  même  nombre  premier,  et  qui 
conduit  au  résultat  annoncé  à  la  fin  du  n**  .67. 

162.  Soit,  par  exemple ,  la  suite 

1,  3,  9,   27,  81,  343/739,  etc., 

formée  des  puissances  du  nombre  3  y  et  qu'on  divine 


(*)  ^oy.  aasai  mpn  Traité  du  Calo^  diff,  .4t  du  Cale,  int,   , 
tom.  III,pag.  7aa. 
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fb#c8ii  de  aes  ierinçs  par. le  uoiobre  premier  7,  on 
auta  Uê  téaXea 

1 ,    3,    a,     6 ,    4,    5,     1,    etc, 

oà  Ton  voit  revenir^  après  6  divisions',  le  premier 
reste  i.  Dans  cet:  exemple^  la  période  de^  restes  em- 
brasse tous  les  nombres  inférieurs  au  diviseur  «.  ce  ^j , 
dans  d'antres  cas ,  n'a  pas  lien..  Dans  la  progression 

1,  \2,     4>     8,     16,     32,     etc., 

par  exemple ,  les  restes  de  la  division  par  7  étant 
seulement 

1?     a>    4i     *>       «j       4>     «te. , 

reviennent  après  trois  divbions  »  nbmbre  qui  est  divi- 
seur de  6 ,  c'est-à-dire  de  7  — •  i;  ba  généralisation  de 
ces  remarques  donne  les  théorèmes  suivans. 

Dans  la  suite  des  puissances 

1  ,  a  ,  a^ ,  a^f  «  •  • . 

il  existe,  çutm  le  premier  terme ^  un  terme  aS  fjui , 
divisé  par  un  nombre  p,  premier*  à  la  base  a  j  laisse 
ï^nité  pour  reste  ^  t  étant  moindre  que  p. 

Ce8t'*à-«dire  que,  E  désîgniint  un  xiombre  etilier 
quelconque ,  on  a 

jSoit  en  général  u"^  =»  Ep  +  «;  w  donnant  à  m  un 
iiombre  de  valeurs  égal  à  p-,  on  doit  rencontrer  au 
moins  deux  fois  une  même  valeur  de  a, ,  puisque  «  est 
un  entier  «^^  p.  Soit  donc  m' la  valeur  de  m ,  qui  donne 
cette  ^étitioù,  et  £"  te  yâleiir  A»  E,titA  M  oorres^ 
pond;  on  aura 

""l^^l"*'  i d'où  a«'-a«=(£'-^)p=:û"»(a'«'-"'-i)  ; 
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mais  comme  a  n-.est  pas  divisible  par  p,  a^  ne  le  sera 
pas  non  plus  {Élém.,  97  )  ;  et  puisque  (iS'  — ^  •^)p 
l'est ,  il  faudra  que  a"*'**""—  1  le  soit  :  donc  a"'""  —  1 
est  de  la  forme  Ep ,  et  a*"'"""  de  la  forme  Ep  +  i. 

Il  est  visible  que  m''^m  <p  ;  en  partant  du  premier 
terme  i=a*,  on  rencontrera  donc  le  terme  d"»^"»^ 
avant  d'/ivoir  atteint  l'exposant  p. 

'  Par  exemple ,  dans  la  progression 

fl%  a*,  2%  a^  etc., 

on  a  a'^=4og6,  qui,  divisé  par  iS,  laisse  i  de  reste. 

i63.  En  partant  du  terme  a^^=^Ep^\  ^  on  trouve 

d    =    £p  +  1 , 
.    a^^^=,  aEp  +  a, 
a^=a*Ep  +  a*; 

etc.  ; 

d*où  Ton  voit  que  les  restes  reviennent  les  mêmes  que 
ceux  des  puissances* a,  a^^à?y. .. .  jusqu'à  a'^*  inclu- 
sivement; ainsi  tous  les  restes  que' peuvent  fournir  les 
difPérens  termes  de  la  suite  se  présentent  dans  l'in- 
tervalle 

1,  a',  a*,  a',.. .  .a*"'. 

On  peut  encore  voir'  immédiatement  que  le  terme 
a««  est  de  la  formé  jEp  + 1  ;  car  en  faisant  a'=  JEp +1, 
on  trouve 

ce  (^ui  revient  à  la  forme  indiquée. 

i64>  En  classant  par  périodes,  dans  lesquelles  re- 


r 
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viennent  les  mêmes  rester ,  la  suite  des  puissances  d*un 
nombre ,  ce  qui  précède  fournit  le  moyen  d'obtenir  les 
restes  des  puissances  très  élevées;  car  si  l'on  demande  , 
par  exemple^  dans  la  progression 

Oj  ^>  *^>  ^j  etc* y 

le  reste  de  la  division  du  terme  3'^^  par  iS^  on  cher- 
chera d'abord  à  quelle  puissance  on  a  l'unité  pour 
reste  en  divisant  par  i3,  et  l'on  trouverait  37  ou  3^; 
on  aura  par  conséquent  ainsi  de  3  en  3  >  l'unité  :  di- 
visant donc  1000  par  5,  le  reste  1  marquera  le  rang 
que  tient  3'^®  dans  la  période  ,  et  qu'il  laisse  le  même 
reste  que  3'  ;  donc,  ce  reste  sera  3. 

Tout  ce  qui  précède  suppose  seulement  que  p  soit 
premier  par  rapport  à  a:  ce  qui  sait  ne  s'applique 
qu'aux  nombres  absolument  premiers.. . 

1 65.  Si  p  est  un  nombre  premier  qui  ne  divise  point  a, 
et  a'  le  terme  du  plus  petit  exposant ,  pour  lequel  on  ait 
a*=Ep  -I- 1 ,  V exposant  t  Éera  ou  p  —  i,  ou  un  divi" 
jeurdep— 1- 

On  a  déjà  vu  que  t  ne  peut  surpasser  p  -^  1  ;  il  reste 
à  montrer  qu'il  doit  diviser  p  —  1 . 

Soient  d'abord  1 ,  a!,  et',  etc.  ^  les  restes  des  termes 

I ,  a,  a*,. .. .  a'^'; 

le  nombre  de  ces  restes  n'étant  égal  qu'à  t,  ils  ne 
comprendront  pas  tous  les  nombres  i,a^3^...p  —  1, 
dans  le  cas  actuel ,  où  l'on  suppose  r<C  p  •— >  1  :  ils  sont 
d'ailleurs  tous  difierens,  puisque  s'il  y  en  avait  deux 
pareils  pour  deux  termes  a"*,  a",  antérieurs  au  terme 
û' ,  il  s'ensuivrait  que  a^^^a^:=i  a*"  (a""""*  —  1  )  serait 
divisible  parp,  ou  que  a"r"»,  divisé  par  p,  laisserait 
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L'qiûté  pour  ra«te ,  ce  qui  ne  peut  aMver  dans  l'in^ 
t^rvaUe  de  i  ka'. 

Soit  fi  Qti  dei  nombres  de  la  série  i ,  s, . .  .p-^i,  non 
compris  dans  ]a  série  i  >  et\  a*,  etc.  ;  si  Ton  multiplie 
chaqne  tenne  de  celle*ci  par  fi ,  on  formera  la  série 

fi,    ^'fi^Zà^fi,    etc., 

dont  la  dirision  par  p  condaira  à  ane  noafelle  séria 
de  restes  qne  je  représenterai 'par 

fii     ^y     f^i     etc., 

t^os  différent,  i^.  entve,eilz,  à^  a?coles  restes  i ,  «t^,- 
dH ,  etc.,  dont  et  désignera  na  qnaloonque. 

\a  première  assertion  se  pronre  en  multipliant  par  fi 
les  df  ox  équaliona 

correspondantes  â  deux  termes  de  la  période  i ,  a|. ...  ; 
à*^'  ;  on  aura 

fia'^zizfiEp+ftfi,        fia^=fiErp+a'fi; 

or,  si  les  nombres  Afi,  ce'jS,  divisés  p^r  p,  laissaient  le. 
même  reste  fif,  il  viendrait 

«5  i=  e/>  +,er, 

fià'^  =z  MEp  +  ep  +  ff, 

^(a"'-  a-)  =  (B'/S — ^  +  c'—  e)p  ; 

et  comme  fi  n'est  pas  divisible  par  p ,  il  ÉMidrait  que  1« 
différence  a'?'  —  a»  le  fôt,  ce  qui  est  inposiiblé  daift» 
riaterraUe  de  i  à  a'. 


d'où 
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La  seconde  aasertion  s'appuie  sur  œ  que  si  Vus  des 
sombre»  de  la  série  fl ^  0'^  etc.  ^  était  le  m$mQ  que 
quelqu'un  de  ceux  de  la  aféri«i  i  >  ti\  tt"^  etc.  ^  on  aui:ait 
en  xuême  temps'  :  * 

or,  cela  ne  peut  être -quand  m^^m,  parce  qu'il  en 
résulterait 

il  faudrait  donc  que  a""""'  •—  /5  fût  divisible  par  p  ; 
et  comme  le  ternie  a"*""**'  ne  peut  laisser  pour  reste 
€]u*un  des  nombres  t\  ai]  t^^  etc.;  il  faiidrait  que  la 
différence  entrées  et  ce  dernier^  fut  divisible  par  p ^ 
ce  qui  ne  peut  être^  puisque  tous  deux  loat  moiadries 
que  p. 

Si  jvi^my  on  considérerait  alors  le  terme  a*"*""*  >  * quî 
laisse  le  même  reste  que  a"*,  et  l'on  aurait 

o^'^^^^tsiijg^E'ypy 

ou 

^m^(^t+»»»-m'  ^f^  —  [E  —  E'')p', 

br,t  +  'n— m'<^^  dans  cette  hypothèse  ;  ainsi  l'absur- 
dité est  encore  la  mÔme  que  dans  le  cas  précédent. 

La  série  fi ,  ^^  fi",  etc«j  n'ayant  aucun  terme  commun 
avec  la  série  i ,  af,  d! ^  etc/|  ellesscontiennei^t  ensemble 
un  nombre  j2/  de  termes. 

Si  ces  termes  n'épuisent  pas  les  nombres  i,  s  ,».p— i  y 

on  multipliera  les  termes  de  la  série  i ,  «^  «"i 

par  y ,  l'un  de  ceux  qui  manquent ,  et  l'on  aura  un 
nombre  t  de  résultats , 

y,     <t'y,     A^y,     etc., 
qui  conduiront  à  t  restes , 

>>    y>    y\    «te. 
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différens  j  i**.  entre  eux ,  a®,  avec  les  termes  de  la  séirîe 
1 ,  a',  tt",  etc.,  5*.  avec  ceux  de  la  série  /5,  /3',  /S^,  etc. 

*Le8  deux  premières  assertions  se  prouvent  comme! 
précédemment;  la  troisième  se  vérifie  en  observant 
que  si  Ton  avait  en  même  temps  les  équations 

fiar  =  Ep  +  fiTi 

il  en  résulterait ,  si  m'  <  m , 

fiar^ya^=.{^É'^É)p, 
a"' (iôa"»-''' —  y)  =  (£  —  JET)  p , 

fiom^ittf  _ y  serait  par  conséquent  divisible  par  pi  ei 
comme  /aa"*"""*'  donne  poiir  reste  un  des  nombres  dé 
la  série  fi,  /3'^  etc. ,  moindre  que  p,  il  faudrait  que 
la  différence  entre  un  de  ces  nombres  et  y ,  aussi 
moindre  que  p,  fût  divisible  par  p,  ce  qui  ne  se  peut. 

Quand  mf^m,  on  considérer  ]e  terme  a'"*^,  qui  domie 
le  même  que  a^,  et  Ton  a  Féquation 

a"»/ (^ûé+«-mA  _  y)  _  (£  _  £|')  p  ^ 

absurde  par  les  mêmes*  raisons  que  la  précédente. 

En  joignant  les  t  termes  compris  dans  la  série  y  , 
y\  etc. ,  avec  ceux  des  séries  précédentes ,  on  a  en 
tout  5t  de  nombres  distincts^  tous  entiers,  tous  moin-^ 
dres  que  p.  •  \ 

Si  les  nombres  i  ,  a,. . . .  p  —  i ,  ne  s'y  trouvent  pas 
tous  compris ,  en  prenant  un  de  ceax  qui  manquent , 
on  formera  une  nouvelle  série  entièrement  distincte 
des  trois  précédentes ,  contenant  t  termes  ;  et  en  con- 
tinuant ,  puisque  rien  ne  s'y  oppose  ,  de  procéder 
ainsi^  il  faudra  bien  qu'on  épuisé^  par  un  nombre 
multiple  de  t,  ceux  de  la  série  i ,  2;. . . .  p  — - 1  ^  qui 
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ii*en  renferme  qu  nn  nombre  limité  :  donô  t  sera  un 
âiyiseur  de  p  —  i  * 

i66.  t^a  quantité  ^>         étant  nn  nombre  entier  ^  si 
Ton  élève  les  denil  membres  de  Tequation 

a*  =  JËp  +  1 
à  la  puissance  marquée  par  ce  nombre  ^  il  viendra 


a 


«    =a?-*=(£:/>+0  '  ; 


tons  les  termes  du  développement  de  cette  puissance  y 
«xcepté  le  dernier ,  qui  est  i^  seront  divisibles  par  p  ; 
ainsi  l'on  aura 

aJ^^  —  E'p  +  t, 

d'où  il  suit  que  le  nombre  a^"*'  —  i  est  divisible  par  le 
nombre  premier  ^'lorsque  â  ne  test  pas.  Théorème  dû 
à  Fermât,  et  qui  a  conservé  le  nom  de  ce  géomètre. 
ÇVoj^  ses  Opéra  varia ,  p .  1 63) . 

167.  //  existe  des  nombres  tels^  qu^ aucune  de  leurs 
puissances i  dans  les  degrés  inférieurs  à  p  —-1 ,  ne  donne 
pour  reste  runité,  lorsqu'on  la  dii^ise  par  p. . 

Soient  a^  b^  Cy  etc.^  les  facteurs  premiers  df^  d^t^ij, 

en  sorte  que  c^lrç^  etc.  =:=  p  -r-  i  ;    on  Ta  imoiitrër 
d'abord  qu'il  existe  des  nombres  A^B^C^  etCi  tels  j  que 

leurs  puissances  A^^  ,  B^  ^  C«^,  etc.,  sont  celles  du 
degré  le  moins  élevé  qui ,  dans  la  division  par  p  y  laissent 
1  pour  reste  y  et  ensuite *que  le  produit  ABC ,  etc.  de  ces 
nombres  est  tel ,  que  (ABC  etc.)^*'  est  celle  de  seê 
pui^Mmees  du  degré  le  moins  élevé  ^  sur  laquelle  fa  di- 
vision par  p  laisse  1  pour  reste. 

Compl.  des  Elém.  d*Alg.  ai 
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.  Comme  depuis  o  jusqu'à  p  l'éqaation  /ly  =  x"*  -«- 1 
n'admet  au  plas  que  m  valeurs  entières  pour  a;  (iB4)  , 

â  s'jensnit  que  si  Ton  considère  ]a  quantité  x  ^  —  i ,  il 
y  aura  nécessairement  dans  la  série  i^  a ,  3^ . .  .p  -«-i  ^  un 
nombre  qui  ^  mis  à  la  place  de  a; ,  ne  rendra  paa 

X   *   —  1  divisible  par  p. 

Ce  nombre  *aura  également  la  propriété  de  ne  paa 

rendre  x  '*'*.—  i   divisible  par  p,  car  s'il  satisfaisait 

P— ' 
à  la -condition  jc  "•  —  i  =  JEp,  il  satisferait  aussi  à 

X   «   —  i  =  JB'p  (iG3). 

Soit  g  ce  nçmbre  ;  on  aura  g  °^  =z  Ep  +.  h  (*)  , 
£  désignant  toujours  un  entier  j;  et  en  élevant  à  la  puis- 
sance a*  les  âeu:^  memjsres  de  cette  équaUoa  >  il 
Viendra 

gr-i=3  (Ep  +  h)a*:=  £^  +  ia**, 
£':dé3ignaAt  aii^si  un  «ntièr. 

Ainsi  5^*  —  A***  est  divisible  par  p  ;  mais  par  le 
tbéurèmé  de  Fermât  (i6ff),  ^  étant  premier  à  p, 
g"P^*  —  1  est  divisible  par  p,  ou  g^^*  est  de  la  forme 
fi*^ +  1-,  donc 


. .    -^ 


E^p  +  ^z^ETp  +  h^*, 


'li  1  *  '  < 


«  ■ . 


{*)  H  hm  observer  qu^içi,:  «(.dànsKtoiit  ce  .qui  «oit,  Ibt  lettre  ,^ 
a  pour  exposaot  la  fraction  plao^  aaKle«pn&  • 
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d'où 

■     h'^  =  E'p  —  E'p+i,  .      ,' 

t 

et  par  conséquent  h"^  -^i  est  diviai^Ie  p^r  p.  Les  puis- 
sances  a*'^'' ,  a*  "*  ^,  etc ,  de  h ,  pour  lesquelles 

p^^r-     -         ■■■■.},..•: 


'f*     .       ^     ,   M 


"etc.,  }   •  * 


bU-tf-.. 


1 


ne  remplisseitt  {Amit  cette  condition ,  .ipmsque  les  qaan^ 

tités  g  *^  ^  •  •  'S,  ^*  * .^!^*^'  »  ^'^'ïypothàje,  ne  la;rqtn- 
plissent  pasi  maîs>  d'après  \è  n9  i65^  le  plus  petit 
exposant  de  la  j^is^ançe;  ^u  nombre  h ,  kpA  Yeii^  ja, 

quantité  i'—i  diyîsîblé  par  p,  doit  diviser  a*  puisque 

h^'^i  est  divisible  par.^^  ©.rejetant  prwmer,,a*.ne 
peut  être  divisé  par  d  autres  npmbres  que  a  et  ses  puis- 
sances  ^  mais  ce  ne  peut  être  aucune  de  celtes  qui  spqt^ 
inférieures  à  la  puissance  a, ,  pi^squ'on  vient  de  voir 

que  ftû*  ""  —  1  ne  saurait  être  divisible  par  p ,  quand 
g   ^    ne  reàtpoînt :  donc  /  ==  a*] donc  le  nombre  h , 

reste  de  la  division  de  ^,.^*  par  p,  est  le  nop.bre 
A  demandé.  On  trouverait  d'e  mètne  des  iionibrds' j?/ 
C.  etc. 

Maintenant ,  puisque  les  nombres 

A'f'.    £h^,    C<^^,  • 

ai.. 
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sont  de  la  forme  Ep-^i ,  leurs  puissances  et  les  pro- 
duits de  ces  puissances  seront  aussi  de  la  même  forme 
(i63)  ,  et  par  conséquent 

•era  aussi  de  cette  forme  ;  et  de  plus  ^  p  —  i  sera  le 
plus  petit  exposant  qui  rend  {ABCy  —  i  divisible  par 
p.  En  effets  si  Ton  suppose  que  le  produit  des  nombres 
A.ByC,  soit  tel ^  que  {ABCf  :=zEp+i,  t  étant 
moindre  que  p  -—  i  «  il  faudra  que  t  divise  p  •—  i  » 

ou  que  ^     <     soit  entier  (i65  )  ;  et  puisque 

p-r^  X's^za'h  ê^ ^  le  quotient  ne  peut  être  qii*nn  des 
nombres  a,  &,  c,  ou  un  de  leurs  mult^Ies. 

Soit  y  par  exemple,  £^^=!iia;on  aurap— i=iiat| 

d'où  ^       .-;=sn:  ainsi  t  divisera  2IZL  -.  dans  cècas , 
a      t        ^  a 

et  en  vertu  de  l'hypothèse ,  (ABC)  *  — i  sera  divisible 
par  p  (i63).  Mais  puisque  B,  Ç^  séparément^  sonttçls 
que 

^ft^^^Tp-fi, 
Cc^=iB'p+i, 

leproduitira*~'*^c^C«*""'*^c>=(5C)  ^  =JE*p+r, 
p-^i  p — I 

et  si  {ABC)  ^  =r  £:p+i,  il  faut  que  A  ^  =jB'>*-1| 
car  ^  .  **  =  JE*^p  +  A  donnerait     ^      ' 

(ABC)   «  =(£»>  +  »)  (£rpHhi)  =  ^V  +  A^ 
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D'un  autre  côté,  tétant  tel,  que  ^•*— i  est  divisible  par 
p^  il  faudra  I  par  le  n^  1 65,  que  a^diyise^— ,  ou  que 

^  .  soit  un  entier,  ce  qui  est  impossible ,  puisque 
û*.    ' 

^  ==  ■      '      = :  ou  ne  peut  donc  pa$  sup- 

a  a 

poser  t  d'un  degré  inférieur  à  p  —  i.* 

^  '  i68«  )I1  suit  de  là  que  ai  l'on  désigne  par  g  le  produit 
utBC,  ou  le  plus  petit  reste  de  la.diyision  de  ce  produit 
par  Pf  ou  enEn  un  nombre  tel ,  que  g^*  en  soit  lapuis-- 
sance  la  moins  élevée  de  la  forme  Ep'j'i ,  les  restes  de 
la  division  par  p  des  puissances 

comprendront  tous  les  nombres  i ,  a ,  3, .  •  .p —  i ,  mais 
dans  un  ordre  différent  de  l'ordre  naturel. 

Si ,  par  exemple ,  p  =  ig ,  on  pourra  prendre  g=  a , 
et  en  divisant  les  diverses  puissances  de  ce  nombre 
par  ig  >  on  formera  la  table  suivante  : 

Puissances,  a®,  a',  a*,  a^,  a*,  a*,  o*,  a',  a*. 

Restes.  i  ,  a,  4,  8,,i6,i3,  7,i4>  9, 

Puissances,  a»,  a»%  a",  a",  a*^  a*^,  a*^  a»*,  a"', 

Restes.  ^8>  ^7^  i^^^i^  ?t  ^t^^j  5,io. 

'  Il  y  a  entre'  ces  restes  et  les  ezposans  auxquels  ils 
correspondent,  des  relations  analogues  à  celles  des 
nombres  et  de  leurs  logarithmes ,  et  Euler  a  désigné 
sous  le  nom  de  tacmes  primitives,  par  .rapport  au 
nombre  p,  ceux  dont  les  puissances  fournissent  tous 
les  restes  1,2^3,  ...p— "i;de  cette  manière  a  est 
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racine  primitive  à  l'égard  de  19.  La  même  racine  ftl-f 
mitiye  peut  convenir  à  plusieurs  nombres  premiers ,  et 
le  m#me  nombre  premier  a  le  plus  ordhiaîremdflt  plti«- 
sieurs  racines  primitives.  On  n'a  pas  encore  de  procédé 
p6ur  trouver  directement  tes  racines  *  mais  Lâgtangé , 
dans  la  note  XIY  de  son  Traité  de  la  Résolution 
des  Équations  numériques ,  en  a  donnié  ilùe  tabl0  pont 
les  nombres  premiers  jusqu'à  5j,à  cause  de  lefsa^ 
usage  dans  la  résolution  de  l'équation  a:^-— 1=0, 
découvert  par  M.  tiauss ,  et  qu'il  a  Ini-inéme  beaucoup 
fliiïiplifié^  en  le  combinant  avec  la  méthode  eatposée 
dans  les  n^*  ùSetû^i  voici  à  peu  près  conme  il  protide» 

163.  Soit  1  équation 

ocP^ittio  (1), 

p  étant  un  nombre  premier;  si  l'om  en  âte  le  facteur 
X  —  1 ,  on  aura  seulement  à  résoudre  l'équation* 

xP-»  +  x^^-i-xM. . . ,+  z  =  o  (a)  , 

dotit  lès  diverses  ràoinétf  se  déduisent  dé^  pd^sadceà 
d'une  seule  (17)^  ed  sotte  que  si  l'une  quelconque  de 
ces  racines  était  désignée  par  r,  les  autres  seraient  r*, 
r', . ,  .f*"'.  Mai*  si  a  reprééentè  ùilc  des  racines  pri- 
mitive» dtt  nombre  p 9. on  trouYei^' aussi  totitésf  les 
racines  de  l'équation  (fi)  dansJla  ^érie    ^ 

puisque  lei  expodatis  de  r ,  divisés  par  p ,  laiësëront 
pour  rd«t%s  tous  les  âotnbreà  entiers ,  depâtè  i  Jils^'A 
p*^%  (166)  >  ie«  seub  4ôm  il  faille  tenir^  cduityttf ,  à 
etuèe  Hfaë  7^  t2tt  1  ^  iM  yfètm  àê  i'éi^tiation  (1).  fiubèti^ 
tmht  Apnt  Jittx  r^ùluM  dù%  â^',  x!',  «te. ,  dadè  ta  foud^ 
tidii  t' éintf*  aSf  lei  puissances  de  r  prises  d^tiA  l'ordre 
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indiqué  ci-dessus /et  changeant  m  en  p  — '  i  ^  on  aura 
it  étant  une  des  racines  autre  que  i  ^  de  Téquation 

Cela  posé ,  ri.  d^ns  Texpression  àeton  change  r  en  r*| 
elle  deviendra 

et  Comme  û?*"^,  divisé  pai^  p,  laî^se  i  pour  reste,  la 

puissance  r'^^'  sera  équivalente  à  r,  ce  qui  changera 
l'expression  d^Iessus  en 

résultat  qui  est  le  même  que  celui  qu*Qn  déduirait  de  la 
première  valeur  de  ^>  e&.lâ  multipliant  par  «;^%  et  en 
observant  que  aJ^^  =  i  :  on  aura  donc 

Cha)âgeant  r  en  r^  dans  cette  dernière  expression ,  on 

verra  de  même  que  c'est  comme  si  on  l'avait  multipliée 

.par  fit^*,  que  le  résultat  est  par  conséquent  la  valeur  de 

«F-'^et  qu'il  naitraitaussi  du  changement  de  r  en  r^*  dans 
la  première  valeur  de  U  Un  nombre  p  —  a  de  pareils  ^ 
changemens  successifs ,  épuisera  tous  ceux  qu'on  peut 
faire  en  substituant  à  r^es  diverses  puissances  i  puis<^ 

qu'elles  reprennent  les  mêmes  valeurs  à  partir  de  y^"% 

On  formera  donc  ainsi  les  valeurs'  des  p  -^  1  fondions 

.     .   -  '  "       ■■  '  * 

t,  dP^t,  aP'^H^,  ...At, 

dont  la  puissance  p — i  sera  la  fonction  8,  qui  aura  par 
conséquent  la  propriété  de  conserver  la  même  valeur. 
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lo^qu  OU  y  changera  r  en  f",  r**,  r^  ,  etc.  Son  expreâ- 
6ion ,  déyeloppée  suivant  les  puissances  de  a  rabaissées 
au-dessous  du  degré  p  -—  i  »  sera  de  la  forme 

f + «5' -I- «T- •  •  • + «^l^^î, 

OÙ  les  fonctions  Ç,  ^\  ^,  etc. ,  ne  contiendront  qae  des 
puissances  entières  et  positives  de  r^  et  oemeureront  les 

mêmes  y  lorsqu'on  y  changera  r  en  i'*,  i^",  etc.  (a4)> 
propriété  qui  en  simplifie  considérablement  l'expression. 

170.  D*abord;  il  est  évident  que  toute  fonction  ra- 
tionnelle et  entière  de  r^  peut  être  réduite  à  la  forme 

f 

quand  r^  =  1  *,  et  qu'ainsi  elle  peut  encore  être  mise 

sous  la  forme 

)  .  '  ■ 

lorsqu'on  substilue  aux  exposans  1 ,  a,  3y...p-»i^  les( 
puissances  de  a  y  dont  ils  dérivent  comme  restes  de  la 
division  par  p;  seulement  l'ordre  de  succession  des  puis- 
sances n'étant  pas  le  même  que  celui  des  restes',  les 
coeiEciens  B^  C,  D,. .  •  .P,  changeront  de  place ^  en 
passant  d'une;  forme  à  Tautre  ;  jB',  par  exemple ,  sera 
l'un  de  ces  coéfficiens ,  ihais  non  pas  le  même  que  B. 

Si  maintenant  la  fonction  dont  il  s'agît  doit  demeurer 
la  même ,  lorsqu'on  y  changera  r  en  r^,  ce  qui  est  le 
cas  des  fonctions  ^ ,  ^',  etc. ,  il  faudra  que  l'égalité 

A  +  B'r+C/'    +  ^''^'.•••+  ^'^'"*  = 
A  +B'r^+  Ci^'  +  B't^\,..+  P^r, 

ait  lieu  indépendamment  de  r,  et  que  par  conséquent 
B'^C,    ,C:r^iy/...P'=^B% 
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yakvr»  qui  réduisent  à 

la  fonction  proposée ,  on  bien  à  ^ 

si  l'on  désigne  par  s  la  sommé  de  .tontes'  les  racines  de 
Téquation  (a). 

Il  suit  de  là  que  les  fonctions  Ç,  ^,  etc. ,  seront  con- 
nues immédiatement  ;  car  le  développement  de  0  ou 
^e  t^*  donnera  les  coefSciens  A  et  B\  et  Ton  a  5=— -i , 
pnisque  le  coefficient  du  second  terme  de  l'équation  (s) 
est  4-  !•  La  fonction  6  étant  doQC  ainsi  déterminée , 

on  pourra  »  au  moyen  des  p  —  i  valeurs  de  {/ù,  for- 
mer les  valeurs  de  r,  par  le  procédé. indiqué. dans  le 
n'  a5  ;  //  sera  donc  toujours  possible  de  résoudre  algé" 
briquement  V équation  x?  -—  i  =:;:  o ,  p  étant  un  nombre 
premier,  lorsqxion  aura  les  racines  de  l'équation.  •  • 
y'-*  —1  =  0. 

171.  La  démonstration  de  ce  théorème  est  le  résultat 
le  plus  important  de  la  méthode  précédente  ^  car>  pour 
les  applications  numériques»  on  a,  depuis  long-temps, 
un  procédé  beaucoup!  plus  commode  {voyez  la  note  de 
la  page  lâo);  je  n'entrerai  donc  pas  dans  le  détail  des 
abréviations  dont  cette  méthode  est  susceptible  ^  à 
cause  que  p  — - 1  est  toujours  un  nombre  composé  (a6). 
On  les  trouvera  dans  l'ouvrage  de  Lagrange  {*)  ;  je  me 


.  {*)  On  prouverait,  par  leor  moyen ,  que  les  racines  de  toute 

équation  de  la  forme  ±^  "^'-«1  =  0,  lorsque  son  exposant  est 
un  nombre  premier,  ne  dépendent  que  d'équations  du  second  degré, 
et  que  par  conséquent  on  peut  effectuer ,  avec  la  règle  et  le  compas,^ 
la  division. du  cercle  en  i^-^i  parties  égales* 
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bornerai  au  développement  â*on  exemple  très  simple , 
destiné  seulement  à  particulariser  les  indications  géné- 
rales du  n°  précédent. 

L'équation  s?  —  1=^0  étant  ramenée  i 
et  la  racine  primitâye  de  5  étant  a,  on  lUira 

tt  tfoi  revient  à 

\ 

esz  r  4-  cei*  +  «t*r*+ «V, 

en  abaissant  au-dessous  de  5  le  dernier  exposant  de  r, 
et  CL  étant  une  des  racines  autre  que  r^nité  »  dans 
réquaiioii  y^  —  i  =7:  o. 

En  effectuant  le  déyeloppement  de  ^j  dans  la  forme 
on  trouvera 

d'où  . 

puis  mettant  pour  <t  ati  trois  valeurs ,  qui  sent 

»  « 

on  trouteia  . 

•    6*  =  a5, 

fl*îî=  —  i5  +  flôi/^, 

ô''^  —  1.5  —  2bv/^i. 

Le  procédé  indiqué  dans  le  n^  a&i  fournit  les  équations 


l 
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qui,  jointes 

ÀTiquation 

1 

1 
1 

^  =  a/  +  <c" 

+ 

X 

+ 

*        * 

doimeraieot 

• 

• 

*  _         * 4 


et  par  conaéquent , 

mais  comme  ctiacime  de3  expressioidd  V/ 5^,  v  S^,  V^ô*'^ 
est  susceptibjie  de  quatre  yalçyrs  ,  remploi  4a  toutes  ces 
Talenrs  en  produiraîf:  6^  pQW  Tmconnuç  r,  entre  les- 
quelles il  faudrait  faire  un  choix  «  par  des  considéra- 
tions analogues  à  celles  gui  terminent  les  n^  19  et  ^o. 
^gcaoge  ne  s*étaat  pas  rappelé  cette  circonstance ,  a 
doni>é,sur  la  page  a84  de  son  ouvrage  (a*  édit.)>  un 
résulutioexact  ;  mais  on  ^t  dispensé  de  tout  examen  u]r 
térim,  quand  on  cbeijpbe  Ibs  raônes  communes  an% 
*q»atioif^  ^ 

et 

> 

t  =  r  +  €tr*  +  <*M  +  rt?r^. 

4_  _ 

Lorsqu'on  fait  * = —  i ,  *  =  yV  =  \/5 ,  on  trouve 
le  facteur  commun 


+  (l^r  +  ,  =  o: 
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d*où  l'on  tire 

/  =  i(_i+ï/5±\/— at/5  — lô). 

En  prenant  <=— 't/bi  ^^  V^'^  reyîent  à  dianger  le 
signe  de  V^5 ,  on  obtient 

r  =  K— 1— V^5  — VûV/5  — lo). 

Ces  valeurs  et  les  précédentes  sont  celles  que ,  par  la 
méthode  indiquée  n^  ù6  ,  Lagrange  a  obtenues  à  Ta 
page  293  de  son  ouvrage ,  et  que  donne  aussi  la  mé* 
tbode  du  n*  56. 

172.  Ce  qui  précède  suffit  pour  montrer  rimpoitanCe 
et  la  difficulté  de  la  théorie  des  nombres;  les  lecteurs 
qui  voudront  s*en  instruire  à  fond ,  pouiront  consulter 
l'ouvrage  où  M.  Legendre  a,  le  premier ,  réuni  cette 
théorie  eh  un  corps  de  doctrine'complet,  et  les  DisquisU 
tiones  arithmeticœ  de  M.  Gauss^  où  la  traduct.  française 
qu'en  a  donnée  M.  PouUet  Delisle.  Les  preniiers  ma- 
tériaux de  cette  théorie  sont  l'ouvrage  des  plus  grands 
géomètres  d6  notre  siècle^  qui  ont  démontré  la  plupart 
des  propositions  dont  Fermât  ne  nous  avait  laissé  que  les 
énoncés  :  leurs  travaux  sont  consignés  dans  les  Recueils 
des  Académies  de  Paris,  de  Berlin  et  de  Pétersbourg. 
C'est  dans  le  dernier  (^Noi^i  Commentant^  t.  Vil  et 
XVIII  )  qu'Euler  a  donné  la  Théorie  des  Restes  expo- 
sée ci-dessus  (p.  3i4  et  suiv.) 
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AVERTISSEMENT. 

Le  Calcul  des  Probabilités ,  inventé  par  Pascal 
et  Fermai;,  n'a  pas  cessé  depuis  d'exciter  l'in- 
térêt et  d'exercer  la  sagacité  de  leurs  plus  il- 
lustres successeurs  ;  mais  les  élémens  de  cette 
branche    des  Mathématiques  appliquées   sont 
restés  bien  eu  arrière  de  l'état  de  la  science. 
Apres  quelques  ouvrages   superficiels   ou  in-\ 
complets ,  on  ne   trouve  plus  que    des   Mé- 
moires académiques  ou  des  Traités  fondés  sur 
les  parties  les  plus  élevées   de  l'analyse;  en 
sorte  que ,  même  avec  des  connaissances  assez 
étendues  dans  les  Mathématiques  élémentaires , 
il  Êiut  encore  se  borner  à  croire  sur  parole,  la 
vérité  des  points  fondamentaux  dé  la  théorie 
dès  probabilités,  qui  peut  cependant  s'établir 
d'une  manière  ti^ès  solide  par  le  seul  secours 
des    élémens   d'Algèbre.   C'est    pour   remplir 
cette    lacune ,  que  j'ai   rédigé  le  Traité  que 
j'offre  en  ce  moment  au  public.  Dans  le  texte , 
Je  ne  suppose  presque  rien  au-delà  de  ce  que 
contiennent  mes  Elémens  â^ Algèbre,  De  plus, 
j'ai  eu  soin  de  mettre  en  évidence  les  énoncés 
des  principes ,  et   de  multiplier  les  résumés , 
mfîft  <(u'on  pût  encore  acquérir  une  idée  de  la 
théorie ,  indépendamment  des  formules  algé- 
briques,   l^nfin,   pour    rendre    plus   facile   le 
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passage  de  ce  Traité ,  à  ceux  où  l'on  a  déployé 
toutes  les  ressources  de  l'Analyse  transcendante, 
le  Pai  teniriné  par  quelques  Notes,  où,  partant 
de  formules  contenues  dans  mon  Traite  élé- 
mentaire de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul 
intégral ,  j'ai  exposé  les  premières  applications 
de  ces  calculs  aux  problèmes  concernant  les 
probabilités. 

Les  nombreuses  citations  que  ]'ai  faites  des 
écrits  originaux ,  donneront  aiix  lecteuias  les 
moyens  de  suivre  là  marche  de  cette  doctrine 
depuis  son  invention  ,  et, d'en  approfondir  les 
détails  et  les  applications  aux  sciences  morales 
et  politiques  ,  applications  dont  j'ai  indiqué  les 
bases,  et  que  j'ai  tâché  d'apprécier  à  leur  jusle 
valeur.  Condorcet  désirait  que  leur  ensemble 
fît  la  matière  de  Fun  des  cours  des  Ecoles 
publiques  ;  et  il  ^n  a  donné  deux  excellens 
programmes ,  le  premier  à  la  suite  de  ses  M^é- 
moires  sur  V Instruction  publique ,  t.  ix  de  ses 
iBuçres ,  p.  566 ,  et  le  second  dans  le  Tableau 
général  de  la  science  gui  a  pour  objet  Vappli^ 
cation  du  calcul  aux  sciences  politiques  et 
morales,  t.  xxi  de  ses  (Buvres^  p.  ^Sy,  ou 
Èlémens  du  Calcul  des  Probabilités,  p*  171. 
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plusieurs  observations,  Sait 

FIN  DE  LA  TABLE. 


TRAITÉ  ÉLËMENTAIRE 


DU 


CALCUL  BES  PROBABILITÉS. 


Notions  préliminaires  sur  le  sens  des  mots 
Certitude  et  Probabiuté. 

!•  IjA  conscience  à*  un^  sensation  actuelle,  la  percep^ 
tion  instantanée  et  arec  pleine  évidence  de  la  conve- 
nance ou  de  la  disGonvenance  de  deux  idées  :  voilà  ^ù 
se  trouve,  sous  le  double  rapport  de  nos  facultés  phy* 
sîqoes  et  intellectuelles,  le  plus  haut  degré  de  certitude 
la  certitude  absolue  ;  bien  entendu  qu*il  faut  écarter 
de  la  sensation  les  jugenjens  dont  on  pourrait  raccom- 
pagner pour  prononcer  sur  sa  cause  ;  ou  la  rapporter  à 
un  objet  particulier,  et  de  la  comparaison  des  idées , 
tout  ce  qui  ne  se  réduirait  pas  à  des  idées  simples  ,  et 
tellement  circonscrites,  que  l'entendement  puisse  les 
embrasser  d'une  seule  vue  (*).  C'est  en  vain  que  les 


(*)  En  employant  les  mois  facultés  physiques  et  intellectuel- 
les ,  je  n'ai  en  tuc  que  de  me  conformer  à  la  divisFon  c^tablic  par  le 
langage  ordinaire,  sans  rien  préjuger  sur  roriginc  et  la  connexion 
de  ces  facuh<^. 

2*  édition.  i 
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philosophes  ont  cherché  pendant  long-^en^M  un  criiê' 
riutn  de  vérité ,  différent  de  la  parfaite  intuition  que  je 
viens  de  rappeler ,  puîsqu'au  bout  des  plus  longues  ex- 
plications ^  il  faut  toujours  en  venir  à  reconnaître  dans 
Tesprit  la  faculté  de  saisir  immédiatement  l'accord  ou 
la  convenance  de  deux  idées  ou  de  deux  notions.  Aussi 
tous  leurs  efforts  >  quand  il  les  ont  bien  dirigés  ,  n'ont 
servi  qu*à  les  ramener  à  ce  terme  avoué  maintenant  par 
tous  les  bons  esprits ,  qui  paraissent  convaincus  que  le 
seul  objet  des  règles  essentielles  du  raisonnement  est  de 
prévenir  toute  illusion  dans  le  jugement  que  nous  por- 
tons de  cette  évidence  ^  en  examinant  avec  soin  l'étendue 
que  reçoit  chaque  idée  dans  les  diverses  combinaisons 
qu'on  en  fait  ^  et  en  coiitrôlant  sans  cesse  la  vérité  de 
nos  souvenirs  et  l'exactitude  de  nos  énumérations.  C'est 
en  effet  à  cela  que  se  réduisent  les  fameuses  règles  de 
Descartes  ^  auxquelles  on  n'a  rien  ajouté  d'essentiel  (^. 


(^)  n  n^est  pent-étre  pas  inutile  de  rappeler  ici  ces  règles ,  et  d^ 
Joindre  celles  que  Newton  a  prescrites  pour  les  recherches  physiques, 
parce  que«duns  la  suite  nous  aurons  occasion  d'en  tirer  des  consé- 
quences pour  le  «01  jet  qui  nous  occupe. 

Règles  de  Descartes»  (Discours  de  la  Méthode,  éd.  de  1687,  P'^o)* 

1*.  «  "Ne  recevoir  jamais  aucune  chose  pour  Traie  que  je  ne  la 
>»  connaisse  évideinmenti  être  telle  :  c^est-à-dire ,  éviter  soigneuse- 
»  ment  la  précipitation,  et  la  prévention  j  et  de  ne  rien  comprendre 
»  de  plus  en  mes  jugemens ,  que  ce  qui  se  présenterait  si  claire- 
»  ment  et  si  distinctement  à  mou  esprit ,  que  je  n'eusse  aucune 
»  occasion  de  le  mettre  en  doute. 

a<^.  »  Diviser  chacune  des  difficultés  que  j'examinerais,  en  autant 
»  de  parcelles  qu'il  se  pourrait,  et  qu'il  serait  requis  pour  les  mieux 
)»  résoudre. 

3^.  »  Conduire  '^ar  ordre  mes  pensées ,  en  commençant  par  les 
»  objets  les  plus  simples,  et  les  plus  aisés  à  connaître ,  pour  monter 
«  peu  à  peu,  comme  par  degrés,  jusqu'à  la  connaissance  des  phis 
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2.  Des  sensations  et  des  jngemens  simples  confiés  à 
notre  mémoire,  naissent  des  séries  de  conséquences  dont 
la  certitude  dépend  d  un  nouvel  élément,  la  fidélité  avec 
laquelle  cette  mémoire  nous  rend  ce  que  nous  avons 
éprouvé.  La  confiance  que  notis  acquérons  à  cet  égard, 
n'est  fondée  que  sur  la  constante  répétition  du  fait ,  et 
sur  l'assurance  que  cette  ripétition  nous  donne  de  son 
renoavellement  chaque  fois  que  nous  le  désirerons  ou 
que  les  circonstances  l'exigeront.  Ici  se  montre  un  pen- 
chant ou  une  loi  de  Tesprit  humain,  la  tendance  géné- 
rale à  croire  au  retour  des  faits  que  nous  avons  observés 
plusieurs  fois  sur  nous-mêmes  ou  sur  les  autres  objets 
penchant  qui  se  lie  à  l'opinion  que  nous  acquérons 
bientôt  de  la  constance  des  lois  de  la  nature. 

Ces  propositions  :  Tout  homme  mourra  ;  le  soleil 
se  lestera  demain  ;  fai  suivi  telle  démonstration ,  j'en 

»  compote  ;  et  en  supposant  même  de  Tordre  entre  ceux  qui  ne  se 
»  précèdent  point  naturellement  les  uns  les  autres. 

4^.  n  Faire  partout  des  dénombrenwns  si  entiers,  et  des  revues  si 
V  générales ,  que  je  fusse  assuré  dé  ne  rien  omettre.  » 

Réglés  de  JYewton,  (Traduction  de  ses  Principes,  par  M™e  da 

Ghtisteléty  tom.  II,  p.  a.) 

I*.  «  Il  ne  faut  admettre  de  causes  que  celles  qui  sont  nécessaires 
»  pour  expliquer  les  phénomènes.  * 

a«.  »  Les  efièts  du  jxiême  genre  doivent  toujours  être  attribués  p 
»  autant  qu'il  est  possible ,  à  la  même  cause. 

3*.  »  Les  qualités  des  corps  qui  ne  sobt  susceptibles  ni  d'augmen- 
»  tation  ni  de  diminution ,  et  qui  appartiennent  à  tous  les  corps  sur 
»  lesquels  on  peut  faire  des  expériences,  doivent  être  regardées 
s  comme  appartenantes  à  tous  les  corps  en  général. 

4*^.  I»  Dans  la  philosophie  expérimentale,  les  propositions  tirées 
1»  par  induction  des  phénomènes ,  doivent  être  regardées,  malgré  les 
»  hypothèses  contraires ,  comme  exactement  ou  à  peu  près  vraies  , 
n  jusqu'à  ce  que  quelques  autres  phénomène*  les  confirment  entière f 
»  ment  ou  fassent  voir  qu'elles  sont  sujettes  à  exception,  i» 

.  1  .  . 
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ci  trouvé  toutes  les  parties  exactes ,  et  j*ai  la  con- 
viction de  la  vérité  énoncée ,  n*ont  pas  d  autre  fon- 
dement. 

Tant  de  faits ,  aiutquels  on  n'a  pu  jusqu'ici  en  oppo-. 
ser  aucun  de  bien  constaté  ,  ont  vériBé  la  mortalité  de 
Tespèce  bumaihe  ;  le  soleil  s'est  levé  un  si  grand  nombre 

.  de  fois;  tout  homme  ,  reconnu  en  état  de  santé ^  et  doué 
d'une  intelligence  saine,  a  si  constamment  senti ,  quand 
il  a  voulu  y  revenir^  la  vérité. de  chacun  des  jugemens 
simples  qui  composent  une  démonstration  y  qu'on  ne 
forme  aucun  doute  sur  la  répétition  de  ces  évènemens^ 
quoiqu'on  ne  puisse  s'empêcher  d'y  reconnaître  une 
différence  essentielle  avec  la  conscience  d'une  sensation 
ou  l'intuition  d'un  jugement  porté  sur  deux  idées  sim- 
ples dont  la  connexion  est  évidente.  Aussi  le  degré  de 
certitude  acquis  par  cette  voie^  est-il  bien  près  de  la  cer- 
titude absolue  ;  cependant  quelle  garantie  avons  -  nous 
qu'une  loi  naturelle,  qui  ne  s'est  pas  encore  développée 
à  nos  yeux,  ne. modifiera  pas  la  succession  de  ces  faits 
répétés  un  nombre  presqu'infini  de  fois ,  mais  pourtant 
sans  que  nous  ayons  pu  saisir  la  manière  d'agir  des 
causes  qui  les  produisent ,  ou  la  nécessité  de  leur  dé- 
pendance réciproque  (*)  ? 

5.  Si  des  faits  auxquels  nous  ne  connaissons  encore 
aucune  exception ,  nous  passons  à  d'autres  qui  nous  en' 
ont  offert ,  nous  verrons  le  doute  s'introduire  dans  notre 
esprit ,  par  des  nuances  de  plus  en  plus  fortes.  Quand 

,  il  s'agira,  par  exemple  ,  de  nous  en  rapporter  aux  té- 
moignages des  autres,  la  multitude  d'erreurs,  involon- 
taires et  de  mensonges  prémédités ,  rendra  très  circon- 
spect l'homme  de  sens,  dans  son  acquiescement  aux 
^^-^■^^^^^^~^'^^^™^*^— ^^^^^^^^~^^^^^-^^^^-^^^—      ■■■     ■  ^    ^ 

(*)  Ployez  dans  les  flssais  philosophiques  de  Hume  ,  ses  ré- 
flexions sur  les  id^s  de  liaison  ce  de  pouvoir. 
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informa tions'qui  lui  seront  données.  Chaque  fait  qu*il 
aura  pu  yéri&er  par  lui-même ,  ou  qui,  ne  sortant  pas  du 
train  habituel  des  choses  >  ii*aura  été  le  sujet  d'aucune 
réclamation ,  établira  dans  son  esprit  la  validité  des  té- 
moignages ;  mais  les  déceptions  Tébranleront  d'autant 
plus  qu'elles  seront  plus  répétées.  Il  balancera  les  una 
avec  les  autres ,  les  résultats  contraires ,  demeurera  sou- 
vent en  suspens  ;  et  s'il  est  forcé  de  prendre  un  parti ,  il 
ne  le  prendra  que  dans  le  sens  où  les  autorités  lui  paraî- 
tront plus  nombreuses,  mieux  d'accord  entre  elles,  plus 
conf germes  à  ses  observations  ou  aux  faits  bien  avérés. 

Un  observateur  qui  a  remarqué  les  fréquentes  coïn- 
cidences de  la  chute  de  la  pluie,  avec  l'abaissement  du 
mercure  dans  le  baromètre,  avec  le  règne  de  certains 
vents  ,  avec  un  certain  état  des  nuages,  lorsqu'il  verra 
le  concours  de  tous  ces  indices,  regardera  la  pluie  comme 
prochaine,  sans  pouvoir  assurer  néanmoins  que  le  fait 
arrivera  infailliblement;  car  il  se  rappellera  en  même 
temps  que  ces  apparences  ont  été  quelquefois  trompeu- 
ses ,  que  le  mercure  a  baissé  dans  le  baromètre  et  que  le 
temps  a  été  couvert  sans  qu'il  ait  plu  ,  que  des  veuts  ou 
des  courans  supérieurs  inaperçus,  ou  d'autres  modifi- 
cations de  l'air  ont  dissipé  les  nuages  les  plus  menaçans  : 
mais  il  aura  une  confiance  d'autant  plus  grande  dans 
l'arrivée  de  la  pluie ,  que  la  comparaison  des  faits  con- 
formes à  sa  conjecture  avec  les  faits  contraires,  lui 
donnera  lieu  de  former  un  plus  grand  nombre  de  juge— 
mens  pour  l'affirmer  que  pour  la  nier. 

L'événement,  qui  est  ici  la  chute  de  la  pluie  ,  quof 
que  douteux  pour  celui  qui  en  observe  les  indices  ,  n  est 
point  lui-même  livré  au  hasard  ;  il  résulte  de  l'état  an- 
térieur et  présent  de  l'atmosphère  et  des  conséquence» 
nécessaires  de  cet  état.Une  intelligence  îjupérieure  qui  en 
«aisirait toutes  les  conditions,  en  conclurait  tout  de  suit» 
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ce  qui  doit  arriyer  :  rhomme ,  borné  dans  sea  connaf»^ 
sances ,  ne  pouvant  démêler  les  conditions  premières 
qui  établissent  la  nécessité  de  Tévènement,  ou  n'en  poa- 
yant  faire  une  énnmération  exacte^  récapitule  les  indices 
qui  lui  en  tiennent  lieu  ;  et  si ,  dans  cette  opération^  lea 
)ugemen8  successifs  qu*il  porte  >  sont  plus  fréquemment 
aifirmatifs  que  négatifs ,  a  la  yue  de  son  esprit  (dit 
a  Hume)  revient  donc  plus  fréquemment  sur  un  évène— 
D  ment  que  sur  son  contraire.  C'est  cette  concentration 
V  de  plusieurs  vues  dans  un  seul  événement ,  qui  pro« 
y)  duit ,  par  un  mécanisme  inexplicable  de  la  nature  > 
n  le  sentiment  de  croyance  :  c'est  par  là  qu'un  évène* 
»  ment  triomphe  de  son  antagoniste ,  qui  a  moins  de 
9  ces  vues  pour  lui  ^  et  qui  revient  plus  rarement  à 
»  l'esprit  (*). 

4.  L'exemple  développé  ci-dessus  est  de  ceux  où  les 
)ugemens  se  forment  immédiatement  sur  les  indices 
tirés  de  l'expérience  ;  mais  c'est  encore  le  même  pro- 
cédé lorsque  la  chaîne  des  raisonnemens  est  plus  longue* 

Dès  que  le  sujet  n'offre  pas  toutes  les  conditions  né- 
cessaires pour  arriver  à  la  certitude  d'une  démonstra- 
tion I  on  ne  saurait  plus  faire  qu'un  examen  de  toutes 
celles  dé  ses  conditions  qui  sont  connues ,  en  peser 
l'importance ,  en  considérer  le  nombre.  S'agit-il ,  par 
exemple ,  d'une  question  de  critique  littéraire ,  comme 
de  déterminer  si  un  ouvrage  est  bien  de  l'auteur  dont  il 
porte  le  nom  i  il  faut  puiser  d'abord  dans  la  discussion 
des  faits  et  des  témoignages  ,  dans  la  comparaison 
des  formes  du  style ,  tous  les  indices  qui  sont  favorables 
et  ceux  qui  sont  contraires  à  l'attribution  supposée.  Si 
d'un  côté  aucune  des  circonstances  ,  ne  présentant  de 
contradiction  manifeste^  n'établit  l'impossibilité  absolue 

(^J  Essais  philosophiques  de  Homcy  sur  la  Prohahilité* 
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du  fait  avancé,  et  de  l'autre^  si  toutes  les  affirmations 
ne  portent  que  sur  des  énuinérations  qa'on  puisse  (Jé- 
montrer  incomplètes.,  ou  auxquelles  on* puisse  trouver 
des  modifications,  il  ne  résultera  de  tout  le  travail 
qu'un  assemblage  de  jugemens  affirmatîfs  et  de  juge- 
mens  négatifs,  qui  produiront  un  eflPet  proportionné  à 
leur  nombre  ou  à  leur  force ,  si  d'ailleurs  celui  qui  fait 
l'examen  a  soin  de  se  garantir  de  toute  illusion,  et  n'a 
pas  pris  son  parti  d'avance. 

Ici  se  présente  la  distinction  de  la  force  des  indices 
et  de  leur  nombre  :  mais  presque  toujours  la  première 
qualité  se  ramène  à  la  seconde }  car  qu'est-ce  qu'un  in- 
dice plus  fort?  C'est  celui  qui  trompe  le  moins  souvent , 
qui,  par  conséquent,  embrasse  un  plus  grand  nombre 
de  cas  favorables  à  la  production  de  l'événement  quil 
annonce,  ou  des  développemens  duquel  il  sort  un  plus 
grand  nombre  de  circonstances  qui  ramènent  à  la 
même  conclusion.  En  suivant  ce  raisonnement,  on  voit 
que  dès  que  l'esprit  humain  ne  peut  plus  rencontrer  la 
certitude ,  la  marche  du  raisonnement  prend  la  forme 
d'une  sorte  de  calcul  dont  le  résultat  acquiert  de  l'em- 
pire sur  notre  croyance,  précisément  par  l'effet  de  la 
répétition  des  jugemens  ou  des  observations.  La  bonté 
de  ce  calcul  dépend  ici,  comme  partout^  du  choix  des 
données ,  et  ensuite  1  du  bon  emploi  qu'on  en  fait  ;  et  ce 
bon  emploi  ne  peut  consister  que  dans  l'examen  le  plus 
détaillé  des  circonstances  de  chaque  donnée  «  dans  le 
soin  de  les  décomposer  autant  qu'il  est  possible ,  afin 
de  n'avoir  à  prononcer  que  sur  des  propositions  d'une 
égale  simplicité  et  d'une  égale  évidence ,  et  surtout  de 
tenir  son  esprit  en  ^rde  Contre  toute  partialité  eu  fa- 
veur du  résultat  quel  qu'il  puisse  être. 

5.  Il  n'y  aurait  rien  à  désirer  si  l'on  pouvait  amener 
les  choses  au  point  qu'il  y  eût  une  parité  exacte  avec 
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]e  )et  d'un  dé  comprenant  un  certain  aomlM'e  de  (ace» 
marquées  de  couleurs  ou  de  points  divers.  Si  la  figure 
de  ce  dé  était  bien  régulière ,  sa  matière  bien  bomo^ 
gène ,  ks  circonstances  de  son  jet  bien  yariées ,  bien 
imprévues ,  en'sorte  qu'on  n*eût  aucune  raison  de  s*at^ 
tendre  à  le  voir  tomber  sur  une  face  plutôt  que  sur  toute 
autre ,  et  qu'il  y  en  eût,  par  exemple,  cinq  blanche» 
et  une  noire,  l'esprit,  trouvant  le  nombre  des  face» 
blanches  plus  grand  que  celui  des  faces  noires ,  revien-' 
drait  plus  fréquemment  à  juger  possible  Tarrivée  de 
Tune  des  premières  que  celle  de  la  dernière ,  et  par 
Teffet  de  cette  répétition  du  jugement  de  possibilité , 
comme  je  Tai  déjà  dit  d'après  Hume  et  Condorcet , , 
croirait  plutôt  à  Varrivée  d'une  face  blanche  qu*à 
celle  d'une  face  noire.  Ce  que  tout  esprit  tant  soit 
peu  éclairé  ne  peut  manquer  de  sentir  dans  Texenipie 
précédent ,  frapperait  les  plus  ignorans ,  si ,  au  lieu  d*utt 
dé  à  six  faces ,  on  en  supposait  un  ayant  un  million  de 
faces  blanches  et  une  seule  noire ,  ou  bien  une  urne 
contenant  un  million  de  boules  blanches  et  une  seule 
noire.  Dans  ce  cas ,  on  ne  ne  pourrait  s*erapécher  d'at- 
tendre avec  une  très  grande  confiance ,  Parrivée  d'une 
face  ou  d'une  boule  blanche,  et  de  marquer  une  trè» 
grande  surprise  si  c'était  la  face  ou  la  boule  noire  qui  se 
présentât  :  or,  on  yerra  bientôt  que  le  calcul  rattache  le 
'premier  cas  au  second. 

Je  ferai  remarquer  à  cette  occasion  que  sî  c'^est  le 
sentiment  de  la  constance  des  lois  de  la  nature  qui  fonde 
notre  confiance  dans  le  retour  des  évènemens  observés 
un  grand  nombre  de  fois ,  c'est  encore  ce  même  senti- 
ïnént  qui  fonde  notre  incertitude ,  notre  indifférence 
d'opinion  sur  les  chances  offertes  par  les  instrumens 
aléatoires  bien  construits  et  fidèlement  employés  ;  car 
c'est  parce  qu'il  résulte  de  la  constance  de»  lois  de  la 
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sature^  qae  quand  toutes  les.  circonstances  déterminantes 
sont  les  mêmes ,  les  effets  .sont  aussi  les  mêmes^  que  ceux- 
ci  doivent  être  différens  tontes  les  fois  que  les  premières 
varient;  et  c^est  aussi  à  les  varier  que  nous  nous  appli- 
quons dans  la  production  des  évènemens  des  jeux  de  ha- 
sard. On  évite,  par  exemple,  de  naettre  le  dé  dans  le  cor- 
net sur  la  même  face ,  de  mesurer  les  mouvemens  qu'on 
donne  à  ce  cornet  ;  on  cherche  à  prendre  une  manière 
très  îrrégulière  de  remuer  les  urnes  contenant  les  numé- 
ros ,  ou  de  mêler  les  jeux  de  cartes.  De -même  Tirrégula- 
rite  du  mouvement  de  nos  membres,  lorsqu'il  n*est  pas 
dirigé  par  une' habitude  bien  prise ,  transforme  d'abord 
les  jeux  d'adresse  en  jeux  de  hasard  ;  mais  à  mesure  que 
Tune  s'acquiert/  les  chances  de  l'autre  diminuent. 

6.  Il  est  donc  bien  vrai  de  dire  ,  u  qu* il  n'y  a  point 
ji  de  hasard,  à  proprement  parler,  mais  qu'il  y  a  son 
■V  équivalent  :  Tignorance  où  nous  sommes  des  vraies 
7)  causes  des  évènemens  n  (^) ,  d'où  nait  \a  probabilité 
quand  nous  ne  pouvons  énumérer  exactement  les  cau- 
ses, on  prévoir  infailliblement  leurs  effets.  Le  cas  le 
plus  simple  est  bien  évidemment  celui, où  le  nombre  de 
ces  effets  est  connu  et  où  chacun  d'eux  est  égafenient 
possible  :  tel  est  le  cas  du  dé.  Le  nombre  des  jugement 
que  l'on  peut  former  pour  Tarrivée  d  une  certaine  cou- 
leur, étant  le  même  que  celui  des  faces  de  cette  cou- 
leur ,  ce  dernier  détermine  le  degré  de  confiance  avec 
laquelle  on  attend  l'apparition  de  Tune  de  ces  faces  ; 
puisque  si  l'on  en  augmentait  le  nombre  ,  le. degré  de 
conBance  augmenterait  aussi.  Mais  ce  n'est  pas  le  nom- 
bre absolu  qu'il  faut  considérer  dans  Cette  circonstance  ; 
car  si  le  nombre  des  faces  noires  du  dé  augmentait  en 
même  ternes  que  celui  des  faces  blanches ,  que  l'un  et 

{*)  Essais  de  Hume,  sur  la  Probabilité, 
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Tautré  fassent  doublés  >  par  exemple ,  la  propoitton  des 
jugemens  afiinnati£i  et  des  négatifs  ^  relativement  à  l'ar- 
rivée d*ane certaine  couleur,  demeurant  la  même ,  on 
ne  voit  pas  pourquoi  le  degré  de  confiance  dans  Farrivée 
de  révènement  désigné ,  changerait.  Sur  dix  faces  blan- 
ches et  deux  faces  noires ,  on  pourrait  encore  former 
cinq  jngemens ,  en  faveur  de  la  couleur  blanche^  contre 
un  seul  pour  la  couleur  noire. 

Il  suit  de  là,  que  la  mesure  du  degré  de  confiance 
dans  l'arrivée  d'une  couleur,  doit  être  le  rapport  du 
nombre  des  jugemens  affirmatifs ,  au  nombre  des  juge- 
mens  tant  alfirmatifs  que  négatifs ,  c'edt-à-dire  à  leur 
nombre  total ,  ou  bien  le  rapport  du  nombre  de  faces  de 
la  couleur  que  l'on  considère  ,  au  nombre  total  des 
faces  ;  c'est-à-dire  1  pour  la  couleur  blanche  dans  le  dé 
proposé. 

Ce  rapport  est  ce  qu'on  appelle  la  probabilité  mch^ 
thématique,  qui  se  forme ,  comme  on  le  voit,  en  divisant 
le  nombre  des  chances  foiforables  à  l* événement,  par  le 
nombre  total  des  chances;  mais  il  faut  bien  faire  at- 
tention que  toutes  les  chances  comparées  soient  égale- 
ment possibles.  Le  }et  des  dés  va  nous  donner  le  moyen 
de  rendre  bien  évidente  la  nécessité  de  cette  restriction. 

7.  Lorsqu'on  jette  à  la  fois  deux  dés  ayant  six  faces 
marquées  chacune  de  l'un  des  nombres  depuis  1  jusqu'à 
6  iuclusivement ,  pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  ce  qui 
doit  arriver ,  on  reconnaît  que  ■chacune  des  faces  de  l'un 
des  dés  peut  se  montrer  avec  chacune  des  faces  de  l'an- 
tre, en  sorte  que  si  l'on  désigne  le  premier  par  ji,  le  se-* 
cond  par  B ,  on  aura  les  36  chances  indiquées  dans  le 
Tableau  suivant* 
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A    B 

.m 

A     B 

A    B 

A    B 

^    B 

A    B 

1     I 
I     a 
1    3 

1    4 
1    5 

1    6 

a    1 
a    a 
a    3 

a    4 

a    5 

a    6 

3    1 

3    3 

3    4 
3    5 
3    6 

4    1 
4    a 
4    3 

4    4 
4    5 

4   6 

5    1 
5    a 

5    3 

5    4 
5    5 
5    6 

6     1 
6    a 
6    3 
6    4 
6    5 
6    6 

IX 


Toutes  les  combinaisons  marquées  dans  ce  Tal^leau 
sont  des  chances  également  possibles ,  tant  que  Ton  con- 
sidère isolément  chaque  dé.  Ainsi  amener  5  avec  le  dé  A 
et  a  avec  le  dé  i?  ^  est  une  chance  pareille  à  celle  d'a- 
mener 6  avec  Tun  et  l'autre  en  même  temps;  mais  si  l'on 
attend  l'arrivée  des  points  a  et  5  sans  distinction  d'ordre» 
la  possibilité  de  l'obtenir  sera  différente  de  celle  d'ame- 
ner 6  »  6  »  ou  le  sonnez ,  puisque  la  première  condition 
sera  également  remplie  par  la  chance  a ,  5  et  la  chance 
5  >  a ,  tandis  que  6^  6  ne  se  trouve  qu'une  seule  fois  parmi 
les  36  combinaisons  également  possibles  des  faces  de  ces 
dés.  Ainsi  y  suivant  la  définition  donnée  ci  -  dessus ,  la 
probabilité  d'amener  les  points  5  et  a  sans  distinction 
d'ordre  est  f^  ou  ^jy  et  celle  d'amener  6,  6^  ou  du  son- 
nez» est  seulement  j^. 

Si  l'événement  désiré  était»  non  pas  l'arrivée  des  points 
considérés  chacun  à  part,  mais  celle  dû  nombre  mar- 
qué par  ces  points  pris  collectivement»  on  trouverait  des 
possibilités  très  diverses.  Par  exemple  »  le  nombre  a  ne 
pourrait  s'obtenir  que  d'une  seule  manière»  savoir»  par 
la  chance  i  »  i  ;  le  nombre  7,  au  contraire  »  résulterait 
de  six  chances  différentes ,  savoir  : 

I  1  6|6  ^ |a  515  2|3  414  3|^ 
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et  suivant  ces  conditions  ,  la  probabilité  d'obtenir  le 
nombre  â ,  serait  seulement  ^ ,  tandis  que  celle  d'ob* 
tenir  le  nombre  7 ,  serait  -^  ou  ^. 

8.  La  définition  de  la  probabilité  mathématique  ^ 
donnée  dans  le  n®  6  et  les  exemples  précédons  ,  font 
bien  voir  que  cette  probabilité  sera  toujours  exprimée 
par  une  fraction  proprement  dite,  ou  moindre  que  Vu- 
nité  dont  elle  approchera  d'autant  plus  que  le  nonibre 
des  chances  favorables  à  l'événement  que  l'on  considère, 
sera  plus  grand  par  rapport  au  nombre  total  des  chances 
possibles;  mais  elle  ne  pourrait  se  changer  dans  Tunité  ^ 
que  s'il  n'existait  aucune  chance  contraire  à  cet  événe- 
ment ,  ce  qui  en  rendrait  la  production  certaine  ;  en 
sorte  que  Yunité  est  le  symbole  de  la  certitude. 

H  est  à  propos  de  remarquer  aussi  que  chaque  ei/é- 
nement  incertain  donne  lieu  à  deux  probabilités  con- 
traires, savoir,  celle  que  cet  événement  arrivera ,  et  celle 
qu'il  TTL  arrivera  pas;  et  que  la  somme  de  ces  deux  pro- 
babilités est  toujours  égale  à  P unité.  Lorsqu'il  g'àgit , 
par  exemple,  d'amener  le  nombre  7  avec  a  dés  ,  puisque 
sur  les  56  chances  qu'ils  offrent,  il  n'y  en  a  que  6  qui 
donnent  le  nombre  7,  il  y  en  a  5o  qui  ne  le  donnent  pas  : 
la  probabilité  d'obtenir  le  nombre  7  est  donc  —■  ou  ^,  la 
probabilité  contraire  |f  ou  |*,  et  ^  +  |  =  1. 

9.  Après  avoir  exposé  comment  la  notion  de  proba- 
bilité s'établit  dans  notre  esprit ,  et  comment  elle  peut 
dans  certains  cas  être  susceptible  de  mesure ,  il  ne  sera 
peut-être  pas  hors  de  propos  de  passer  en  revue  les  di- 
verse^ acceptions  qui  ont  été  données  au  mot  probable, 
dont  est  dérivé  celui  de  probabilité.  La  racine  est  dans 
le  mot  probabilis ,  lequel ,  d'après  l'analogie  de  sa  for- 
mation ,  doit  signifier  ce  qui  peut  se  prouver  (*).  Cicéron 

{*)  Probabilis  y  qui  probari  et  credi  potest,  (Fftccio'lati'Lextc.) 


DES    PROBABILITÉS.  l3 

a  dit  :  a  Le  probable  est  ce  qui  arrive  le  plus  souvent , 
I)  ou  ce  qui  est  établi  dans  l'opinion ,  ou  en&n  ce  qui  a 
TU  en  soi  quelque  similitude  avec  Tune  ou  Tautre  de  ces 
v  choses,  que  ce  soit  d'ailleurs  vrai  ou  faux,  n'importe,w 
définition  qui  ne  paraît  pas  très  lumineuse  (*). 

«  Le  probable ,  suivant  Aristote ,  est  une  proposition 
n  qui  paraît  vraie  soit  à  tout  le  monde  >  soit  au  plus 
»  grand  nombre ,  soit  à  tous  les  sages  ,  ou  à  la  plupart 
ïï  d'entre  eux,  ou  aux  plus  célèbres  (**).  «  On  voit 
bien  là  le  fondement  de  cette  ridicule  théorie  du  pro^ 
babilisme,  suivant  laquelle  les  théologiens  Jésuites  affir- 
maient que  l'approbation  donnée  par  un  docteur  grave 
à  une  proposition  quelconque ,  suffisait  pour  la  rendre 
probable ,  théorie  dont  Pascal  a  relevé  si  plaisamment 
l'absurdité  (Œuvtes ,  tom.  I,  p.  78). 

Aucun  des  passages  que  je  viens  de  citer  ne  contient 
le  vrai  sens  que  donnent  maintenant  au  mot  probable  les 
écrivains  qui  s'expriment  avec  exactitude,  he  probable 
n'est  point  ce  qui  peut  actuellement  se  démontrer,  mais 
ce  qui  doit  arriver  dans  le  plus  grand  nombre  des  cas  , 
ce  qui  résulte  du  plus  grand  nombre  des  chances,  ce  qu'on 
peut  affirmer  par  plus  de  raisons  qu'il  n'y  en  a  pour  le  nier, 
enfin  ce  dont  la  probabilité  mathématique  surpasse  \, 

Un  événement  ou  une  proposition  peut  être  plus  ou 
moins  probable  qu'une  autre;  mais  un  événement  ou 
une  proposition  peu  probable^  est  à  peu  près  l'opposé  de 


(^)  Probahile  est  id ,  quod  ferè  fieri  solet ,  aut  quod  in 
opinione  positum  est ,  aut  quod  habet  in  se  ad  hœc  quamdam 
similitudinem  ,  siwe  id  falsum  est,  sive  venim,  (  Ciccro  ,  de 
Inventionc,  lib.  i,  cap.  39.) 

(**)  Probabile  Aristoteli  est  propositio  quœ  omnibus ,  aut 
plerisque,  aut  sapientioribus ,  iisque vel  omnibus,  vel  pleris- 
quey  vel  celeberrimis,  vera  videtur,  (Gbauvini,  Lcxicon  pbiloso- 
phîcuxn.) 
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probable,  car  on  entend  alors  qa*il  y  a  moins  de  moti£i 
de  croire  que  Tévènenient  arrivera  on  que  la  proposition 
est  yraîe ,  que  de  croire  le  contraire,  et  que  la  probabi- 
lité mathématique  est  beaucoup  moindre  que  |. 

10.  n  suit  de  tout  ce  qm  précède ,  que  le  mot  proba^ 
bilité  est  bien  mal  appliqué ,  quand  on  le  donne  à  ces 
aperçus  vagues  et  souvent  contradictoires  qui  s'offrent 
en  foule  lorsqu'on  n'envisage  que  superficiellement  un 
sujet.  Gcéron  ai&rme  a  qu'il  n'y  a  rien  qu'on  ne  puisse 
m  rendre  probable  dans  le  discours  {^)  rt  ;  mais  ce  pres- 
tige de  l'éloquence  ne  peut  s'opérer  qu'en  présentant  des 
énumérations  incomplètes ,  en  dissimulant  avec  art  une 
partie  du  sujet.  C'est  aussi  comme  cela  que,  par  la  préoc- 
cupation, par  Pinfluence  du  désir  sur  le  raisonnement , 
on  se  trompe  soi-même ,  en  ne  considérant  un  sujet  que 
sous  un  seul  des  points  de  vue  qu'il  peut  offrir,  en 
fixant  son  attention  avec  opiniâtreté  sûr  une  seule  con^ 
séquence.  L'imagination  so  monte  alors ,  et  l'on  en  vient 
à  regarder  comme  très  probables  ,  même  comme  cer- 
tains ,  des  faits  reconnus  manifestement  faux  par  tous 
ceux  qui  les  ont  soumis  à  l'examen,  dans  le  calme  de  la 
raison.  L'entraînement  qui  nous  fait  adopter  une  opinion 
n'est  pas  toujours  sa  probabilité.  Dès  qu'il  n'y  a  point 
de  discussion  complète ,  de  développement  des  cas  favo- 
rables et  des'  cas  contraires ,  il  n'y  a  point,  à  propre- 
ment parler,  d'estimation  de  probabilité  ;  il  y  a  croyance 
aveugle,  illusion,  emportement.  C'est  l'habitude  de  céder 
à  cet  entraînement  qui  produit  dans  un  si  grand  nombre 
d*esprits  une  vacillation  continuelle ,  une  fluctuation  d'i- 
dées qui  les  rend  le  jouet  de  toutes  les  sottises  et  les  exa-- 
gérations  que  la  mode  ou  l'intérêt  enfante  chaque  jour. 


(*)  Nihil  est  tam  ineredibile^  quod  non  dicendo  fiât  probahile. 
Ciccro,  Praefat.  paradox.) 
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Il  est  Ytai  que  les  habitudes  de  Tesprit  et  les  disposi- 
tions de  rindiyidu  affaiblissent  certaines  impressions  et 
en  exaltent  d'autres;  mais  c'est  à  prévenir  cet  effet  que 
tend  le  calcul  des  probabilités  ou  la  discussion,  raisonnée 
qui  en  tient  lieu.  Gomme  le  dit  Condorcet,  u  il  n'y  a 
»  personne  qui  n'ait  observé  sur  lui-même  qu'il  a  changé 
n  d'opinion  sur  certains   objets  ,  suivant  Tâge  ,  les 
)9  circonstances ,  les  évènemens  ^  sans  pouvoir  dire  ce* 
7)  pendant  que  ce  changement  ait  été  fondé  sur  de  nou- 
V  veaux  motifs ,  sans  pouvoir  y  assigner  d'autre  cause 
y)  que  l'impression  plus  ou  moins  forte  des  mêmes  ob- 
p  jets.  Or  y  si  au  lieu  de  juger  par  cette  impression 
p  qui  multiplie  ou  exagère  une  partie  des  objets ,  tan- 
7)  dis  qu'elle  atténue  ou  empêche  de  voir  les  autres, 
7)  on  pouvait  les  compter  ou  les  évaluer  par  le  calcul , 
•D  notre  raison  cesserait  d'être  l'esclave  de  nos  impres* 
11  sions.  n  {Essai  sur  l'application  de  l'Analyse  à  la 
probabilité  des  décisions  ^  etc»  Discours  préliminaire  ,   • 
page  clxxxv.) 

1 1 .  Ce  vœu  qui  ne  pouvait  être  que  celui  d'un  ami 
de  l'humanité  ^  est  malheureusement  fort  loin  de  son 
accomplissement.  Jubqu'ici  Ton  na  résolu  qu'un  bien 
petit  nombre  de  ques^ons  vraiment  intéressantes  par 
rapport  à  la  conduite  de  la  société  ou  des  particuliers, 
et  l'on  a  pu  abuser  du  calcul  dans  cette  partie  des  Ma- 
thématiques appliquées  »  comme  dans  toutes  les  autres  , 
faute  de  connaître  les  principes  fondamentaux  dont  il 
faudrait  partir,  ou   d'avoir  des  faits  en  assez  grand 
nombre  et  suffisamment  constatés  ;  mais  l'examen  scru- 
puleux qui  sera  fait  dans  la  seconde  sectiou  de  cet  ou- 
vrage ,  des  diverses  applications  du  calcul ,  montrera 
qu'il  serait  encore  permis  de  concevoir  quelqu'espé- 
rance  de  progrès  ultérieurs ,  si  la  multitude  d'observa- 
tions auxquelles  l'organisation  sociale  pourrait  donner 
lieu^  ne  se  perdait  par  la  négligence  des  spectateurs. 
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ou  n^était  condamuéé  à  l'oubli*  par  Tamour-propre  des 
hommes  en  place,  dans  la  vue  de  cacher  leurs  fentes  ou* 
d'obscurcir  le  mérite  de  leurs  prédécesseurs.  £a  effet  une 
circonstance  bien  digne  d'attention,  et  sur  laquelle  nous 
aurons  occasion  de  revenir ,  c'est  que  les  &its  qui  parais- 
sent les  plus  accidentés  quand  i^s  sont  considéréff  un>à 
un,  manifestent  un  ordre  lorsqu'on  peut  en  obserrer  un 
grand  nombre  de  simultané»  ou  de  conséci:^&  ;  et  le  cal- 
cul fait  voir  comment,  sans  connaître  la  nature  de  leurs 
causes  ni  le  nombre  des  combinaisons  qui  les  produisent 
ou  les  contrarient ,  on  peut  assigner  des  limites  â  leurs 
possibilités  respectives ,  et  par  conséquent  spéculer  alors 
sur  l'avenir  conformément  axii  règles  die  la  prudence  Ç^), 
Cette  théorie  assez  récente ,  qui  soumet  au  calcul  des 
probabilités  les  questions  dans  lesquelles  le  nombre  total 
des  chances  et  ses  rapports  avec  le  nombre  des  chances 
de  chaque  espèce ,  sont  illimités  ou  in  assignables,  sera 
exposée  dans  la  seconde  section  de  ce  Traité  ;  la  pre- 
mière ne  coniprenant  que  des  questions  où  ces  rapports 
peuvent  se  déterminer  à  priori. 

(*)  Lorsque  ces  seconn  nous  manquent ,  ce  serait  encore  mettre  à 
profit  les  sages  réflexions  deCondorCet ,  que  de  consigner  dans  des 
notes  exactes  les  impressions  que  nous  recevons  des  objets  oa  des  lec- 
tures qui  nous  frappent ,  les  principes  que  nous  adoptons  en  coose'" 
quence  de  ces  impressions ,  et  les  motifs  sur  lesquels  ils  sont  appuyés, 
afin  de  pouvoir  remonter ,  quand  nous  le  voudrons,  à  l'origine  de 
nos  jugemens  ,  en  nous  reportant  aux  époques  où  nous  les  avons 
formés ,  et  en  nous  remettant  sous  les  yeux  les  bases  que  nous  leur 
avons  données.  Par  de  fréquentes  revues  de  ce  genre  on  rendrait,  ce 
me  semble,  ses  déterminations  plus  constantes,  ses  changemens  d'opi- 
nions mieux  motivés;  et  peut-être  parviendrait-on  è  séparer  entiè- 
rement ce  qui  est  dû  aux  forces  variables  des  impressions ,  d«  ce  qui 
constitue  la  vérité  des  choses,  qu'on  doit  toujours  chercher  ;  car 
K  il  ne  faut  pas  recevoir  les  opinions  de  nos  pères  comme  des  enfans, 
»  par  la  seule  raison  que  nos  pères  les  ont  eues,  »  [Pensées  de  Marc* 
Aurèle,  traduction  de  Joly,  chap.  ig,  $  29. } 
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SECTION  PREMIERE. 

» 

Détermination  de  la  probabilité^  lorsque  le 
nombre  des  chances  de  chaque  espèce  y  ou 
le  rapport  de  ces  nombres  est  assignable  ^  et 
peut  se  déduire  à  priori  de  V énoncé  de  la 
question.  y 

é 

la.  vJn  a  va  dans  le  n'^  6 ,  que  la  probabilité  d'un 
éyèuement  avait  pour  mesure  la  fraction  formée  en  di- 
visant le  nombre  de  chances  favorables  à  cet.  événe- 
ment y  par  le  nombre  total  des  cbaâces;  enayant^oîn 
d'ailleurs  de  n'employer  pour  .cette  dévaluation  ,;:que 
des  chances  également  possibles.  Si  donc  on  désigne 
par  m  le  nombre  de  chances  favorables  à  un  événement, 
par  n  le  nombre  de  chances  contraires  ^  sa  probabilité 
sera  exprimée  par 

m 

et  la  probabilité  contraire  y  par 

n  771 


ou     1  — 


'^ 
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en  sorte  que  si  l'on  représente  par  e  la  pteniière  de  ces 
probabilités ,  la  seconde  sera  1  —  e. 

Ayant ,  par  ^exemple ,  un  jeu.  cpinpoçé  de .  Sa  cartes  » 
parmi  lesquelles  il  y  a  i^ figures  y  la  probabilité  quen 
tirant  au  hasard  une  carte  de  ce  jeu^  on  aura  une  figure 
sera  Jî  ou  | ,  et  la  probabilité  contraire  ff  ou  |» 
a*  édition.  a 


l 
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Dans  cette  question  on  ne  considère  que  deux  sortes 
de  chances ,  celles  qui  amènent  une  figure,  et  celles  qui 
amènent  une  carte  d*une  autre  espèce;  il  n*y  a  par  con- 
séquent que  deux  sortes  d'évènemens ,  dont  l'ane  ne 
peut  avoir  lieu  qu'à  l'exclusion  de  Tautre  :  mais  si  Ton 
distinguait  la  couleur  des  figures  en  considérant  à  part 
la  possibilité  de  prendre  yne  figure  en  cœur,  en  carreau^ 
en  piqu9  ou  en  trèfle ,  on  aurait  5  évènemens  possibles, 
La  probabilité  d*avoir  une  figure  dans  une  couleur^ 
étant  -^f  puisqu'il  y  en  a  3  dans  chaque  couleur^  le  détail 
de  tous  les  éyènemens  possibles  donnerait  les  probabilités 

^  pour  une  figure  en  cœur,  * 

^ »•...  en  carreau, 

^ en  pîqu« , 

^ en  trèfle , 

fl  pour  ne.  pas  tomber  çqr  une  figure ,  fractions  dont  la 
somme  compose  l'unité. 

Il  en  sera  de  même  quelque  multipliées  que  soient  les 
diverses  sortes  d'évènemens  possibles.  Une  urne  com- 
prenant un  nombre  m  de  boules  blanches,  n  de  rouges, 
p  de  bleues,  q  de  vertes,  r  de  jaunes,  s  de  noires  ,  et 
de  laquelle  il  faut  tirer  une  boule  au  hasard ,  offre  six 

sortes  de  chances  composant  un  nombre  total 

ê 
m  +  n+p  +  q  +  r+s—T, 

et  donnant  les  probabilités 

^  d'obtenir  ime  boule  blanche , 

n 

T 

et  ainsi  des  4  autres.  La  somme  de  toutes  ces  probabi- 
lités est 


ime  boule  ronge , 


r 
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y;  —  2^— 1. 

Je  ferai  observer  ici  que  toutes  les  questions  de  pro«- 
habilité  auxquelles  s'applique  le  calcul  ^  peuyent  être 
représentées  par  un  tirage  à  faire  dans  unç  ou  plusieurs 
urnes  contenant  diverses  sortes  de  boules,  ou  par  des  dés 
ayant  un  nombre  quelconque  de  faces  marquées  diver- 
sement. Pour  concevoir  le  jet  de  pareils  dés,  il  faut  les 
supposer  d*une  forme  prismatique  très  alongée,  ou  ter- 
minés par  des  pyramides  ,  afin  qu'ils  ne  puisseW  rester 
que^sur  les  faces  parallélogrammes. 

« 

i3.  Dans  les  exemples -ci -dessus  nous  n'avons  consi- 
déré que  la  probabilité  çbsolue  de  chaque  sorte  d*évè- 
nemens  ;  mais  il  y  a  des  questions  qui  mènent  à  ne 
considérer  une  probabilité  que  relativement  à  d'autres. 

Si  y  par  exemple ,  dans  le  jet  de  deux  dés  on  voulait 
connaître  la  probabilité  d'amener  le  point  7  plutôt  qu& 
le  point  4  >  il  faudrait  comparer  ensemble  les  probabi- 
lités absolues  de  ces  évènemens.  On  vefr^t  dans  le  n"*7, 
qu'il  y  a  6  chances  différentes  qui  peuvent  former  k-pre*^ 
niier  point ,  et  qu'il  n'y  en  a  que  3  pour  former  le'  se-*^ 
cond:  les  probabilités  absolues  sont  donc  ^  pour  le 
point  7,  yj  pour  4  >  et  fj  pour  les  autres  points  •,  et-, 
par  conséquent,  si  deux  personnes  jouaient  ensemble 
sous  la  condition ,  pour  l'une  ,  d'amener  le  point  7 ,  et 
pour  l'autre  le  point  4j  eu  regardant  comme  nuls  tous  les 
autres  coups,  la  première  ayant  6  chances  pour  elle, 
tandis  que  la  seconde  n'en  aurait  que?,  les  probabilités 
seraient 

G  3  . 

"  pour  le  gain  de  la  i'*  ,     -  pour  celui  de  la  a®  ; 

ce  qui  s*obtiendrait  également  en  divisant  la  probabi- 

a. . 
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lité  absolue  du  point  7  et  celle  du  point  4  >  pAr  la  somme 
de  ces  deux  probabilités  5  car  il  viendrait 

36      _6        Ëi_  — ^ 

36"*"  36  36"'"36 

On  trouvera  de  même ,  que  dans  Texemple  de  l'ume 
contenant  des  boules  de  six  couleurs  différentes  (13),  la 
probabilité  de  tirer  une  boule  blanche  plutôt  qu  une 
boule  rouge  ^  est 

m 

T     _     m     \ 
m       n      7n  "t*ii 

et  la  probabilité  contraire,  c'est-à-dire  celle  de  tirer  une 
boule  rotige  plutôt  qu'une  boule  blanche ,  — — - . 

Tïl-f-H 

Dans  la  détermination  de  la  probabilité  relative ,  on 
fait  abstraction  de  toutes  les  chances  étrangères  aux 
deux  évènemens  que  Ton  considère  comme  s'ils  devaient 
seuls  avoir  lieii ,  puisque  tous  les  autres  sont  nuls  par 
rapport  aux  conditions  qu'on  s'est  imposées  ;  et  de  là 
résulte  9  comme  on  l'a  vu  par  les  exemptes  ci-dessus  > 
que  la  probabilité  relative  s'obtient  en  divisant  la  pro- 
babilité absolue  de  l'événement  dont  il  s'agit ,  par  la 
somme  des  probabilités  absolues  des  deux  évènemens 
que  ton  xompare* 

i4*  Il  faut  remarquer  aussi  qu'une  probabilité  peut 
s'obtenir  en  prenant  la  somme  de  plusieurs  autres  ;  et 
cela  arrive  lorsque  de  plusieurs  classes  de  chances  on 
n'en  forme  plus  qu'une  seule ,  en  cessant  d'avoir  égard 
vxxx  circonstances  qui  les  distinguent.  Si  ^  par  exemple , 
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on  jouait  avec  deux  dés  sous  la  condition  d'amener  in- 
diâtinctement  soit  7,  soit  8^  on  verrait  par  le  tableau  de 
la  page  11,  quil  y  a  six  manières  d'amener  le  point  7  , 
5  d'amener  le  point  8  ;  la  probabilité  d'amener  l'un  ou 
l'autre  serait  donc 

6        5  11 

m 

ce  qui  est  d'ailleurs  évident,  puisque  la  condition  pro- 
posée embrasse  11  chances  sur  les  36  que  le  jet  peut 

amener. 

i5.  Souvent  l'événement  attendu  se  compose  du 
concours  de  plusieurs  autres  qui  ont  chacun  leur  proba- 
bilité propre  y  et  desquelles  il  faut  déduire  celle  dupre-- 
mier.  Si,  par  exemple ,  lorsqu'il  s'agit  de  tirer  d'un  jeu 
de  3d  cartes >  une  figure  d'une  couleur  donnée,  on  par- 
tage d'abord  ce  jeu  en  4  paquets,  dont  chacun  ne  con- 
tienne que  les  8  cartes  d'une  même  couleur ,  mêlées 
d'ailleurs  d'une  manière  quelconque ,  la  carte  désignée 
pouvant  être  indifféremment  dans  l'un  quelconque  des 
4  paquets ,  la  probabilité  de  mettre  la  main  sur  le  pa- 
quet qui  la  renferme  est  ^  ;  ipais  comme  ce.  paquet 
contient  8  cartes  ,  sur  lesquelles  il  y  en  a  ^  qui  rem- 
plissent la  condition  demandée,  la  probabilité  de  mettre 
la  main  sur  l'une  de. ces  cartes  y  lorsqu'on  en  prend  une 
dans  le  paquet  où  elle  se  trouve ,  est  |.  Ainsi  pour  arri- 
ver à  la  carte  demandée ,  il  faut  le  concours  de  deux 
évènemens  dont  les  probabilités  particulières  sont  ^  et  |.^ 
La  probabilité  de  ce  concours  est  le  produit  Ides  deux 
précédentes^  car  puisque  les  paquets  sont  égaux,  et  qu'un 
seul  contient  la  carte  désignée,  il  ne  faut  chercher 
les  chances  qui  la  donnent  que  dans  le  j  du  nombre 
total  des  chances  ;  et  comme  des  8  chances  renferméet^ 
dansée  j,  3  seulement  remplissent  la  condition  de-^ 


[ 
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mandée ,  il  faudra  donc  prendre  les  |  de  ^  pour  obtenir 
le  rapport  du  nombre  des  chances  favorables  ^  au 
nombre  total  des  diances ,  ou  la  probabilité  cherehée , 
qui  sera^x|  =  ^. 

i6.  L'exemple  ci-dessus  peut  être  représenté  parle 
jet  fimultané  de  deux  dés  ,  le  premier  ayant  4  faces  , 
I  marquée  j4  ,  les  3  autres  blanches ,  et  le  second 
ayant  8  faces ,  5  marquées  ^ ,  les  5  autres  blanches  : 
le  concours  des  lettres  A  et  B,  sera  précisément  sembla- 
ble à  celui  des  évènemens  indiqués  dans  le  n^  précédent* 
Mais  en  raisonnant  comme  dans  le  n^  7 ,  on  voit  que 
l'une  qnelcoliqtte  des  faces  du  premier  dé^  pouvant  se 
présenter  avec  toutes  celles  du  second ,  le  nombre  total 
des  chances  sera  4  X  8=3a ,  et  sur  ce  nombre  S  seule-^ 
ment ,  formées  par  la  combinaison  de  la  fatie  j4  du  pre- 
mier dé  avec  les  3  faces  B  du  second ,  rempliront  la 
Condition  demandée;  la  probabilité  cherchée  sera  donc 
^=^.| ,  comme  on  Ta  trouvé  d'une  autre  manière. 

17. En  général^  soit  — r-^  la  probabilité  d'un  ëvè- 

771-  «T»  n 

nement^      ,   ■■■  celle  d*un  autre  ;  la  probabilité  de  leur 

p+g 

concours  sera 

m+n       p+q       On  +  n)(p  +  q)* 

car  le  genre  de  hasard  proposé  peut  être  assimilé  au 
jet  de  deux  dés ,  dont  le  premier  aurait  m  faces  mar- 
quées ji^  et  n  faces  blanches ,  le  second  p  faces  mar*- 
qnées  B  et  q  faces  blanches.  Alors  le  nombre  total 
des  chances  possibleâ  serait  (771  -^n)  (p  -f*  9)  ;  mais  sur 
ce  nombre^  il  n'y  aurait  que  les  mp  combinaisons 
dea  faces  mdrqaéea  A  avec  les  Caces  marquées  B  qui 
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produiraient  révènement  demandé  \  ainsi  là  probabilî^ 
du  concours  des  évènemens  jietB  serait  r 

^P ^_  y^  _JL^ 


(wi+n)  (p-H9)      m+ti      p  +  9* 

On  étendrait  sans  \>eine  ces  considérations  au  con- 
cours de  trois  évènemens  A,  B,  C,  dont  les  probabi- 
lités particulières  seraient 

m  p  '         r 


m  +  rt* /Î-+-Ç  •  r-f-/ 
On  trouverait  pour  la  probabilité  de  ce  concours 

?£:: —  ^   y  p  y 

et  ainsi  de  suite ,  quel  que  &Lt  le  «ombre  des  évènemensé 
^     En  désignant  sous  la  dénoniinatton  de  proiùbiliiâ 

simple,  celle  de  chaque  événement  pris  en  particulier, 
^  et  de  probabilité  composée ,  celle  de  leur  concours,  on 

peut    donc  poser  généralement  ce  principe  :   la  pro^ 

babilité  composée  s'obtient  en  faisant  le  produit  des  pro* 

babiUtés  simplet. 

18.  La  considération  des  probabilités  coiii^ôsées  » 
dispensant  de  former  le  développement  de  toutes  les 
combinaisons  possibles,  abrège  quelquefois  les  calculs  : 
en  voici  un  exemple  assez  simple.  Supposons  qu*on  ait 
assemblé  dans  un  paquet  les  i3  cartes  d'une  >mên^ 
couleur  qui  se  trouvent  dans  un  jeu  complet  de  5a 
cartes,  et  qu*07x  demande  la  probabilité  que  les  deux 
premières  cartes  du  paquet  soient  un  as  et  un  deux  ;  la 
probabilité  que  Vas  soit  à  là  première  place  est  7^^ 
puisque  cette  carte  pourrait  occuper  Tune  quelcôçquè 
des  i3  places  du  paquet }  cette  carte  ôtée  l  il  eu  reste 
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la  ;  ainsi  la  probabilité  que  le  deux  se  trouvera  la  pre* 
mièrer  carte  de  ces  is>»  sera  7^:  la  probabilité  du  C0117 
cours  de  ces  deux  éyènemeDs  sera  donc 

1  1   1 

* 

Pour  résoudre  cette  question  en  remontant  à  l'énu- 
mération  de  toutes  les  chances  possibles ,  il  faut 
d*abord  chercher  le  nombre  des  arrangemens  dont 
peuvent  être  susceptibles  i3  cartes,  et  qui,  d'après 
la  formule  des  permutaticms  donnée  dans  les  Élémens 
d'Algèbre,  est  le  produit  1.  a.3. .  ..ii.iâ  .i3.  On 
observera  ensuite  que  lorsque  deux  des  i3  cartes  du 
paquet  ont  une  place  déterminée,  il  en  reste  ii  que 
Ton  peut  arranger  entre  elles  de  toutes  les  manières 
possibles,  c'est-à-dire  de  i*a.3^...ii  manières:  ce 
sont  là  les  chances  qui  produisent  révènement  désiré , 
dont  la  probabilité  sera  par  conséquent 


1  •a.3.. .  .ii.ia.iS* 


En  supprimant  les  facteurs  i«22.3....ii,  communs  au 
numérateur  et  au  dénominateur,  il  viendra  seulement 


iâ.i3      i56* 


ainsi  qu'on  l'a  trouvé  ci-dessus. 

ig.  La  question  suivante  montrera  mieux  encore 
la  facilité  que  la  considération  des  probabilités  compo- 
sées procure  pour  résoudre  les  problèmes ,  et  donnera 
lieuà  quelques  remarques  utiles. 

Soient  deux  urnes  dans  l'une  desquelles  il  y  ait 
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zi  boules  blanches  et  i  noire  ^  et  dans  l'autre  4  boules 
blanches  et  i  noire  ;  on  demande  la  probabilité  d'ame^ 
net  une  boule  blanche  ^  en  prenant  au  hasard  dans 
l'une  quelconque  de  ces  urnes,  La  probabilité  qu'oa 
mettra  la  main  dans  la  première  urne  étant  ^>  et  la 
probabilité  qu*il  sortira  une  boule  blanche  de  cette, 
urne  étant  f ,  la  probabilité  du  concours  de  ces  deux 
éyènemens  est  donc  i -f  ou  |. 

On  a  de  même  pour  le  tirage  dans  la  seconde  urne , 

»   •    5 lo* 

Les  deux  probabilités  |  et  |%  doivent  s'ajouter  ;  car,^* 
suivas^t  ce  qu*on  a  vu  dans  le  n^  8,  chacune  de  ces 
fractions  exprime  une  partie  des  chances  favorables 
i  révènipment  demandé ,  rapportée  à  la  totalité  des 
chances  favorables  ou  contraires ,  prise  pour  unité  :  on 
aura  donc  pour  la  probabilité  totale 

La  probabilité  de  tirer  iine  boule  noire  se  calcule 
de  même.  On  trouve  pour  la  première  urne  i  .  -^ , 
pour  la  seconde  ^  .  |,  et  la  somme  ^  +îV  =A'  ^^ 
l'ajoutant  à  ~,  il  vient  Tunité,  ainsi  que  cela  doit 
être  ;  puisqu'il  s'agit  de  deux  évènemens  dont  l'un  ou 
l'autre  arrive  nécessairement. 

Pour  achever  d'éclaircîr  ce  sujet ,  je  vaî^  résoudre  la 
même  question,  en  considérant  les  deux  tirages  conjointe- 
ment, et  je  préviendrai  d'abord  une  erreur  dans  laquelle 
il  paraît  facile  de  tomber.  Au  premier  coup-d'œil ,  on 
pourrait  penser  que  puisque  les  deux  tirages  s'opèrent  sur 
\é  totalité  des  boules  contenues  dans  les  deux  urnes ,  et 
dont  le  nombre  est  8;  sur  lesquelles  il  s'en  trouve  6  blan- 
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ches  y  la  probabilité  d'en  obtenir  une  de  cette  couleur 
est  I  ou  1^  fraction  qui  surpasse  ^. 

L'erreur  que  Ton  commettrait  vient  de  ce  que  pour 
mettre  en  commun  les  boules  de  la  première  urne 
avec  celles  de  la  seconde ,  il  faut  que  le  nombre  en 
soit  le  même  dans  Tune  et  dans  l'autre ,  afin  que  toutes 
les  chances  soient  également  possibles ,  ce  qui  n'aurait 
pas  lieu  sans  cela.  En  effet ,  les  boules  étant  séparées  , 
la  probabilité  d'avoir  une  boule  quelconque  de  la  pre- 
mière urne  est  égale  à  celle  d'avoir  une  boule  quelcon- 
que de  la  seconde  urne;  ihais  quand  on  mêle  les  boules^ 
qui  sont  alors  au  nombre  de  8 ,  sur  lesquelles  trois  sont 
de  la  première  urne  et  5  de  la  seconde ,  les  probabilités 
précédentes  deviennent  inégales ,  la  première  étant  |et 
la  seconde  f. 

Cette  inégalité  disparaît  lorsqu'on  réduit  au  même 
dénominateur  les  probabilités  f  et  f  ,  relatives  au 
tirage  d'une  boule  blanche  dans  chaque  urne,  ce  qui 
d'ailleurs  n'altère  point  les  valeurs  respectives  de  ces 
probabilités.  En  procédant  ainsi,  on  change  les  frac- 
tions f  et  f  en-Tf  et  f^  :  alors  la  première  urne  est  censée 
contenir  lo  boules  blanches  et  5  noires,  la  seconde ,  id 
boules  blanches  et  3  noires ,  les  probabilités  respectives 
sont  les  mêmes  qu'auparavant ,  et  le  nombre  total  des 
boules  est  devenu  le  même  dans  chaque  urne  ;  considé* 
rant  donc  ces  boules  comme  réunies  dans  une  seule 
urne ,  au  nombre  de  3o ,  dont  da  blanches ,  on  a 
pour  le  tirage  de  l'une  de  celles-ci  la  probabilité  §§ 


ou  '' 


On  s'assurera  en  général  de  l'identité  des  résultats 
obtenus  par  l'un  et  par  l'autre  de  ces  deuit  procédés^  en 
supposant  des  urnes  en  nombre  a ,  contenant  chacune 
m  boules  blanches  et  n  noires ,  et  des  urnes  en  nombre 
b  j  contenant  p  boules  blanches  et  q  boules  noires.  Par 
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le  premier  procédé ,  on  aura  pour  la  probabilité  du  ti- 
rage d'une  boule  blanche, 

a        m  b       p    am(p'{'q)+bp(mr^rn) 

ums  -J-  bpt 
ers        ' 

en  faisant  pour  abréger 

'  Si  l'on  réduit  an  même  dénominateur  les  firactions 
— ,  r  ,  il  viendra  — ,  —  ,  et  Ton  pourra  remplacer 

toutes  les  urnes  par  une  seule  contenant  ers  boules  sur 
lesquelles  il  jr  en  a  ams'^bpr  qui  sont  blanches  ;  d*où 
résultera  la  probabilité  trouvée  ci<-dessus ,  bien  diffé-- 

rente ,  en  général ,  de  la  fraction  —  \i    formée  en 
°  at  +  bs 

divisant  le  nombre  actuel  des  boules  blanthes  par  le 
nombre  total  et  actuel  des  boules. 

Mais  ces  expressions  s'accordent ,  1°.  lorsque  le  nom- 
bre des  boules  est  le  même  dans  chaque  urne,  ce  qui 
donne  r=j,  d'où 

ams  •+-  bpr gyn  +  fcp  ^ 

ers  ar-^br  * 

a®.  Lorsqu'il  y  a  dans  toutes  le  même  rapport  entre 
le  nombre  des  boules  blanches  et  celui  des  boules  noi-* 
res  ;  car  si  Ton  désigne  ce  rapport  par  & ,  on  a 

n=km,    q=zkpy     r:=zm{i  +  k)^     5=p(i+J), 
ce  qui  réduit 


L 
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c/fu-f"  bpr       am  +  bp  , 
et         .    , —  à 


ers  ar+bs        i+A' 

Cet  exemple  fait  voir  combien  il  est  aisé  de  se 
tromper  dans  la  rechercbe  des  probabilités  ;  et  il 
8*en  présentera  encore  d'autres  da  même  genre  dans 
la- suite. 

Détermination  des  Probabilités  dans  tes  épreuves  ré" 

péiées  des  mêmes  hasards, 

so.  fentends  ici  par  épreuves  répétées ,  les  jets  sï|c- 
cessîfs  d'un  même  nombre  de  dés  sembjables ,  ou  les  ti- 
rages de  numéros  pris  dans  une  urne,  et  remis  chaque 
fois  y  afin  de  conserver  toujours  le  même  rapport  entre 
le  nombre  de  cbances  de  chaque  espèce* 

Ce  genre  de  probabilités  se  détermine  d'abord  par  la 
considération  des  probabilités  composées.  Se  proposer» 
par  exemple ,  d'amener  deux  fois  de  suite  le  point  6 , 
en  jetant  deux  fois  le  même  dé,  c'est  demander  le  con- 
cours de  deux  éyènemens  dont  la  probabilité  simple  est 
^;  on  aura  donc  pour  la  probabilité  cherchée  (17} 
çXç=7^;  on  trouvera  de  même  que  la  probabilité 
de  ne  pas  amener  du  tout  le  point  6  est  |xf  =ff* 
La  somme  de  ces  deux  probabilités  n'est  pas  1 ,  parce 
qu'outre  les  deux  évènemens  que  nous  venons  d'indi- 
quer,  il  j  a  encore  celui  de  n'amener  6  qu'au  premier 
jet ,  ou  de  ne  l'amener  qu'au  second  :  la  probabilité 
du  premier  événement  est  i-f =-^,  celle  du  second  , 
|.^=^;  et  la  réunion  des  quatre  probabilités  qu'on 
vient  de  trouver  >  donne 

JL 4.  A-U  A  j  £^  —  ?£ 

36 "*" 36"^ 3b- +36^36  "^^^ 
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Au  Heu  de  calculer  ainsi ,  Tune  après  Tautre  y  les 
probabilités  des  divers  évènemens  qui  résultent  des  ]eta 
successifs  du  même  dé  ^  on  peut  les  obtenir  toutes  à  la 
fois  dans  une  même  formule.  II  suffit  pour  cela  de 
considérer  que  si  dans  une  épreuve  il  y  a  m  chances  qui 
produisent  Tévènement  jé ,  n  chances  qui  produisent 
révèneinent  B ,  sûr  le  nombre  (m4-'i)(''*  +  i) 
=  (m  +  n)*  qui  embrasse  tous  les  arrangemtns  pos- 
sibles des  chances  dans  les  deux  épreuves ,  il  y  en 
aura  m*  qui  produiront  la  succession  A  A ,  mn  la  suc- 
cession j4B,  nm  la  succession  BA ,  et  «*  la  succession 
BB  (17)  ;  en  sorte  que  les  probabilités  pour  obtenir  les 
évènemens  composés  comme  il  suit> 

AA,  AB,  BA,  BB, 

sont  respectivement 

m*  mn  mn  71* 


(TO+n)*'    (m  +  ny*    (m  +  ny'    (m+n)*' 

Si  l'on  ne  distinguait  pas  Tordre  des  évènemens  sim- 
ples ,  on  regarderait  comme  ne  formant  qu'un  seul  évé- 
nement composé  ,  les  arrangemens  AB  et  BA;  alors  la 

probabilité  d'obtenir  l'un  ou  l'autre  serait  ; ; — --  ; 

Qm  -f-  n) 

en  sorte  qu'il  n'y  aurait  plus  que  trois  évènemens  com- 
posés 

AA,  AB,  BB, 

ayant  les  probabilités 

m*  Qmn  n^       .. 

(m  +  ny  '  (ni  +  /i)*  '  (w+  ^y  * 

dont  les  numérateurs  sont  les  termes  du  développement 
de  la  seconde  puissance  du  binôme  m  -f*  ^  >'  ^^  dont  la 
somme  est  égale  à  l'unité. 
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On  trouve  d'une  manière  semblable  les  diverses  ^o« 
habilités  pour  un  pombre  quelconque  d'épreuves ,  dans 
le  développement  de 

{m+ny=mJf+^mr-*n+^'^^mr^n* 


I  .3 


_^pQ>^0(p.-a)...(p~^-f;0,^^      .^„,, 

Le  premier  terme  mP  indique  le  nombre  de  chances 
qui,  sur  un  nombre  p  d'épreuves ^  donnent  p  fois  l'évé- 
nement ji\ 

Le  second  terme  ^  m''"*»^  le  nombre  de  chances  qui 

donnent  p  —  i  fois  l'événement  A  et  une  fofa  Tévène- 
ment  B,  dans  quelqu'ordre  que  ce  soit  ; 

Le  terme  général  PtP-0(P-^)"(P-9-<-0;;,r->n^ 

1«S*0« • • »Q 

le  nombre  de  chances  qui  donnent  p  —  q  fois  Tévé- 
nement  A  et  q  fois  l'événement  B ,  sans  distinction 
tfordre. 

Si  l'on  voulait  établir  une  sucôession  déterminée ,  il 
faudrait  supprimer  le  coefficient  et  ^ne  prendre  que 

En  divisant  donc  chacun  de  ces  termes  par  le  nombre 
total  des  chances  qui  est  (m-f-Ti)''^  on  aura  les  probabi'- 
lités  de  chacune  des  successions  d*évènemeus  simples 
auxquelles  ils  se  rapportent. 

ai.  Pour  vérifier  directement  ces  énoncés,  il  n'y  a 
qu'à  désigner  par 

•  m'  et  n\  m"  et  ti",  m"  et  n*,  etc., 

le  nombre  des  chances  qui  amènent  les  évènemens  A 
et  B  èi  la  première,  à  la  deuxième,  à  la  troisième»  etc* 
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épreuve ,  et  développer  les  produits , 
(m'+n')im''+nr),  (m'+n')  (mT+nT)  (m^+n*) ,  etc. 
On  a  pour  le  premier 

pour  le  second 

mm  m  •("  mm  n  y 

+  m'n''m^+  m'n!'nr, 
^  nm  m  -f"  n m  /i*, 

-l*  n  n  m  -f-  n  n  n  ^ 
etc. 

D'après  ce  gui  a  été  dit  dans  le  n^  17,  un  terme 
quelconque  de  ces  produits  exprimera  le  nombre  de 
chances  qui  donnent  l'événement  composé  des  évè- 
nemens  simples  AetB^  répétés ,  le  premier  autant  de 
fois  que  la  lettre  m  entre  dans  ce  terme,  et  le  se- 
cond autant  de  fois  qu'y  entre  la  lettre  n ,  les  accens 
marquant  d'ailleurs  l'ordre  des  épreuves.  Par  exemple, 
les  termes 


pondent  aux  successions 


Si  maintenant  l'on  pose  m^  ^=z  m'' =z  m"  =i  m  ,  et 
n'  =  n*  =  n*  =  71 ,  ce  qui  changera 

(m'+  n')  (m"  +  ti")  (mT  +  nT)  en  (m  +  n)^-, 

les  termes  indiqués  ci-dessus  deviendront  tous  ég^ux  à 
m'^n ,  nombre  qui  sera  celui  des  chances  relatives  à 
diacun  des  trois  évènemens  désignés ,  tous  distincts  ^ 
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lorsqu'on  Exe  Tordre  de  la  succession  "des  éYènemem 
'  simples  dont  ils  se  composent. 

Si  Ton  fait  abstraction  de  cet  ordre ,  ils  ne  for- 
meront pins  qu'un  seyl  événement  répondant  à  la  ' 
somme  de  tontes  leurs  chances  »  c'est-à-dire  3/?i'it , 
expression  qui  ne  diSFère  de  m^n  que  par  le  coeffi- 
cient  que  ce  produit  obtient  dans  le  développement 
de  (m  -f-  nf*  Il  est  aisé  de  voir  qu'on  arriverait  aux 
mêmes  conclusions  pour  un  nombre  quelconque  d'é- 
preuves. 

aa.  Soit  pour  abréger 

m  n  p 


le  développement 


duquel  se  tirent  toutes  les  probabilités  des  divers  évè- 
nemens  composés  que  peut  offrir  un  nombre  p  d'é- 
preuves (ao)  y  se  changera  en 

eP+geP-y+P^^'^ey-f 

formule  dans  laquelle  un  terme  pris  isolément  exprime 
la  probabilité  d'un  événement  composé  de  A  répété  au- 
tant de  fois  que  le  marque  l'exposant  de  la  lettre  e  >  et 
de  B  répété  autant  de  fois  que  le  marque  l'exposant  de 
la  lettre  /. 

Le  plus  souvent  on  ne  fixe  pas  d'une  manière  pré- 
cise le  nombre  de  répétitions  du  même  événement; 
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maiâ  on  lui  ^îgne  seulement  une  limite.  C*est  ainsi 
qu'on  pe^ut  chercher  la  probabilité  de  lï'ayoïr  pa^  moins 
de  p  -—  1  éyènemens  A  sur  le  nombre  p  d*épreuves  » 
énoncé  qui  ad^iet  aussi  le  cas  où  il  amverait  p  éyène- 
mens A^  et  auquel  satisfont  par  conséquent  les  deux 
l^eiaiers  termes  de  la  formule  cb-dessus  ;  la  probabilité 
de  ces  .éyènemens  sera  do^ç  indiquée  par    , 

« 

somme  des  deux  premiers  termes. 
De  même  ta  somme  des  trois  premiers , 

indiquera  la  probabilité  de  ne  pas  ayoir  moins  dep— a 
évènemens  A ,  et  plus  dcf  s  évènemens  B, 

Elt  en  général  la  somme  des  termes  de  la  formule  ^ 
depuis  le  premier  jusqu'à  celui  qui  est  affecté  de 
e^^^,  c'est-à-dire 

indiquera  la  probabilité  de  n*ayoir  pas  moins  de  p  —  q 
événem.end  A  et  plus  de  q  évènemens  B. 

Si,  par  exemple^  on  demande  la  probabilité  d'amener 
le  point  6  au  moins  a  fois  dans  quatre  jets  successifs 
d'un  dé  à  six  faces,  on  fera 

et  il  yiend;^  pçur  pette  probabilité , 

a*  édition»  5 
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=  -^,  entre  -    et  5. 

Si  Ton  eût  demandé  seulement  d'amener  G  au  moins 
une  fois,  il  aurait  fallu  prendre  la  somme  des  4  premiers 
termes  du  déreloppement  de  (c  4-/)*  ;  mais  comme 
'e  +/■=  i  ,  et  que  par  conséquent  («+/)*=  *  >  I^ 
somme  des  4  premiers  termes  est  égale  à  1  — i*  ;  il  e^ 
donc  plus  court  de  calculer  directement  le  terme  f 
pour  le  retrancher  de  Tunîté ,  ce  qui  donnera 

pour  la  probabilité  demandée  ;  et  puisqu'elle  surpasse  \ , 
il  en  résulte  qu'il  est  pro6ai/e.que  le  point  6  arrivera  au 
moins  une  fois  dans  quatre  jets  (9)* 

La  probabilité  de  Tévènemerit  contraire  est^/t=^ , 
puisque  le  terme  /4  ,  ne  contenant  pas  la  lettre  c,  in- 
dique la  répétition  des  seuls  évènemens  J5j  c'est  donc 
par  sa  contraire  que  nous  avons  déterminé  la  probabi- 
lité demandée  ;  et  il  faut  opérer  ainsi  toutes  les  fois  que 
l'expression  de  la  première  est  plus  simple  que  celle  de 
la  seconde. 

fl3.  On  voit  encore  par  l'exemple  précédent  comment 
la  probabilité  d'amener  le  point  6  au  moins  une  fois  » 
qui  n'était  que  ^  à  la  première  épreuve ,  s'est  accrue 
par  la  répétition  der  jets  du  dé.  Ce  changement  peut 
faire  naître  la  question  suivante  :  déterminer  le  nombre 
dCépreuves  nécessaire  pour  quun  événement  cLcqidère 
une  probabilité  donnée?  Si  l'on  demandait  en  combien 
de  jets  du  môme  dé  on  obtiendra  la  probabilité  g 
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que  le  point  6%rriyera  au  moins  une  fois,  on  aurait 
c = ç ,  /■=  I ,  q  =p  —  1 ,  et  il  faudrait  déterminer  p 
par  la'  condition  que  la  somme  des  termes 

t  

fût  égale  à  g,  ce  qui  ne  pourrait  se  faire  immédiate- 
ment que  par  des  essais  répétés;  mais  en  prenant  la 
probabilité  contraire,  exprimée  par  le  seul  terme y^,  et 
qui ,  dans  Fhjrpothèse  proposée ,  doit  être  égale  à  i  ^-g 
ou  k ,  on  aura  l'équation 

/>»  =  *.     d'où     pl0g/=ll06*,p=:{^. 

mm  «« 

Si  l'on  substitue  aux  lettres/* et  k ,  les  fractions  -  »  7  » 
on  tronvera 

'^     ,  ,1»  """  IT^ln* 

1  •  "" 

S 

0 

3'appliqnerai  cette  formule  au  problème  qui  parait 
avoir  été  le  premier  de  ce  genre  que  les  géomètres 
aient  résolu ,  c*est  celui  de  trouver  le  nombre  de  jets  de 
deux  dés,  dans  lequel  il  y  a  autant  de  probabilité  ^a^- 
mener  deux  six  (ou  sonnez)  que  de  ne  pas  le  faire. 
Pour  cet  exemple ,  on  a 

ce  qui  montre  que  l'événement  proposé  est  moins  pro- 
bable que  le  contraire,  quand  on  n'embraasé  que  â4 
jets,  et  plus  probable,  quand  on  en  prend  â5. 

3.. 
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34.  Cette  conclusion  paraissait  faussAu  cheYalierde 
Méré  qui  proposa  le  problème  à  Pascal  dopt  il  tourna  les 
méditations  sur  le  caloul  des  probabilités.  Ce  chevalier, 
bomme  d'esprit ,  mais  étranger  aux  Mathématiques , 
croyait  que  puisqu'il  suffisait  de  4  Jets  pour  arriver  à 
une  probabilité  surpassant  J,  d  amener  le  point  6  avec 
un  seul  dé ,  qui  n'offrait  que  6  cb^ces  à  chaque 
coup ,  le  jet  de  deux  dés  en  pjréseAt^t  36 ,  ou  6  fois  6 , 
il  devait  suffire  de  6  fois  4  ou  a4  jçts,  ppuf  pbtenir  le 
même  résultat  par  rapport  à  révènement  6,8  (ou 
sonnez)  ;  le  contraire  lui  paraissait  un  gran^sçandak, 
qui  lui  faisait  dire  hautement  que  les  propositions  ii'é- 
taient  pas  constantes,  et  que  VArithm&iqye  se  dimen*^ 
tait.  (Lettre  de  Pascal  à  Fermât,  Œuvres  de  Pascal, 

t.  IV,  p.  419.) 

La  difficulté  précédente ,  fondée  sur  l'ignorance  des 

formes  du  calcul ,  rfest  pas  la  seule  qu'on  ait  élevée 
contre  l'évaluation  des  probabilités  dans  les  épreuves 
répétées  :  d'Alembert  a  voulu  jeter  du  doute  sur  les  prin- 
cipes mêmes.  L'exposition  et  la  réfutation  d'une  seule 
de  ses  objections  suffira  pour  les  faire  apprécier  toutes; 
car  elles  n'ont  obtenu  l'assentiment  d'aucun  géomètre 
distingué,  et  elles  prouvent  seulement  qu'il  peut  ar- 
river aux  hommes  le  plus  justement  célèbres,  de  s'é- 
garer même  dans  un  sujet  fort  simple. 

Suivant  d'Alembert ,  lorsqu'on  jette  un  dé  à  deux 
faces  que  je  désignerai  par  A  et  B ,  le  parî  d'amener 
la  face  A  au  moins  une  fois  en  deux  coups ,  n*a  en  sa 

û  3 

faveur  qu'une  probabilité  ^9ja  lieu  de  2  que  donne  U 

principe  du  n**  20;  car,  dit-il,  si  l'on  amenée  du  pre- 
mier coup,'  le  jeu  est  fini,  et  si  l'on  amène  au  contraire 
|a  £ace  B ,  il  faudra  jouer  le  second  coup  qui  donnera 
A  ou  Jp,  en  sorte,  qu'il  ne  peut  réellement  arriver  que 
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Tan  de  ces  3  évènemem  »  jt,  BA  /  BB ,  dont  û  font  ga- 
gner Je  pari  Cf)<  Cela  est  vraîj  maïs  Terreur  consiste  i 
supposer  aux  deux  derniers  la  même  possibilité  qu*àa 
premier  :  elle  est  du  genre  de  celle  qui  a  été  indiquée 
dans  le  n**!  g. 
En  effets  là  probabilité  de  Tàrrivée  de  A  au  premier 

coup  est  -  ainsi  que  celle  de  B^  mais  celle  des  évène- 

mens  composés  BA  et  BB  ^  qui  n*ont  lieu  qu*au 
deuxième    coup  ,    est ,    ayant    le    premier    coup  y 

-  .  -  =•-;•  aiûsi  le  joueur  qui  parie  d'amener  A  au 

moins  une  fois  ^  a  en  sa  faveur >  avant  ce  coup ,  la  pror 
babilité 

•     I   ,   1      3 

la  même  qu'on  obtiendrait  en  embrassant  les  quatre  ar- 
rangemens  que  présentent  les  deuit  épreuves  combinées 
ensemble  >  savoir, 

AA,  AB,  B4,  BBC*)' 

En  général ,  il  est  visible  qu'il  y  a  Te  même  nombre 
de  chances  dans  n]eH  successifs  du  même  dé,  et  dan» 
le  jet  simultané  de  n  dés  semblables.  Il  paraît,  par  les 
Lettres  de  Pascal  à  Fermât,  qu'il  était  tombé  d'abord 
dans  une  erreur  analogue  à  celle  que  nous  venons  de 
relever  (***). 

sS.Ob  peut  aussi  déterminer  les  probabilités  simples 


(*)  Opuscules  mathématiques  de  d'Alemhert,  loni.  II ,  p.  ao. 
(♦♦>  Essai  philosophique  sur  les  Probabilités  ,  page  i3  do  la 
quatrième  édition  in-8^. 
(♦♦♦)  OEufres  de  Pascal ,  tom.  IV,  p.  i^i- 
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d'après  celles  des  évènemens  composés.  Par  exemple, 
un  joueur  ayant  reconnu  que ,  dans  une  partie  formée 
de  trois  points,  il  peu$  en  céder  deux  à  son  adversaire , 
pour  établir  entre  eux  légalité ,  on  demande  la  proba* 
bilité  qu*a  le  premier  joueur  de  gagner  un  point. 

n  résnlte  de  Ténoncé  qu'il  a  la  probabilité  |  de  ga- 
gner trois  points  de  suite,  puisqu'il  perdrait  la  partie 
si  son  adversaire  en  gagnait  un  auparavant  :  l'on  a 
donc  pour  ce  cas 

6^=^,    d'où    e= 


ce  qui  revient   à    environ  0,7937,  un  peu    moins 

de  f.  . 

Si  le^remier  joueur  ne  cédait  qu'un  point  sur  trois, 
alors  les  chances  en  sa  faveur,  seraient  de  gagner  les 
trois  points  de  suite,  ou  en  quatre  coups  au  plus;  car  s'il 
manquait  deux  coups,  son  adversair&gagnerait  la  partie  ; 
ainsi  l'on  aurait 

e*+4éf=i,    ou    4e»-5e4=i, 


en  mettant  pour/,  sa  valeur  i — e.  Cette  éqnationétantré* 
eolue  ferait  connaître  e  ;  on  trouverait  0,6 1 43  environ  (^. 

d6.  La  considération  des  divers  évènemens  composés 
qui  peuvent  arriver  dans  les  épreuves  répétées  du  même 
)eu ,  mérite  tonte  notre  attention ,  parce  qu'elle  fournît , 
ainsi  que  l'a  remarqué  d'abord  Jacques  Bemoullî  dans 
la  quatrième  partie  de  ÏArs  conjectandi,  et  ensuite 
Condorcet  dans  ses  divers  écrits  sur  le  Calcul  des  Pro^ 
habilités ,  les  meilleures  bases  que  l'on  puisse  donner  à 


(*)  Doctrine  ofChunees ,  p.  35. 


• 


« 
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la  philosophie  de  ce  cakul ,  pour  fonder  Totilitéde  se» 
applications. 

Les  termes  du  développement  de  (m  -f*  ny  indiquant 
les  chances  favorables  à  chacun  des  évènemens  compo<r 
ses  qui ,  dans  un  nombre  p  d'épreuves^  peuvent  résulter 
des  diverse»  successions  d*évènemens  simples  A  et  B ,, 
il  est  facile  de  déterminer  lequel  de  ces  évènemens  com^ 
posés  a  le  plus  de  chances  en  sa  Joueur ,  et  est  par 
conséquent  leplusprobaUe*  Il  suffit  pour  cela  de  cher- 
cher quel  est  de  tous  les  termes  du  développement 
(m  +  n)'*,  celui  dont  la  valeur  est  la  plus  considérable» 
Avant  de  passer  à  la  solution  générale  de  ce  problème^ 
je  croîs  à  propos  d*en  donner  quelques  exemples  nu- 
mériques pour  ceux  des  lecteurs  à  qui  l'Algèbre  ne  serait 
pas  très  familière. 

Premièrement  >  ai  l'on  fait  m'=in^  le  plus  grand  terme 
sera  celui  qui  occupe  le  milieu  de  la  formule  quand  le 
nombre  p  est  pair;  et  lorsque  ce  nombre  sera  impair  j, 
il  y  aura  deux  termes  consécutifs  égaux ,  surpassant 
tous  les  autres  et  placés  aussi  dans  le  milieu  du  dévelop- 
pement ,  comme  on  le  voit  ci-dessous  dans  les  pre- 
mières puissances  du  binôme  m*)-  n  > 

(m-f-n)"==  m*+  am/»  +  /i*> 
(7?i-|-7i)'=7îi'-f-3m*n-|- Sm/i*  +  n^, 

(m+n)^==m^+ 5m*» -j- 1  om*/i*+ 1  om*/i'-f- 5m7i4-|- «5^ 

Les  termes  fimn  et  6m^/»*  du  milieu  de  la  seconde  et 
de  la  quatrième  deviennent  respectivement  Qm*  et  G/ti"^, 
lorsque  tu  =  n,  et  ce  sont  les  plus  considérables,  parce 
qu'ils  ne  diffèrent  des  autres  que  par  leur  coefficient 
qui  est  le  plus  grand  de  tous  ceux  de  la  formule.  Letk 
termes  Zm^n  et  3mn*  dans  la  troisième  puissance  ^  s& 
changeant  en  3m' >  deviennent  égaux;  il  en  arrive  au- 


• 


• 
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tant ,  dans  ^a  cinquième ,  aux  termes  iGmht*  et  i^mPn' 
qui  se  changent  en  lom^  et  ont  le  plus  grand  coefficient. 

Il  résulte  de  là  que  si  Ton  considère  un  jeu  où  le 
lïOtBbr^  des  chances  soit  le  même  en  faveur  de  Té-î 
vènWeht  A  et  de  son  contraire  B,  les  évènemen» 
composés  les  plus  probables  seront  i  fois  A  et  i 
fois  B  dans  s  épreuves  ^  s  fois  ^  et  2;^  fob  B  dans  4 
ép^«uves  ,  et  ainsi  de  suite  lorsque  le  nombre  déd 
épreuve^  est  pair.  Quand  ce  llombre  est  irapuir ,  il  y 
a  dans  chaque  épreuve  deux  événement  composé» 
dont  la  probabilité  est  égale  et  surpasse  délie  de  tous 
les  autres,  savoir ,  ceux  d'amener  s  fois  A  et  i  fois 
B,  ou  SI  fois  B  et  1  fois  A  dan»  3  épreuves ,  3  foisr 
^  et  s  fois  B,  ou  â  foi»  A  et  3  foia  B  dans  5  épreu- 
ves, et  ainsi  de  suite. 

Les  probabilité  de  ces  divers  évènem^i»  seront 


pour  1  folsr  A  et  1.  fois  B 


Qm^  â        1 


(m  +  my       4        ^  ' 


«  fois  ^  et  i.  foH  fi       __-.^=.^  =  g. 

pour  a  fois  ^  et   1  fois  B  1         om^      3 

ou  1  fois  ^  et  â  fois  B  §   (/»-f»m)^        8* 

pour  3  fois  ^  et  a  fois  B  î        lom^      10 ^ 

ou  ô  fois  A  et  5  fois  ^6  >    (t'^+tij)*      3a      16* 

€e8  diverses  probabilité!»  décroissent  à  mesure  que  le 
nombre  des  épreuires  augmente  ^  et  cela  est  tout  sim- 
ple ,  car  si  chacune  est  la  plus  ^nde  de  toutes  celles 
^i  naissent  do  nombre  d*épre«ifve»dont  elle  fait  partie, 
elle  ne  répond  qu'à  un  seul  des  évènemens*  composés 
qui  semufeipiiest  à  mesure  que.  l'on  embrasse  un  plus 
grand  isowàxe  d'éjMrenvés. 


DES  PROBABILITÉS.  A^ 

n  n'en  est  pas  akidî  pour  ies  probabilités  rélatiyeâ  des 
divers  évènemens  composés  fournis  par  le  même  nombre 
d'épreuves.  Far  exemple ,  la  probabilité  d'amener  plu- 
tôt t  fob  ^  et  I  fois  B,  que  %  tohA^  étant  le  quotient 
delà  pr(j)iabilité  absolue  du  premier  de  ces  deux  éyè- 
nemens  composés,  par  la  somme  des probabil^ités  de 
l'un  et  de  Tautre  (i3) ,  on  aura     - 

1 


La  probabilité  d'avoir  plutôt  »  fois  Aet  ù  fois  B  que 
4  fois  A  de  suite  ^'  se  trouvera  de  même  égale  à 

3 

5  6    • 

fraction  qui  sùf passe  |.  On  obtiendrait  toujours  des 
résultats  semblables  y    en  poursuivant    le   calcul ,  et 
on  en  conclurait  la   différence .  de   possibilité    entre 
les  évènemens  composés   de   la  répétition  constante 
du  même  événement  simple ,  et  celui  dont  la  com- 
position se  rapproche   le  plus    du   rapport   de  pos- 
sibilité   des    évènemens  simples.    Le   seul    bon  sens 
suffit  sans  doute  pour  mener  à  ces  conclusions ,  mais 
il  n'en  pourrait  donner  lés  valeurs  précises ,  de  même 
qu'il  n'avait  ptt  faire  deviner  an  chevalier  de  Méré 
la  réponse  à  la  question  qu'il  s'était  proposée  ;  l'em- 
ploi du  calcul  sera  donc  indispensable  toutes  les  fois 
qu'il  s'agira  de  déterminer  des  valeurs  résultantes  d'o- 
pérations compliquées  ou  comprises  dans  des  limites 
étroites. 
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&7.  Les  formules  générales  correspondantes  aax  rc* 
marques  du  n^  précédent ,  se  présentent  d'elIesHnêmes,  y 

puisqu'il  ne  s'agit  que  de  calculer  le  terme  qui  tient 
le  milieu  dans  le  développement  d'une  puissance  paire 
du  binôme ,  ou  les  deux  qui  en  prennent  la  place  , 
quand  la  puissance  est  impaire. 

L'expression  du  pii^mier  est 


p(p-i),..(p-£  +  i)    ^    . 


p 
m    n 


1  a        ^ 


i.fl. .  <.- 


lorsque  m=:?i  ;  celle  des  autres  est 


p  — 1 


m  n 


P(p-0...(q;i+i) 

p  —  1. 
a 


m''. 


Pour  en  calculer  la  valeur  ^  quand  p  est  très  grand  ^  il 
faudrait  former  des  produits  composés  d'un  nombre  con* 
sidérable  de  facteurs,  ce  qui  devient  bientôt  impratica- 
ble, à  moins  qu'on  ne  s'aide  d'une  formule  très  curieuse 
et  très  commode ,  découverte  par  Stirling,  ou  de  celles 
que  M.  Laplace  a  données  dans  les  Mémoires  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  ^  années  1781  et  1782,  et  dans  sa 
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Théorie  analytique  des  Probabilités;  on  trouvera  la 
première  dans  la  note  I ,  à  la  fin  du  présent  Ouvrage. 

En  l'employant  au  calcul  de  la  probabilité  d'obtenir 
Bo  fois  révènement  A  et  5o  fois  Tévènement  B  sur  ibo 
épreuves  ^  on  trouve  0,0796893 ,  probabilité  très  petite 
en  elle-même^  parce  qu'il  ne  s*agit  que  d*nn  seul  évè^ 
nement  pris  parmi  101  ;  mais  si  on  la  compare  à  celle 
d'amener  100  fois  de  suite  l'événement  A^  on  aura 

^  0,0796  ^^^  p^^  p^^  ^  _  ^^^  ^  . 

—+0,0796 


â 


ce  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  de  l'unité ,  puisque  le 
dénominateur  de  la  firaction  qu'il  faut  retrancher  de 
cette  unité  ^  étant  développé  ^  aur^t  36  chiffres. 

Ce  résultat  montre  la  différence  énorme  qu'il  y  a 
entre  les  possibilités  respectives  des  deux  évèuemens 
dont  je  viens  de  faire  la  comparaison;  mais  aussi  il 
faut  observer  que  la  probabilité  d'amener  sans  inter- 
ruption,  soit  l'événement  A^  soit  l'événement  B ,  est 
plus  petite  que  celles  de  tous  les  autres  évènemens 
composés  ;  celles-ci  vont  en  augmentant  à  mesure  qu'on 
se  rapproche  du  terme  moyen. 

a8.  Lorsqu'il  n'y  a  pas  le  même  nombre  de  chances 
en  faveur  de  chacun  des  évènemens  simples  A  et  B^ 
V événement  composé  le  phis  probable  est  encore  celui 
dans  lequel  le  nombre  des  évènemens  A  est  à  celui  des 
évènemens  B,  dans  le  rapport  du  nombre  des  chances 
favorables  au  premier,  au  nombre  dés  chances  favora- 
bles au  seconds 

Pour  bien  faire  comprendre  cet  énoncé ,  prenons 
m=:3>  ;i=2^et faisons  successivement  p=&^  =  10. 
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Dans  le  premier  cas,  le  ternie  le  plus  considéraUe  di^ 
développement  de  (m  «f-  n)'  sera 

iomw=  1080,  et  donnera  -^5-  r=  = — = ,  environ  =  , 

t 

r  • 

pour  la  probabUité  (l'obtenir  en  5  épreuvefà ,  3  fois  l'é- 
vénement ^  et  a  fois  l'événement  B.  Le  plus  grand 
terme  du  développement  de  (ni+n)'^  est 

■    'f  g 'J m^n^  =z aiom^n^  =  aio.3*.a*=  2449440 , 

d'où  il  résulte 

aio.3^.s4      2440440  a 

pour  la  probabilité  d'amener  en  10  éi^reiives,  6  é?ène- 
men?^  et  4  évènemens  B,  nombres  qui  sont  danà  le 
rapport  de  3  à  a.  Cette  probabilité  est  moindre  que  Va. 
précédente ,  par  la  raison  déjà  alléguée  d;ans  le 
.  n"  îè4  '>  "Msîs  ®ïï®  cs*^  toujours  la  plus  grande  rélâtîve- 
vement  à  toutes  celles  qui  he  déduisent*  du  mêtne 
développement. 

Les  multiples  de  5  pouvant  seuls  se  partager  en  deux 
nombres  entiers  qui  sont  entre  eux  dans  le  rapport  de 
3 à  a,  le  développement  des  puissances  dont  l'exposant 
n'est  pas  un  multiple  de  5,  ne  contient  pas  de  ter- 
mes où  les  exposans  des  lettres  m  et  n  soient  dans  ce 
rapport;  mais  les  termes  qui  approchent  le  plus  de 
remplir  cette  condition ,  sont  les  plus  considérables. 
C'est  ce  qu'on  va  voir  par  la  détermination  algébrique 
du  plus  grand  terme  du  développement  de  Cm  +  n)'. 
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ag.  Le  terme  généc^l  du  dhreloppement  dé  (m  +  ny 
éla»t 

1.2.3 ..q 

est  précédé  par 

i.a.3 (4—0 

et  en  divisant  la  première  de  ces  ezpr^sions  par  la  se- 
conde» on  aura 

q         m 

pour  le  rapport  de  deux  termça  conséicutifa  pris  à  une 
place  quelconque  du  développement  proposé ,  valeur 
qui  diminue  à  mesure  que  le  nombre  q  augmente. 

Gela  posé)  il  est  évident  qu'un  terme  surpassera  celui* 
qui  le  précède ,  ou  sera  moindre ,  selon  que 

C*— ?— î—  —  >i,     ou    <i. 
q  m 

Dans  le  premier  cas  on  aura 

pn^qu  +  n>qm,  d'où  ?<^^^; 
et  daftsje^  second 

pi>  — 9îi-i-n<gm,  d'où  9>^J~;r- 

La  valeur  de  q,  après  laquelle  le  rapport  dont  il 
s*agît  devient  moindre  que  i  »  étant  celle  où  3*arrête 
l'accroissement  des  termes  consécutifs ,  donne  néces- 


«>  '  ; 
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sairement  le  pins  grand  terme ,  à  partir  duquel  les  âu^ 
très  vont  en  décroissant  vers  chaque  extrémité  du  dé- 
yeloppement* 

Si  ^     /       ^tait  un  nombre  entier,  en  le  prenant 
m-f-n  '  ^ 

pour  la  valeur  de  ç^  le  rapport  dont  il  s'agit  serait  pré-« 
cisément  égal  à  l'unité  ^  et  il  y  aurait  deux  termes  con- 
sécutifs égaux,  et  plus  grands  que  tous  les  autres. 

Dans  le  cas  contraire,  il  faut  prendre  pour  la  première 
valeur  de  q  le  nombre  entier  immédiatement  an-des- 
sous de  "  ,  ■-,  et  qui,  par  conséquent,  en  diffère  de 
moins  que  l'unité  :  ce  nombre  est  donc  compris  entre 

q  est  donc  le  nombre  entier  compris  entre  les  deux  nom- 
bres ci-dessus,  dont  la  différence  est. — ~-  =  1. 
Lorsque  p  =  r  (m +  '»)  s  il  vient 

m  -f-  H  vu  «f*  n 

• 

q  est  donc  le  nombre  entier  m,  et  par  conséquent 
pmmmqz=zrm* 

Maintenant ,  soit  M  le  terme  le  plus  considér^le  du 
développement  de  (m-J-71)^;  la  probabilité  relative  de  l'é- 
vénement composé  auquel  il  répond,  et  de  celui  auquel 
répond  un  autre  terme  K ,  par  exemple ,  étant  ex- 
primée par  « 
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approchera  d'antant  plus  de  Tunité  que  K  sera  pins 
petit  par  rapport  k  M,ce  qui  démontre  la  remarque 
faite  dans  le  n**  a4  >  ^^  I^  généralisant ,  puisqu'ici  m 
et  n  sont  supposés  quelconques. 

On  voit  donc  par  ce  qui  précède ,  que  de  tous  les 
évènemens  composés  qui  peuvent  se  présenter  dans  un 
nombre  r(m  -{-  n)  d'épreuves  y  le  plus  probable  comr' 
parativement  à  chacun  des  autres  en  particulier ,  est 
celui  qui  répond  au  ternie  affecté  de  m""n''^y  dans 
lequel  les  évènemens  AetB  sont  répétés  l'un  rm  fois , 
t autre  m  y  cest-^-^ire  proportionnellement  à  leur  pro^ 
babilité  particulière* 

3o.  Après  avoir  reconnu  la  forme  du  terme  qui  sur- 
passe tous  les  autres ,  il  faut  encore  examiner  la  marche 
de  ses  rapports  avec  ceuz-<:i. 

Pour  cela  prenons  comme  ci-deasiisp=:r  (m-f-n)»  q  de- 
viendra rn ,  et  l'expression  ^      ^  -  . ,  du  rapport  de 

deux  termes  consécutifs,  donnera' 

r(yii  +  n)  — m^f*  ^  » rm-^x 

m  m        rm     * 

pour  le  quotient  du  plus  grand  terme  divisé  par  celui 
qui  le  précède  immédiatement.  Si  l'on  divise  par  rm^ 
le  numérateur  et  le  dénominateur  de  ce  quotient,  on  ob- 
tiendra 1-1 ,  quantité  qui  approche  d'autant  plus 

de  l'unité  que  le  nombre  r  est  plus  grand. 

Si  l'on  prenait  le  plus  grand  terme  pour  diviseur, 
au  lieu  de  celui  qui  le  précède  »  le  rapport  devenant  in- 

verse,  serait  exprimé  alors  par  ; 

•    rm 
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Dans  le  terme  qui  suit  M ,  q  devient  m  ^  i  ,  et 
Ton  a 


rm     n  m 


rn 

firactîon  qui  tend  sans  cesse  vers  l*umté  a  mesure  que  r 
augmente. 

En  passant  ainsi  à  des  termes  distans  de  deux,  de 
trois,  etc.  places  du  terme  M ^  on  recannaîtra  sans 
peine  que  de  chaque  côté  de  ce  terme  le  décroissement 
devient  de  moins  en  moins  rapide  ,  lorsqu'on  aug- 
mente la  valeur  assignée  au  nombre  r.  De  là  résulte» 
dans  les  environs  du  fdus  grand  terme  ^  la  récioioa  de 
ceux  dont  les  valeurs  sont  les  plus  considérées, 
fit  qui  ^ompoiexA  Ut  plu«  forte  partie  fie  icelle  4u  dé- 
veloppement entier. 

3 1 .  Quand  on  s'approche  davantage  des  extrémités  de         J 
ce  développement ,  on  arrive  à  des  termes  dont  le  rcp-  i 

port  avec  M  décroît  de  manière  quon  peut  toujours 
assigner  à  r  une  valeur  assez  grande  pour  que  ce  rap-. 
port  devienne  aussi  petit  quon  voudra.  Voici  à  peu 
près  comment  Jacques  Bernoulli  a  démontré  cette  im- 
portante proposition. 

En  considérant  le  plus  grand  terme  M ,  et  deux, 
autres  qui  en  soient  éloignés  de  r  places  soit  avant , 
aoit  après ,  on  aura  à  compara  les  termes 

Am""^'jt'*-"' ,     iùm"^n'^,      aW"-W"*S 

dont»  BQI^  aj^ré^r/  jai  représenté  Jes  co^ciens 
par  > ,  /i0  et  a'  ;  et  si  ces  trois  termes  sont  dé- 
signés respectivement  par  les   lettres  L,  M  et  L' , 


ttn  auiNi 

/^  ~(r/i  — r+i)  (M  — r4-a)*..    n»      m'A 
jfer_(rii  +  r)(m4-r— i) (m+i)   m' 

ZT      (rm— r+i)(r/îi— r+a),..    im      nT' 

la  seconde  expression  ne  différant  de  la  première  que 
parle  changement  de  m.«a  Kj  et  téoiprcqitdmeilt 
Cela   posé ,    il  faut  d'abord  montrer  que  la  ra? 

leur  du  rapport  -j-  peut  être  rendue  aqssi  grande  qu'ost 

le  voudra;  pour  te^la  ou  décomposerai  le#  puisMUOdtt 
n^  etm^  daiui  lemra  facteur» ,  pour  les  joindi^  à  chacun 
de  ceux  des  Coefiiciens ,  ce  qui  donnera 

M rmn+m         rmn+m  —  n        v'ÎÎÏLil? 

L      rw/i— r/»+Jtt      tmnr^m^am  *  *  *  ^     rrtiîi** 

Tous  ces  facteurs  surpassant  Tunité^  et  leiir  nombre , 
égal  à  r^  pourant  devenir  aussi  grand  qu'on  le  voudra, 
leur  produit  doit  aller  toujours  en  croissant. 

En  divisant  par  r  tous  les  termes  ink  fÊmtmt  et  dn 
dernier  j,  on  les  met  sous  la  forme 

mn  -7-  n  jt 


+  ni  mn 

r. 

d*2^à0  laquefte  on  vok  que  U^piaiitité 

fftn  .  m 

est  comprise  entre  ces  fectëiira«. 
a*  édition  4 
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Or,  il  est  toujours  possible  d'assigner  la  yalenr  d*an 

nombre  9 ,  tel  que  ( j    égale  ou    surpassé  un 

nombre  donné  c;  car  ^^  posant 


(=^)=- 


et  passant  aux  logarithmes ,  on  trouve 

le 
i;{l(m+i)-lm}  =  lc,  d^on q  =  jj^^^^j^^. 

Si  cette  valeur  de  q  n*est  pas  un  nombre  entier ,  on 
prendra  celui  qui  la  surpasse  înmiédîatement. 

Maintenant  on  peut  faire  en  sorte  que  le  facteur  placé 

M 

au  rang  marqué  par  q ,  dans  la  valeur  de  y^,  devienne 

JLi 

émft  à  — ^^ }  il  suffit  pour  cela  de  poser  l'équation  ^ 

rmn  +  rn  —  (ç  ■— i)yi m  + 1 

Tmn  •—  rm  +  qm  jn 

et  de  déterminer  r  en  conséquence.  Cette  équation ,  qui 
revient  à 

rmn-^m  —  (q  —  i)?i 

m  —  r  +  q  * 

donne 


Par  cette  valeur  de  r,  les  <jf  —  i  facteurs  pris 
U  gauche  de  celle  de  y^,  surpassant — ^3!—  qui 


sur 

*  ■  ■  qui  est 
m       ^ 
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égal   à  celui  da   rang  q ,  le  prôdmt  des   prèmietd 
multipliés  parce  dernier^  surpassera  nécessairement 

f J  ,  c'est-à-dire  le  nombre  c;  enfin  les  facteor» 

qui  suivent  étant  tons  }>  i  ^  le  produit  complet  »  bu  la 

T^eur  de  ~,  surpassera  à  plus  forte  raison  le  nom* 

bre  c. 

Par  ce  qui  précède ,  on  a  donc  déterminé  le  nonl'* 
bre  r,  de  manière  qu'en  éleyant  le  binomiem-^ii  à 

la  puissance  marquée  par  r(ni  +  n) ,  le  rappcnt  «^ 

jLê 

surpassera  tel  nombre  donné  qu'on  rotidta» 

'  Pour  traiter  de  même  le  second  rapport  jf,  il  8uf«- 

fira ,  suivant  la  remarque  faite  i  la  page  49  >  de  cban-* 
ger  711  en  n,  et  réciproquement  >  dans  les  formules 
précédentes ,  ce  qui  donnera 

Lorsque  cette  valeur  de  r  différera  de  la  précédente; 
ce  qui  aura  lieu  presque  toujours ,  il  faudra  employer 
la  plus  considérable  des  deux  qui  rendra  en  même 
temps  ' 

M       M^ 

3a.  Si,  d'après  ce  qui  précède  i  la  probabilité  rela- 
tive de  l'événement  qui  répond  au  plus  grand*  tenue  dii 
développement  de  {m+nY,  augmente  avec  p  ,  il 

4*- 


\ 
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x^*^  «^  p^.  fdopl  ^  la  prob^iiké  absetae  de  eet 
ésièa^xpj^ùt  ;  P^llerpi  âûmiwç  •  an  contpaâre ,  à  mesure 
que  le  nombre  des  épreures  au^ente ,  ^insî  c|]u*oii  Ta  - 
défi  va  par  des  exemples  dans  len^  26  ;  mais  pour  s'as- 
s|ife^  ^e  U  çho^e  en  g^néja^^  il  faut  avoir  recours  à  la 
formule  de  Stirliujg  citée  à  la  page  4^  |  c  e»t  ce  ({U*ou 
verra  dans  la  note  I.  Admettant  ici  le  fait  que  cette 
probabilité  peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on  le  von^ 
âj4>  Ç^  pr^i^^^  r  ^l^iao^ment  grande^  il  s'essuivra 
If  ïpéipç  CQ^çlii^on  {mur  ies  aotpea  probabilitée  qui 
sça^t  toujours  moindres  que  celle-là. 

Çed  prouve  encore  que  la  probabilité  d'obtenir  un 
nombre  d'évè^^m^pa  .^  plua  grand  on  moindre  que  rm 
d'une  quantité  constance  q,  diminue  sans  çeçsç  et  peut  de- 
venir atift»i  petite  qu'on  voudra  :  car  cette  probabilité  se  ' 
cçtmpqse.  de£^  tern;^  çpg^^l^Biçant  à  o^i  qui  est  affecté 
de  m^^/i'"^  et  fin^swat;  4  m'^'*^»'*^  inclusivement  ^ 
dont  le  nombre  est  aq+  i ,,  et  .dont  chaoua  peut  deve- 
nir aussi  petit  qu'on  voudra» 

33.  Mais  par  suite  de  la  réunion  des  termes  dont  la 
valeur  est  la  pli|s  considérable^  dans  les  environs  du  plus 
grand  de  to^s  >  il  y  a  une^  probalfiliié  qui  va  toujours 
croissant,  c* est. celle  que  les  nombres  qui  marquent  les 
répétitions  des  évènemens  simples  KetB,  comparés  au 
Timbre  des  épreu^^es ,  formeront  des  rapports  qui  ne 
s  éeart^ùnt  pas  des^  probabilités  de  ces  évènemens  y  au" 
delà  dune  limite  donnée. 

Considérons  d'abord  pour  plus  de  simplicité ,  le  cas 
où  il  y  a  le  même  nombre  de  chances  en  faveur  de 
*  chacun  des  évènemens  simples ,  et^cherchons  la  proba- 
bilité d'en  obtenir  d'une  composition  telle ,  que  le  nom- 
b]?Q  det  ÂJX6.  surpasse^  pas  ies  |  du  nombre  d'épreuves  ^ 
e£  ii#  iokpas  ap^oiiidre  que  Iibs  f ,  fractions  entre  les- 
qvejlU|s  dA  trouve  comprise  ^  probabilité  particulière 
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des  évènemens  A  etB,  %t  ieàt  elle  ne  dîfi%re  qa'é  «b 
î^  eit^plus  et  en  moins.  Si  noua  ne  considâtotes  d'aboiti 
qoe  5  épreuves ,  la  probabilité  de  ne  pa^  obtenir  plus  de 
3  et  moins  de  n évènemens  A ,  0e  tronveimrf^  prenant , 
dans  le  détek)ppement  (e  -h/)^»  la  partie 

en  y  faisait  e^sstfnsa^,  elle  â#niM#a  ||3s |k 
'  Passons  maintenant  au  cas  oà  l'on  ensbràssérai^  te 
^feures  I  et  où  it  {amdMût  par  «foitséqbeat  <A»leBir  au 
plus  6  et  au  moins  4  éyènemenè^  A"^  nboff  prendrons 
tion  ^  dafie  le^évdoppementde  (B'^f)^,  h  partie 

dont  on  tronven.'  îà  valeur  égde  à  -^i^  >  {  qnîravient 

li'aoeroîssèment  cte  la  probabilité  ehei'cAiée  eàt  encore 
fort  petit;  maitf  il  devient  phié  rapide  à  mesure  qà*^on 
augmente  le  nombre  des  épreuves.  Lorsqu'on  en  censi^ 
dère  roo»  nombre  doAt  les  f-ssGb  et  les  ^.sss^o ,  on 
doit  preâdre,  dans  le^dévetbppemént<le  («4"/)^  ^ 
partie  qui  corameih;e  an  terme  affecté  de  e^^^  et  finit 
au  tenne  afTeeté  de  e^f^  :  l'opératiofi  ^'abrège  rat 
peu  lors({u^on  jîart  du  terme  duraifieé  rapporté  dsins  te 

En  représtotant  pst  €  le  coefficient  de  èé=  terme» 
par  €t  celui  du  terme  qoi  vient  après  /  par  Ca,  célnt 
du  terme  qui  vient  après  ce  dërïkier^  et  ains^  àé9  àu-^ 
Ire^,  ôH  formera  rexpteàâfoh 


C^fo^  C I  «^•+  C.|  e^/**..  .^.f ,|1  é<tf» 
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OÙ  FoD  Toit  comment  chaque  terme  ae  forme  du  précé* 
dent  y  et  où  il  faut  obseryer  qu*à  cause  de  6=2/=:  ^  ^ 

e»tf^=  6♦9/«^ . . .  =  e^tf^o  = -L.. 

« 

Quant  aux  10  tenues  qui  précèdent  Ce^f^,  comme 
ils  sont  les  mêmes  que  ceux  qui  le  suivent ,  il  suffira 
de  doubler  les  derniers  pour  tenir  compte  des  premiers  ; 
et  en  s^aidant  des  logarithmes ,  on  trouvera  sans  peine 
que  la  somme  cherchée  est  environ  -^ ,  probabilité  fort 
approchante  de  Funité.  , 

Si  l'on  avait  assigné  au  rapport  du  nombre  des  évè- 
nemens  A  avec  le  nombre  des  épreuves ,  des  limites 
plus  resserrées  j^  on  aurait  trouvé  une  probabilité  moin-> 
dre.  En  n*étendant,  par  exemple  ^  l'expression  précé- 
dente'que  depuis  le  terme  affecté  de  e^"^  jusqu'à  celui 
qui  est  affecté  de  e^f^  ^  on  aurait  pour  limites 
^  asi^ ,  et  -i^  =  3^,  dont  la  différence  avec  \  ^  est 
seulement  ^;  mais  on  n'obtiendrait  qu'une  probabilité 
égale  à  i^. 

Ces  résultats  ne  pourraient  étr«  que  pressentis  par 
le  raisonnement  seul  ;  il  faut  le  secours  du  calcul  pour 
en  déterminer  avec  exactitude  la  valeur  et  même  la  nar 
ture.  On  peut  bien  voir  aussi  par  oes  exemples^  que  Taug» 
mentation  de  probabilité  ^  à  mesure  qu'on  embrasse  un 
plus  grand  nombre  d'épreuves ,  n'a  lieu  que  pour  les  li« 
inites  di4  rapport  de  ce  nombre  avec  celui  des  événement 
d'une,  espèce  donnée  ^  et  non  pas  pour  un  nombre  dé^ 
terminé  d'évènemeps  composés. 

Si  l'on  cherchait,  p^r  exemple»  la  probabilité  de 
n*obtenir  qu'un  événement  A  de  plus  ou  de  moins 
que  la  moitié  du  nombre  des  épreuves  ^  en  prenant  c^ 
nombre  égal  à  iQ|  la  probabilité  demandée  ^  çompoi 
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serait  de  la  somme  des  termes,  affectés  de  éf^^  ^f^y  ^f^ 
dans  le  développement  de  (e  +^7**^*  ^t  s'élèverait  à  ^ 
environ;  tandis. que  pour  joc  épreuves  ,  la  mêpiè  pro- 
babilité^ formée  encore  de  trois  termes,  savoir,  dfes 
termes  affectés  de  ^'f^,  e^f^"*,  é^^  dans  le  tjéveloppe- 
ment  de  (c-f-/)'°**'>  ne  serait  plus  que- d'environ  V^  \ 
ce  qui  s'accorde  bien  avec  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n**  Sa. 

Au  contraife ,  quand  il  s'est  agi  des  limites  |  et  | 
dans  le  rapport  du  nombre  des  épreuves  a  cehii  de^ 
évènemens  A ,  le  nombre  des  tenues  composant  k  pro- 
babilité-cherchée  a  toujours  été  en  croissante  i\  y  en 
avait  â  pour  5  épreuves  ^  3  peur  lo  et  di  pour  lôo. 

34.  Ce  qu'on  vient  de  voir  sur  des  exemples  'particu- 
liers résuke  d'une  proposition  de  la  plus  haute  impor^ 
tance,  démontrée,  pour  la  première  fois ,  p£ir  Jacques 

BemoulU,.et  qui  s'énonce  ainsi  :.  

.  On  peut  toujours  assigner  un  nomire  d'épreuves  tel, 
tiuil  donne  une  probabilité  aussi  approchante  de  la  cer- 
titude qdon  le  voudra  ^  gîte  l»  rapport  du  nombre  de 
tépétitions  du-  même  événement  à  celui  des  épreuves  ne 
sécarterupaSsdelaprobabilitésimpledecet  évènement-y 
au-delà  de  limites  données  y  quelq^  resserrées  qu^on 
suppose  ces  limites*^  .  .  >      / 

Pour  le  prouver,^  soit  — ■. —  là  probabilité  d'un  évè- 

nement  ^<,.  prie  nombre  des  épreuves,  qui . f oumîrak 

"ir"  évènemens  de  cette  espèce,  s*ils  se  répétaient 

exactement  d'après  leur  probabilité  simple  ;-  mais  sup- 
posons que  le  rapport  ,^au  lieu  d'être  précisément  égal  à 

— ; —  ,  soit  seulement  compris    entre  les   fractions 
771 -f-  n 

Tîl  +  I  771 1  -  , 

— ; —  et  — • — ,  en  sorte  que  sur  le  nombre  p  d*e- 

771-J-ll  771  «^  71  '^ 
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pÉTéufves  il  n*y  ait  pas  plus  de      ^py  ni  moins  de 

— X* ''  ^^^^^^  A)  et  poar  que  ces  deniiers  nonn 

brets  «oie^^t  ootiersj  fwon»  p=:r(7ii*^ji()*  Ib  demn* 
dfont  re^pectÎY^iBeiit  ni»-f*r,  rm^^f,  ainsi  danak 
déyeloppomoit  de  (wi+ n)'"'*^,  le#  ar  -H  *  teroies  prît 
depuis  celui  où  l'exposant  de  ta  lettre  m,  est  rm^^r, 
]a«qo*aa  terme  où  cet  exposant  est  m»  -^  r  înctusive* 
ment»  dooneroat  tontes  les  cbancea  pour  les  érènemens 
dont  la  cemposition  est  renfera;hée  entre  les  tîmxtes  «s^ 
signées  ci^dessqs^  Le  plus  grand  terme  du  déveIoiq>e^ 
ment  se  trouvera  plaoé  an  nilîett  de  œox  que  je 
yfWm  d*iadi^|iier  ^  car  Iwxt  easenble  pourra  être  re^ 
piré^esté^  par 

• 

Cebl  poiéy  il  mit  de  la  pioposîtloi»  démonOpée  dans 
lé  «*  Si,  que  là  somme  de^  r  ternes  compris  entre  M 
fà  £^iiic)iisivementy  peut  être  rendue  «us^  grande  §ne 
Ton  To^idra  par  rapport  à  la  somme  de  r  termes ,  prti 
sur  la  gpnohe  de  X,  ou  en  alkmt  Ters  le  premier  terme 
du  développement.  En  eiFet,  si  l'on  désigne  par  F^ 
G^B^  etc«i  les.  termes  oomprîa  entre  M  et  X  en  allant 
àeMàL^  puis  par  P,Q,R^  etc. ,  les  termes  qui  pré- 
cèdent L  ea  atladt  vers  )e  premiei»  terme  m*****», 
comme  le  rapport  des  termes  consécutifs  du  développe-* 
ment  dont  il  s'agit ,  croît  en  allant  vers  la  gauche ,  à 
partir  de  M  (9^>  >  on  aura 

^^^     Z^t     9.^9.    ete 

F^p*  e^ç' a^/î*      • 

d.  .  M  ^F  ^G  ^H 


f 
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et  par  conséquent. y  <i 

La 

P  +  Ç4-/î+etc.  P+Ç+/l  +  etc. 

Il  suit  de  là  que  la  valeur  de  r  qui  rend  y  ^  c  , . 
rendra  à  plus  forte  raison 

p+Ç^/l  +  etc.-^^' 
et 

F+G-^n-^  etc.  >c(P+Ç  +  /l4-  etc.). 

Or,  le  terme  M^  afiPecté  de  m^'^n^^,  en  a  m  ayant  lui  ; 
£r ,  pris  r  places  ayant  M,  a  par  cette  raison  m  —  r 
our(ii  — i)  termes  ayant  lui,  qui  pourront  être  par- 
tagés en  71  -*  1  groupes  composés  chacun  de  r  termes 
dont  la  subordination  sera  la  même  que  celle  qui  vient 
d'être  indiquée  entre  les  termes  F,  G,  etc.,  placés  sur  la 
gauche  de  M  jusqu'à  L,  et  les  termes  P,  Ç,  etc.,  placés 
à  la  gauche  de  L  dans  le  groupe  commençant  à  ce  der- 
nier. Si  donc  on  prend  c  =  i(/i  —  i) ,  ce  qui  donnera 

F+G4-i5r+etc.>i(»— j)(J^  +  Ç4-fl+etc.) 

le  premier  groupe  surpassera  i  fais  le'  second  pris 
(»— i)fois,  c'est-à-dire  autant  de  fois  qu'il  y  a 
de  groupes  desquels  chacun  est  plus  petit  que  celui 
qui  le  précède  à  partir  de  M  :  il  est  donc  vrai  que  ce 
premier  groupe  surpassera  au  moins  i  fois  la  somme  de 
tous  les  autres. 

On  prouverait  de  même,  en  posant  €=zi(m  — r  i), 
que  la  somme  des  termes  pris  depuis  M  exclusivement 


\ 
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jusqu'à  l! ,  surpasserait  i  fois  les  m  —  i  groupes  de-  r 

termes  compris  depuis  L' jusqu'au  dernier  terme  sur  la 

M 
droite    du  développement,  si    y7>i(7n— i);   h. 

somme  des  termes  compris  depuis'  L  jusqu'à  L'  in- 
clusiyeÎBent  (  sans  même  y  faire  entrer  le  terme  3/)  , 
surpassera  donc  plus  de  i  fois  le  reste  du  développe- 
ment de  (m  +  n)'""*^".  En  désignant  ce  reste  par  R , 
et  posant  seulement  ÎR  pour  la  somme  des  termes  de- 
puis L  jusqu'à  L' inclusivement ,  on  aura 

xmT^W^ +  aW»-V"^^_     jR 

(m  4-  n)^Cm+«)  —  iR+R 

i  1 

i 

fraction  qui  approche  d'autant  plus  de  l'unité,  que  i  est 
plus  grand.  Ainsi  la  probabilité  de  n'avoir  pas  plus  de 
r(m  +  i)  et  pas  moins  de  r(m— i)  évènemens  ji,  c'est- 
à-dire  que  le  rapport  du  nombre  des  répétitions  de  A 
au  nombre  total  des  épreuves,  demeure  renfermé  entre 

les  limites 

m  + 1  ^         771—  1 

-— r-         et         — —  , 

approchera  de  l'unité  aussi  près  qu'on  voudra. 

55.  Ces  fractions,  quoique  déterminées  en  apparence,^ 
peuvent  représenter  des  limites  aussi  resserrées  qu'on 
voudra;  car  si  Ton  fait  m  =  sm\  n  =  sn,  elles  devîen** 
dront 

r^     l  f  l 

f  ,             ^  "7"-           /  .  m  —  - 

5771-4-1  S        sm 1  s 


on  aura  en  même  temps 

T{m  +  7i)  =  rsXm!  +  ti'^, 


Â> 


j 


* 
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et  Texpression  de  la  probabilité  indiquée  dans  le  nu- 
méro précédent  9  prendra  la  forme 

en  y  supprimant  le  facteur  j^^"»'+^»')  commun  au  numé- 
rateur et  au  dénominateur. 

On  passerait ,  au  contraire ,  à  des  limites  moins  res- 

serrées^  en  posant  m  =  — ,  zi  =  — ,  d'où  il  résulte- 

s  s 

rait 

m-f-i         m'  +  f     m— 1        m' — s 
m-j-Ti       wf  +  n'*    7n+»       mf  +  h!* 

et 

r(m  -|- II)  =  -  (m'  -f-  ii'). 

36.  Jacques  Bernoulli  applique  ses  formules  au  cas 
où  m'  =  3,  n'  r=:a;  il  pose  d'abord  7re=3o,  71  =  20, 
et  cherche  le  nombre  d'épreuves  nécessaire  pour  avoir 
une  probabilité  au  moins  égale  à  jf  I7  que  le  rapport  du 
nombre  de  répétitions  de  ji  au  nombre  des  épreuves  » 
sera  renfermé  dans  les  limites  |^  et  ^.  Dans  cet  exemr 
pie  ,  il  faut  faire  i  =  1000  ;  substituant  alors  >  dans  les 
formules  du  n®  3i ,  i(/i—  1)  à  c ,  pour  les  termes  de  M 
à  L,  il  en  résulte 

^_jj(ii-0_  ^  4£Z?z536^g^ 

^      1(7714.1)  — Ith  *       142405^       ' 
rQf»  +  n)=  9(771 +71)  +  ^-^  (m  +  n)<,  224728, 
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et  posant  c=  /(m  —  i  )  pour  ceux  de  AT  à  L\  il  vient 

l/(m— i)      _  446fl5Q8o 

ce  dernier  nombre  étant  le  plus  fort,  est  celui  qu'il  faut 
adopter  ;  ainsi  en  embrassant  fl555o  épreuves ,  la  pro- 
babilité des  limites  fè  et  fl-  surpassera  -[■ 


000 
001  • 


Jitc^uès  Bemoulli  a  déterminé  atissi  les  nômbtes  d'é- 
preuves correspondans  à  des  probabilités  au  moina 
égales  à  -l-lff^,  ;-|||^^  j^t,  pour  ces  nombres  qui  s'ob-' 

tiennent  en  faisant 

i=:  10000,      I  =  100000> 

il  trouve 

5iâ5g    et    âdgÇG, 

ee  qnî  ixA  roir  dé)à  que  la  probabilité  jRigiii«iite  plas^ 
rapidement  que  le  nombre  des  épreuves  :  celui-ci  croit, 
dans  l'exemple  actuel,  pat  des  diiFéreâeda  oonstâxMs  et 
égales  à  5708* 

37.  Uâccroîssement  de  lai  probabilité  avec  £€ltji  du 
nombre  des  épreuves  ,  tenant  à  celui  du  nombre  des 
termes  dont  se  compose  l'expression  rapportée  siir  la 
page  69 ,  à  mesure  que  Ton  embfasse  un  plus  grand 
nombre  d'épreuves,  dépend  du  facteur  r.  Si  Ton  sup- 
posait ce  facteur  constant ,  et  qu'on  fit  croître  l'expres- 
sion r^(m-f*»)  par  le  acteur  5,  ce  qui  resserrerait 
de  plus  en  plus  les  limites  assignées  à  la  distribution 
des  évènemens  simpléâ ,  alots  l'expression  de  la  pro- 
babilité ,  ne  renfermant  toujours  que  le  même  nombre 
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de  termes  y  diminuerait  de  valeur,  ainsi  qu*on  Td  dît 
dau»  le  n**  3a.  Entre  ce  cas  et  le  précédent^  il  en  doit 
exister  un  dans  lequel ^  r  et  ^,  variant  à  la  fois,  et 
chacun  de  ces  nombres  croissatat  moins  rapidement  que 
celui  des  épreuves ,  la  probabilité  demeure  constante. 

38.  Si  la  probabilité  que  le  rapport  du  nombre  des 
répétitions  de  l'événement  A  au  nombre  de^  épreuves 
8ëra  renfermé  entre  les  limites 

m  +  i         m  — 1  sw!Ar\  sm'-^i 

et  — —  ou  ■-    ,  ■. — rf  et 


peut  être  rendue  ainsi  approchante  qu'on  voudra  de 
l'unité ,  à  plus  forte  raison  en  sera-t-ii  de  même  de  là 
probabilité  que  ce  rapport  ne  sera  pas  moindre  que 

m  — I  smf — 1 


ou 


puisque  pour  obtenir  la  dernière  de  ces  probabilités , 
Û  faudra  joindre  aux  termes  employés  à  former  la  pre- 
mière^toas  ceuK.quî  précèdent  Af»*'"^'»'*"'',  c'est-à-dire, 
comparer  avec  le  développement  de  (m  -f-  »)<"»■♦*•) ,  la 
somme  de  tous  ses  termes  depuis  le  premier ,  m''"^'* , 
)iwqa*à  aW*"'''/»'*^'  inclusivement. 

Conséquences  de  la  Probabilité  mathématique. 

Sg.  J'ai  exposé  dans  les  Notions  préliminaires,  com- 
ment celle  de  la  probabilité  s'établissait  dans  notre 
esprit,  par  rinSuence  de  la  répétition  des  jugemens 
favor^les  a  la  production  du  même  événement,  in- 
fluence à  laquelle  il  est  impossible  d'échapper  lorsque 
cette  répétition  a  lieu  un  grand  nombre  de  fois ,  en 
sorte  qu'il  en  résulté  une  probabili^  mathématique  très 
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voisine  de  l'unité  ;  et  j'ai  dit  en  même  temps  que  U 
calcul  rattachait  à  ce  cas  celui  d'une  probabilité  beaiH 
coup  plus  faible  (5).  C'est  en  eflFet  où  conduit  la  pro- 
position de  Jacques  BernouUi  (34)  >  ainsi  que  l'a  £ait 
voir  Condorcet ,  en  discutant  avec  beaucoup  de  saga* 
cité ,  et  des  intentiops  bien  louables ,  dans  l'excellent 
discours  préliminaire  de  son  Essai  sur  tAppUcalion  de 
r analyse  à  la  prohabilité  des  décisions  ^  la  nature  de  la 
probabilité.  Il  a  réduit  cette  théorie  aux  trois  propo-* 
sitions  suivantes  : 

1°.  Sila  probabilité  d'un  événement  surpasse  ^ ,  ily 
a  lieu  de  croire  que  cet  événement  arrivera,  plutôt  que 
de  croire  qu'il  n'arrivera  pas, 

a®.  Plus  cette  probabilité  augmente,  plus  le  motif  de 
croire  augmente. 

3®.  //  croit  proportionnellement  à  cette  probabilitéé 
{jroye%  pag.  vij  du  Discours  cité  plus  haut.) 

4o.  La  première  découle  immédiatement  de  la  pro- 
position de  BernouUi;  caï  puisqu'en  multipliant  autant 
qu'il  sera  nécessaire ,  le  nombre  des  épreuves  ,  on 
peut  atteindre  à  une  probabilité  aussi  vobine  de  l'u-' 
nité  qu'on  voudra, i  que  le  rapport  du  nombre  des 
répétitions  d'un  événement,  au  nombre  des  épreuves , 
sera  renfermé  dans  des  limites  aussi  voisines  qu'on 
voudra  de  sa  probabilité,  il  est  démontré  par  là  que 
si  cette  dernière  est  tant  soit  peu  au  -  dessus  de  ^ , 
il  deviendra  aussi  probable  qu'on  le  voudra ,  que  le 
nombre  de  répétitions  de  cet  événement  surpassera  la 
moitié  du  nombre  des  épreuves  :  ses  répétitions  seront 
donc  plus  fréquentes  que  celles  de  l'événement  con- 
traire *,  on  sera  donc  forcé  de  lui  assigner  une  plus 
grande  possibilité  ;  et  cette  probabilité ,  le  calcul ,  en  la 
faisant  dériver  de  la  possibilité  simple  de  l'événe- 
ment ,  en  appuie  la  conséquence ,  c'est-à-^re  la  fré- 
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qaente  répétition  du  même  événement ,  siir  une  pro-  • 
habilite  qu'on  peut  rendre  de  plus  en  plus  grande. 

Concevons ,  par  exemple  ,  un  événement  dont  la 
probabilité  soit  ~  ;  en  la  transformant  dans  la  frac- 
tion équivalente  |^-~  ,  on  pourra,  par  le  n®  36,  calculer 
le  nombre  d'épreuves  suffisant  pour  porter  à  ioooooi  la 
probabilité  que  cet  événement  n'arrivera  pas  moins  de 
1009  fois  sur  ûooo.  Sa  supériorité  sur  l'événement 
contraire,  quoique  fort  petite  en  elle-même,  puisqu'il 
n'a  qu'une  chance  de  plus  en  sa  faveur  dans  un  nombre 
total  de  2200,  sera  néanmoins  établie  sur  une  probabi- 
lité égale  à  celle  de  tirer  une  boule  blanche  d'une  urne 
qui  en  contiendrait  un  million  de  cette  couleur,  et  une 
seule  noire.  «  . 

C'est  donc  sur  un  calcul  rigoureux  que  sont  fondées 
l'assertion  par  laquelle  se  termine  le  n**  5 ,  et  l'accep- 
tion donnée  dans  le  n®  9 ,  au  mot  probable.  La  circon- 
stance que  cç  mot  exprime  est  en  effet  bien  digne  de 
remarque  ,  puisque  tout  partagé  inégal  dans  le  noinbre 
des  chances  d'un  hasard  quelconque ,  établit  dans  la 
répétition  des  deux  évènemens  contradictoires  une  iné- 
galité dont  à  la  longue  la  probabilité  peut  approcher 
aussi  près  qu'on  le  voudra  de  la  certitude. 

La  croyance  commandée  par  une  telle  probabilité 

établit  donc  la  nécessité  de  croire  à  une  probabilité 

beaucoup  moindre ,  et  fixe  en  même  temps  le  sens  et 

la  valeur  du  motif.  Si  dans  chaque  épreuve  considérée 

à  part,  la  probabilité  d'un  événement  l'emporte  peu  sur 

celle  de  son  contraire,  le  motif  de  croire  qu'il  arrivera 

plutôt  que  de  croire  qu'il  n'arrivera  pas  ,  demeure  très 

faible  ;  mais  lorsque  l'on  considère  d'avance  un  grand 

nombre   d'épreuves ,  le  développement  de   toutes  les 

combinaisons  qu'elles  produisent,'  donne  de  plus  en 

plus ,  aux  combinaisons  où  les  évènemens  simples  sont 
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distribués  dans  des  rapports  approcfaans  de  leurs  proba-* 
bilités.,  la  supériorité  sur  toutes  les  autres.  Le  Dombre 
des  épreuves ,  et  par  conséquent  presque  toujours  le 
temps ,  entrent  donc  nécessairement  dans  l'évaluation 
du  degré  de  confiance  qu'on  doit  attacher  à  la  probable- 
lité  mathématique.  De  là  vient  qu'il  est  contre  la  pru- 
dence de  s'exposer  sans  nécessité  aux  chances  d'un 
hasard  qu'on  ne  peut  tenter  un  très  grand  nombre  de 
fois.  Cette  règle  indiquée  par  le  simple  bon  sens,  prend 
ici  le  caractère  d  une  vérité  mathématique  dont  l'im- 
I>ortance  est  fixée  par  le  calcul ,  et  fournira  dans  la 
spite  les  moyens  d'apprécier  numériquement  et  selon 
nos  vrais  intérêts^  les  diverses  spéculations  q^'oti  peut 
faire  sur  les  évènemens  incertain^ 

4i.  La  seconde  proposijtioû  (,39)  suit  naturellement 
de  ce  qui  vient  d'être  dit.  Lé  motif  de  croire  à  la  pnH 
d.uction  d'un  événement  doit  augmenter  avec  la  proba- 
bilité de  cet  événement;  car  lorsque  celle^  croîtra, 
il  faudra  moins  d'épreuves  pour  obtenir  une  très 
grande  probabilité  que  le  rapport  du  nombre  des  ré- 
pétitions  de  l'évèneinent  au  nombre  total  des  épreuves , 
ne  tombera  pas  aib-desaous  d'une  limite  donnée;  ou, 
si  l'on  considère  le  même  nombre  d'épreuve»  et  la 
même  limite,  on  obtiendra  une  plus  grande  probabi- 
lité de  cette  limite  ;  ou  enfin  le  nombre  des  épreuves 
restant  le  même  ^  la  même  probabilité  répondra  à  une 
limite  plus  élevée,  c'est-à-dire  qu'elle  indiquera  un 
plus  g^and  nombre  de  répétitions  de  l'événement  dé- 
signé ,  et  par  conséquent  une  plus  grande  possibilité 
dans  sa  production ,  par  suite  de  Taugmentatioii  de  sa 
probabilité  simple. 

4^2.  Quant  à  la  troisième  proposition  (39),  elle  semble 
assez  évidente  par  elle-même  dès  qu'on  a  reconnu  que  le 
motif  de  croire  à  la  production  d'un  événement  aog- 
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mente  àVec  sa  probabiUté ,  et  qo*on  admet  que  cé  màttl 
est  fondé  sur  la  répétition  des  jugetnens  de  possibilité 
(S,7).  Elle  peut  aussi  se  déduire  immédiatement  des 
calculs  de  Jacq;ueS  Bernoulli  ;  car  i^. ,  pbisque  dans  Uri 
nombre  quelconque  d*épreuVes ,  lé  plti^  probable  deà 
évèneméns  composés  est  celui  bà  chaque  événement 
simple  se  trouve  répété  propottiônnellement  à' sa  proba- 
bilité ,  û».  qu'en  multipliant  les  épreuves,  on  peut  rap- 
procbér  autant  qu'on  le  voudra  dé  l'unité ,  la  probabilité 
que  le  tkpport  du  rtômbïë  des  répétitions  d^  cet  évène^ 
nrènï  au  nombi^ë  des  épreuves  s^ecarteJ^a  de  moins  en 
moins  de  sa  probabilité ,  d'esisàHiire  du  rapport  du  ifom- 
bre  des  jugemens  favorables  k  sa  production,  au  nombre 
total  des  jugémens  portés  sur  tout  ce  que  peUt  amener 
le  hasard  dont  il  s'agit  (ff) ,  il  est  naturel  de  prendre  c» 
dernier  rapport  pour  mesurer  la  possibilité  de  1* événe- 
ment désigné;  ou  pour  évaluer  le  motif  de  croire 
à  sa  production  ;  et  on  y  est  forcé  dès  qu^on  âfccorde 
nnflùenoe  qu'une  probabilité  très  grande  doit  exercef 
sut  notre  opinion. 

43^.  Cest  eii  considérant  la  liaison  mathématique  éta- 
blie par  lés  lois  des  combinaisons ,  entre  la  probabilité 
d'un  événement  et  lé  nombre  de  ses  répétitions  à  mesure 
qu'on  en  multiplie  les  épreuves ,  que  Jacques  tiemoullt 
conçut  le  premier  la  possibilité  de  faire  servir  d'une 
maniera  inéoTiteStable^  l'observation  des  évèneméns 
passés  à  là  détermination  des  évèneméns  futurs ,  et  dé 
dotiner  aîinsl  au  cÀlciit  des  probabilités  un  but  bien  au-^ 
trement  im^brtahf  que  celui  de  réglei:  la  conduite  dei 
joueurs,  pour  lequefil  avait  d'abord  été  inventé  C"*^).  Ber- 

(♦)  Cesi  Tobjet  de  Iq  IV*  Partie  de  Vjin  conjeciandù  Cet  ou- 
vrage -postQme,  imprima  en  i7iS«  contient  âé\h  le*  principfttiJt 
fondemens  de  la  philotopbie  du  calcul  des  probabilité '^  mais  elle 
y  est  demeurée  presqa'ensevelie,  jusqu'A  ce  que  Gqndoreet  Fait  rap- 
pelée ,  perfectionnée  et  ëtonduc. 

a*  édition.  5 
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nouIU  compara  les  évènemens  dont  la  cause  est  incon- 
nue ,  aux  tirages  répétés  dans  une  nmç  contenant  un 
nombre  inconnu  de  billets  blancs  et  de  billets  noirs ,  mais 
qui  demeurait  le  même,  parce  qu'après  chaque  épreuvei 
on  remettait  dans  l'urne  le  billet  qui  en  avait  été  tiré  , 
hypothèse  fondée  sur  ce  que  le  nombre  total .  des  éyè- 
nemens  naturels  pouvant  être  regardé  comme  infini,  ne 
diminue  pas  sensiblement  par  Tarrivée  d'un  petit  nom- 
bre de  ces  évènemens.  Il  se  proposa  en  conséquence  cette 
question  :  Chercher  si,  en  augmentant  sans  cesse  le 
nombre  des  observations ,  on  faisait  croître  la  proba-^ 
biîité  d^obtenir  le  vrai  rapport  entre  le  nombre  de  cas 
dans  lesquels  un  événement  peut  arriver  ^  et  les  cas 
contraires,  en  sorte  que  cette  probabilité  surpassât  un 
degré  de  certituSe  donné  (*)  ?  Il  retint  pendant  vingt 
ans  dans  son  porte-feuille  la  solution  de  ce  problème 
qu'il  regardait  comme  le  plus  difficile  et  le  plus  im- 
portant de  ceux  qu'on  pouvait  se  proposer  sur  cette 
matière.  Quant  à  son  utilité ,  les  considérations  précé- 
.dentés  me  semblent  déjà  suffire  pour  la  mettre  hors  de 
doute  ;  mais  BernouUi  la  portait  encore  plus  loin  , 
puisqu'il  avait  pour  but,  comme  le  montre  l'énoncé 
ci-dessus ,  d'arriver  à  connaître  la  probabilité  des  faits 
d'après  les  observations  seulement ,  c'est-à-dire  à  pos- 
teriori ,  afin  d'appuyer  sur  l'autorité  du  calcul  les  in- 
ductions qu'on  peut  tirer  de  la  répétition  des  phéno- 
mènes. A  la  vérité ,  il  confondait ,  ainsi  qu'on  le  verra 
dans  la  seconde  section  de  ce  Traité  ,  la  manière  d'é- 
valuer les  probabilités  à  posteriori  ^vec  leur  déterrai- 

•  {*)  L'expression  un  degré  de  certitude ,  reçue  dans  le  langage 
uvdinaire ,  ne  me  paratt  pas  très  exacte  ;  mais  Bemoidli  .s'en  est 
servi  comme  «équivalant  à  la  probabilité  qui ,  e'tant  une  fraction 
tandis  que  l'unité  représente  la  cerlîtude,  est  pour  ainsi  dire  une^ 
portion  de  celle-ci. 
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hation  à  priori ,  ou  par  la  connaissance  des  combinai- 
sons ;  mais  la  différence  des  résultats  de  ces  deux  pro^ 
ùédés  diminuant  d'autant  plus  que  le  nombre  de^ 
observations  est  plus  grande  on  peut  se  serviir  de  ceust 
de  l'un  pour  faire  entrevoir  ceux  dé  l'autre; 

;  £ji  effet,  les  formulés  de  Bémoulii  montrant  que  daod 
une  longue  suite  d'épreuves  du  même  hasard  ^  la  dis-^ 
tribntîon  deà  évèneniens  simples  tend  sans  Cesse  à  se 
rapprocher  du  rapport  indiqué  par  leur  probabilité  ^ 
déterminent  ainsi  avec  une  probabilité  de  plus  en  plus 
grande,  la  condition  de  Fume  d'où  sortent  les  évène-: 
hiens  observés ,  et  lient  à  des  probabilités  très  voisines 
de  l'unité  les  nombreuses  répétitions  du  'même  évène^ 
ment ,  en  sorte  que  .la  croyance  au  retour  de  cet  évè-^ 
nement  est  commandée  par  le  calcul  comme  par  l'ha- 
bitude, mais  alors  sur  des  motifs  de  valeurs  comparables. 

44^  £°  insistant ,  comme  je  viens  de  le  faire ,  sur  les 
notions  précédentes  de  la  ptobabilité ,  Condorcet  crut 
devoir  rappeler  qu'il  n'y  a  pourtant  a  aùéun  rapport  di- 
n  rect  et  nécessaire  entre  la  probabilité  d'un  événement 
9)  et  sa  réalité  ))  (vcy.  p.  x  du  Discours  cité  p.  6a)  ; 
et  pour  le  prouver  ,  il  observe  que  quoique  le  sort  eût 
déjà  prononcé  sur  un  événement ,  il  ne  sortirait  pas 
du  domaine  de  la  probabilité  à  l'égai'd  de  tout^  per*^ 
sonne  qui  né  connaîtrait  que  la  condition  du  jeti  qui 
l'a  produit ,  et  qui  serait  restée  dans  l'ignorance  dit 
fait  arrivé.  Si ,  par  exemple  ,  d'une  iirne  contenant 
10000  billets  blancs  et  1  noir,  on  extrait  un  billet ,  et 
qu'après  en  avoir  reconnu  la  couleur,  oii  le  replie 
pour  le  montrera  quelqu'un  qui  n'était  pas  présent  ail 
tirage  ,  cette  personne  ne  pourrait  affirmer  autre  chose 
sur  ce  billet ,  sinon  qu'il  y  a  une  probabilité  ~~  qu'il 
est  blanc  ,  et  seulement  une  probabilité  7^^  qu'il  est 
noir  ;  néanmoins  l'uioi  de  ces  deux  évènemens  est  certain 

5., 
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poor  les  personnes  qni  ont  déployé  le  billet  en  le  sor^ 
tant  d9  Furne  :  àinai  un  événement  certain  pour  ces 
peraonnea ,  peut  n'aroir  qu'une  très  petite  probabilité 
p^qr  la  première.  L'ignorance   du   fait  (introduit  ici 
la  probabilité  à  la  place  de  la  certitude ,  et  laissant 
refpfît  dans  le  même  état  ou  il   se  trouvait  avant 
la.  déciaigil  4u  sort,  le  jugement  ne  sanratb  être  porté 
qu^  9ur  la  connaissance  des  conditions  de  Tume.  Mais 
cç  que  Condoroet  n'a  point  fait  remarquer,  c'est  que , 
soit  qu'on  fisse  prononcer  ce  jugement  avant  ou  après 
les  tirages ,  s'ils  sont  exécutés   avec  fidélité ,  1^  per- 
sonne  qui  nte  les  aura   pas  vus,   aura  toujours   la 
même  probabilité  de  ne  pas  se  tromper  sur  un  nombre 
domié  de  jugemens,  dans  un  nombre  donné  de  tirages; 
en  sorte  que  la  liaison  de  la  probabilité  avec  la  ré- 
pétition des  évènemens ,  conserve  toute  sa  force  dans 
ce  cas  comme  dans   les  ailtrea  ;  et  c  est  vraiment  sur 
cette  liaiaoJl  que  reposent  toutes  les  applications  légi- 
tinpies  du  calcul  des  probabilités. 

454  Avant  de  terminer  ces  remarques,  }o  rappellerai 
que  lorsque  les  diverses  chances  d'un  jeu  sont  rigoureu- 
sement d'une  égale  possibilité,  tant  par  la  construction 
djBs  instrumens  aléatoires  que  par  la  manière  de  s'en 
servir ,  les  évènemeps  passés  ne  sauraient  avoir  aucune 
iofluence  sur  les  évènemens  futurs^  Si,  cependant,  d'après 
des  épreuves  réitérées ,  ou  aperçoit  une  fréquence  mar- 
quée dans  Tapparitiofl'  de  certaines  chances ,  il  y  a  lieu 
de  penser  que  la  constitution  de  Tinatrument,  ou  l'ha- 
bitude de  celui  qui  l'emploie ,  détermine  cette  fré- 
quence ;  mais  la  recherche  de  sa  probabilité  rentre  dans 
celle  des  probabilités  à  pç^teriorL 

Lorsqu'on  a  lieu  de  soupçonner  d'avance  quelqu'iné- 
galité  de  ce. genre,  il  est  tout  naturel  d'attendre  plutôt 
la  répétition  de  1  événement  qm  s'est  offert  le  premier. 
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puisqu'on  doit  croire  plutôt  à  Tarrivée  du  plus  pro- 
bable qu'à  celle  de  Tautre.  II  u'e;st  pas  plus  difficile  d*a<^ 
percevoir  que  toute  inégalité  entre  les  probabilités  doit 
favoriser  les  répétitions  du  même  :  ce  n'edt  Jà  qu'une 
conséquence  de  la  proposition  de  Bernoulli ,  que  le 
bon  sens  indique  suffisamment  \  mais  l'appréciation 
de  r effet  de  cette  inégalité  se  fait  d'une  manière  très 
simple  ^  ainsi  qu'il  suit» 

Soit  e  la  probabilité  exacte  qu'aurait  un -événement  -^, 
d'après  les  conditions  du  jeu  qui  le  produit ,  et  e  la  dif- 
férence en  plus  ou  en  moins  entre  cette  probabilité  et  celle 
qui  a  lieu  réellement;  la  probabilité  d'amener  n  fois  cet 
événement  étant  e",  deviendra  (e+e')*,  si  Terreur  est  par 
excès,  et  (e  — e')"  si  c'est  par  défaut  :  mais  si  l'on  sait 
seulement  que  l'inégalité  existe,  sans  savoir  dans  quel 
sens  elle  se  trouve ,  et  qu'on  regarde  comme  également 
probable  qu'elle  soitadditîvç  ou  soustractive,  on  aura 
pour  la  répétition  de  l'événement  j4  dans  la  première 
hypothèse  î(e  +  e')",  dans  la  seconde  ^(fi-^/)",  et 
pour  la  probabilité  totale 

a^        '      a  i.a 

14S.0.4 

développement  dont  tous  les  termes  sont  additifs  ;  ainsi 
cette  probabilité  surpasse  la  probabilité  primitive  e*.  On 
trouverait  un  semblable  résultat  pour  la  probabilité  de 
la  répétition  de  1  événement  contraire,  exprimée  alors 
par  le  développement  de  ^  (/—  e'y+  i  (/+•  e')". 

L'augmentation  qui  a  lieu  dans  ce  cas  pour  Tune  et 
pour  l'autre  de  ces  probabilités  est  prise  sur  celles  des 
évènemens  composés  du  mélange  des  deux  évènemçiis 
contradictoires  :  cela  peut  se  voir  aisément.  Dans  lé  cai 
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de  deQ:ii  éprenves ,  par  exemple ,  la  probabilité  oefâ^a-t 
mener  la  combinaison  AB  se  change  en 

^  a(e+eO  if-^)+^'^ie^')  (/+e>=ae/-flè'-(^. 


Questions  pour  sentir  dexemples  de  la  détermination 

à  priori  des  probabilités. 

'  46.  Montmort  dans  son  Analyse  des  Jeux  de  hasard, 
et  ensuite  Moivre  dans  sa  Doctrine  of  Chances  (**),  ont 
résolu  un  grand  nombre  de  problèmes  sur  les  jeux  de 
hasard  ;  mais  il  n'entre  point  dans  le  plan  que  je  me  suis 
tràcéy  de  m'arrêter  beaucoup  sur  ce  genre  de  questions, 
parce  que  la  plupart  exigeraient  d'assez  grands  détails 
pour  faire  connaître  les  conditions  des  jeux  qu'elles  con- 
cernent )  et  que  d'ailleurs  une  partie  de  ces  jeux  est 
passée  de  mode ,  ou  inconnue  à  presque  toutes  les  per- 
sonnes qui  consacrent  leur  temps  à  l'étude.  Les  exemples 
que  je  crois  nécessaire  d'offrir  à  mes  lecteurs ,  seront 
donc  des  problèmes  tenant  à  des  combinaisons  simples, 
ou  susceptibles  d'être  énoncés  en  termes  généraux ,  et 
choisis  pour  donner  une  idée  des  divers  procédés  de  cal? 
çul  employés  dans  cette  branche  des  Mathématiques. 

Soit  proposé  d'abord  de  déterminer  la  probabilité 
qiien  prenant  au  hasard  dans  un  tas  composé  ^e  m 
pièces,  on  çn  ôtera  un  nombre  pair  ou  un  nombre  impair? 
Cette  question  peut  être  donnée  en  exemple  de  la  nécessité 
de  se  dé&er  d'un  premier  aperçu.  Ne  serait-il  pas  naturel 
çn  eiFet  de  penser  que  sa  solution  ne  dépend  que  de  ïa, 


[*)  Ces  dernières  repiarques  sont  tirées  de  I^  Théorie  cinalftique 
^s  Probabilités ,  par  M.  Laplace,  p.  i85 — 186.  • 

(**)  Le  premier  de  ces  ouvrages  a  eu  deax  éditions,  la  dernière 
est  de  1 713  ;  le  second  ouvrage,  écrit  en  anglais ,  a  eu  trois  édiiionsi 
(^OTÇit  Is^  4^]fmèrQ  es^  de  fjSfi» 
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quantité  de  nombres  pairs  et  dé  nombres'mipairs  compris 
entre  1  et  m  inclusivement.  Si  m  était  5,  par  exemple , 
comme  il  y  aurait  3  nombres  impairs  1  ^  3  >  5 ,  et  seule- 
ment a  nombres  pairs  a ,  4  >  ^^  dirait  que  les  probabi- 
lités sont  §  pour  les  premiers  et  |  pour  les  seconds  ;  et 
si  m  était  égal  à  4  >  comme  on  aurait  alors  a  nombres 
impairs  et  autant  de  pairs  ^  les  deux  probabilités  seraient 
égales  à  I  ou  5. 

Il  n'en  est  pourtant  pas  ainsi  ;  car  en  considérant  la 
chose  avec  attention  ^  on  voit  que  c'est  suivant  les  di- 
verses manières  dont  elles  peuvent  se  combiner  les  unes 
avec  les  autres  ,  que  les  pièces  d'un  tas  viennent  sous  la 
main ,  et  non  pas  d'après  les  diverses  manières  de  par- 
tager en  deux  parties  le  nombre  des  pièces  de  ce  tas. 
Pour  le  montrer  nous  désignerons  ces  pièces  par  les  lettres 
a,  b,  c ,d\  elles  pourront  se  combiner  en  npmbre  im- 
pair, soit  1  à  1  ou  3  à  3,  ce  qui  fournira  les  8  combi- 
naisons 

a,  by  Cy  d,  abc  y  abd,  acdy  bcd, 

et  en  nombre  pair,  soit  â  à  a  ou  les  4  ensemble  y  ce  qui 
fournira  les  7  combinaisons 

ai  ,  ac  t  ad  y  bc  y  bd ,  cd ,  abcd. 

Chacune  de  ces  combinaisons  pouvant  tomber  égale- 
ment sous  la  main ,  il  en  résulte  que  la  probabilité  pour 
prendre  un  nombre  impair  de  pièces  est  -^  et  seulement 
•^  pour  un  nombre  pair. 

'  Maintenant  si  Ton  se  rappelle  que  Tes  coefliciens  des 
termes  du  développement  de  {x  -f-  a)"* ,  à  partir  du  se- 
cond terme  ^  donnent  le  nombre  dès  combinaisons  det 
m  choses  prises  1  àiy2àa,3â3,  etc.  y  on  aura 

m  ,  m(m— 0(771  — 2)  ^^^^  _, 

■7H 1  ^  g [-etc.  =  /, 

i  1.2.0 
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pour  la  tofalité  des  combinaisont^cn  sombre  impair  ,  et 
jn(fî» --i)  ,   m(yyi-ri)(m— a) (jh— 5)  _ p 

pour  celle  des  combinaisons  en  nombre  pair.  Après 
avoir  ajoiité  ces  deux  expressions ,  il  sera  facile  de 
reconnaître  dans  lew  somme ,  tons  les  termes  dn  dé- 
veloppement de  (i+i)"  à  l'exception  du  premier;  d'où 
il  résulte  que 

En  retranchant  la  première  de  la  seconde,  on  aura 
P  — /=(t— 1)-— i=— 1, 

^*oà  VoA  conclura  sans  p/çine 


et  par^ontéçpient  si  Ton  représiçnte  par  e  la  probabilité 
d*ôter  du  tas  un  nombre  impair  de  pièces ,  et  par  Scelle 
à\n  dter  un  nombre  pair,  on  aura 

^  ""  a*  —  1  >J"^'    a"*—  r* 

l^a  pre^uière  de  cqs  probabilités  surpasse  toujours  la  se- 
conde ,  mai;s  iQur  limite  commune  est  \  »  lorsque  le  nom- 
bre m  est  supposé  infini.  Les  calculs  précédens  sont  tirés 
d*un  Mémoire  que  feu  M..  Bertrand  de  Genève  a  pré- 
:>enté,  en  1786,  è  l'Académie  des6dfencesde  Paris  ^  et 
.  qui  n'a  paa  été  imprimé  \  la  question  se  urésoutaussâpar 
le  calcul  des  différences,  Voye^  la  no^e  H  à  la  fin  du 
présent  Ouvrage, 

47.  Les  proba^ités  simples  des  chances  de  la  loterie 
^e  France  »  ne  dépendent  cjue  des  coeificieps  des  a* -^6* 
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termes  da  développement  de  la  puissance  du  binôme  ;  et 
le  calcul  en  est  si  aisé,  que  je  ne  m'y  arrêterai  pas  ici,  de- 
vant d'ailleurs  y  revenir  pour  comparer  les  mises  avec 
les  gains  :  voici  sur  la  même  loterie  un  problème  dont 
la  solution  est  un  peu  moins  facile* 

A  chaque  tirage  il  sort  5  des  qo  numéros  can- 
tenus  dans  la* roue;  la  probabilité  de  la  sortie  d'un 
numéro  donné,  est  donc  -^q  ou  y^;  on  a  mis  sur  a  nu-' 
méros ,  on  demande  la  probabilité  quil  en  sortira  au 
moins  i?  La  réponse  n'eèt  pas  ^;  car  sur  ce  pied ,  en 
ne  prenant  que  1 8  numéros,  on  arriverait  à  7I ,  ou  à  la 
certitude  qu'il  en  sortirait  t  des  1 8 ,  ce  qui  est  absurde  r 
mais  un  tirage  étant  une  combinaison  de  5  quelconques 
des  go  numéros  de  la  loterie  ^  peut  ayoîr  lieu  de 

qo.89. 88. 87-86         ./ 

= — 5— r> —  manières, 

1.2. 5. 4. 5 

parmi  lesquelles  oh  a  en  sa  faveur  toutes  celles  qui  ren- 
ferment l'on  des  numéros  sur  lesquels  on  a  mis ,  ou  tous 
les  deux. 

Pour  former  les  premières,  il  faut  prendre  les  com*» 
binaisons  4^4  ^^^  ^^  numéros  différens  de  ceux  sur 
lesquels  on  a  mis ,  et  y  joindre  altemativem<ent  chacun 
de  ces  derniers ,  ce  qui  donnera 

00. 87 •86.85        T .     .         r         11 

2 . g  ■. —  combmaisons  lavorables ; 

1.2.S.4 

prenant  ensuite  les  combinaisons  5  à  3  des  88  numéros 
déjà  indiqués,  pour  y  joindre  à  la  fois  les  deux  sur 
lesquels  on  a  mis^  on  aura  encore  ' 

88.87.86  !..  r  11 

»— 5—  combinaisons  tavorables  ; 

1 .2,0 
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divisant  la  somme  des  deux  dernières  expressîons.par  la 
première^  et  supprimant  les  facteurs  communs  au  divi- 
dende et  au  diviseur*!  on  trouvera 
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I      Q    _   87   _  87  ^1 


9-89      9.89      9.89      801       9' 

48.  En  raisonnant  de  même  sur  une  loterie  composée 
de  p  numéros ,  dont  il  en  sort  q  à  chaque  tirage ,  pour  ob- 
tenir la  probabilité  que  sur  s  numéros  désignés ,  il  en 
sortira  t,  on  formera  d'abord  l'expression  duo^^mbre  des 
combinaisons  desp  — ^  numéros  restans  ^  pris  en  nombre 
<7  —  t ,  et  qui  sera 

(p^s)(p  —  s—i) Çp— ■?—(?  — 0  +  0. 

1.2.3 (7  —  0  * 

considérant  ensuite  que  les  s  numéros  désignés ,  pris  en 
nombre  t ,  peuvent  se  combiner  de 

5(j— 1),.  ..(^  — ^  +  0 
1 .3.3. , ,t 

manières  )  on  multipliera  cette  dernière  expression  par 
la  précédente,  pour  obtenir  le  nombre  de  chances  fa- 
vorables à  révènement  désiré.  Quant  au  nombre  total 
des  chances ,  ce  sera  celui  des  combinaisons  que  donnent 
les  p  numéros  dont  se  compose  la  loterie ,  pris  en  nombre 
q  y  c'est-à-dire , 

p(p— 1) (p  — ^  +  1)  , 

la  probabilité  cherchée  sera  donc 

(p~s)  {p—s  —  \) . .  .{p—s  —  {g  —  ï)  +\] 

i.a.3. .  .(</— 0 
5(5— 1)....  (5  —  t+i)     I  .a. 5. . .  .g 

ria.S....^         ^    P(p— ^0'  •  •  -(p— 9+0* 
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formule  quî  peut  se  réduire ,  en  supprimant  les  facteurs 
1 . 2 . 3 ...  (9  —  0 ,  dans  le  diviseur  et  dans  le  dividende. 
Si  la  question  ne  portait  pas  sur  la  sortie  d'un  nombre 
précis  de  numéros  «  mais  seulement  sur  ce  qu'il  n'en 
sortit  pas  moins^  d'un  nombre  donné  h ,  il  faudrait  alors 
mettre  successivement  à  la  place  de  t  les  nombres 

ft ,  «  -f"  1 ,  A  +  2,. • . • 

jusqu'à  q,  si  s '^q  y  ou  jusqu  a  s,  dans  le  cas  contraire. 

49.  Supposons^  par  exemple,  qu'on  ait  pris  18  nu- 
méros; en  suivant  la  marche  tracée  précédemment, 
on  trouvera  sans  peine  les  probabilités  ci -dessous  :  d'à* 
bord  qu'il  ne  sortira  aucun  de  ces  numéros , 

7a. 71. 70. 69. 68  1.2.5.4.5     _    _ 

1.2. 3.4,5       ^90.89.88.87.86*"°*^'^'** 

ou  qu'il  en  sortira. 

72.71.70.69  ^18  K2.5.4.5 

1.2.3.4"^  1   ^90.89.88.87.86^^*'^^''^' 
72.71.70      18.17  1 .2.3.4»5     ___        ' 

"TXT"  ^  ~r^  9o.89.88.87.86'"°*^°7^ 

7^-7^  ^  18^^  1.2.3.4.5 

Trr^     1.2.3    ^9o.89.88.87.86'"°*°'^7î>> 

72      18*17. 16. i5  ^^ i.2.5.4«5     - 

T  ^      1.2.3.4     ^  i[ST9T88T8y:86"~°*''^^''* 


1*. 

2.. 

3.. 

5.. 


18.17.16. i5.i4 

1 .2.3.4*5 


X 


1 .2.3.4*5 

^^^^■=0,0002; 


90.89.88.87.86 


la  somme  des  cinq  dernières  probabilités ,  ou ,  ce  qui 
est  plus  simple,  l'excès  de  l'unité  sur  la  première ,  égal 
à  -^Hisi  donnera  la  probabilité  qu'il  sortira  au  moins  1 
^es  18  numéros  choisis. 
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5o.  Huygens,  ïun  des  premiers  géomélres  qni  se 
soient  occupés  du  calcul  des  probabilités,  a  terminé 
récrit  intitulé  De  Ratiociiiiis  in  ludù  aUœ  {Opéra  varia, 
tome  IV,  pag,  727)  p^r  cinq  problèmes,  pour  quatre 
desquels  il  n'a  fait  qu'indiquer  les  nombres  de  la  solu- 
tion ,  et  dans  le  second ,  il  n*a  rien  ajouté  à  l'énoncé 
que  voici  :  Trois  joueurs  A,  B,  C,  ayant  réuni 
J3  jetons  y  dont  4  sont  blancs  et  8  noirs  y  conviennent 
que  celui  d^entre  eux  gui ,  les  yeux  bandés  ^  tirera  h  pre- 
mier un  jeton  blanc  y  gagnera.  C'est  A  qui  doit  tirer  le 
premier  y  B  le  second  et  C  le  troisième;  on  demande  la 
probabilité  que  chacun  a  en  sa  faveur?  Cet  énoncé  a 
présenté  deux  sens  difFérens  à  Montmort  et  à  Moîvre  (*). 
Le.  premier  croyait  que  le  Jeton  tiré  devait  être  remis 
chaque  fois  au  tas ,  aEn  que  leâ  probabilités  restassent 
les  mêmes  dans  toutes  les  épreuves.  Moivre  pensait  le 
contraire;  et  dans  ce  sens  qui  complique  un  peu  la 
question ,  il  Ta  résolue  fort  simplem«?nt  au  ûloyBn  des 
probabilités  composées  :  c'est  ce  qu'on  va  voir. 

Soit  m  le  liombre  des  jetons  blancs  et  n  celui  des 
jetons  noirs.  Aii  premier  tirage  où  le  nonÙ3re.des  jetons 
de  chaque  «spèce  est  complet,  il  y  aura  pour  la  sortie 
d'un  jeton  blanc  ,  ce  qui  fait  gagner  A  ,  la  probabilité 

,  et  pour  la  sortie  dun  jeton  noir,  — - — 


m  +  'i  m  -f-  Il 

Cettô  dernière  probabilité  sera  aussi  celle  du  second 
tirage,  dans  lequel  le  nombre  des  jetons  noirs,  diminué 
de  celui  qu'a  tiré  le  joueur  A,  sera  réduit  à  71  —  i.  En 
. conséquence  les  probabilités  dans  ce  tirage  seront 


^*^^^^t^Êt^m.»m 


(*)  Voyez  V  Analyse  des  jeux  dfe  hasard  <Je  Montmort,  page  364» 
le»  Miscçllanea  unalflUa  de  Moivre  J  pag.  199,  et  VArs  cmjec 
^andi  de  Jacques  BernouUi ,  pag>  67' 
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— : d'amener  un  jeton  blanc , 

d'amener  un  jeton  noir; 


m^U'-^  1 


il  faudra  lea  multiplier  parla  probabilité  particulière 
du  tirage  pour  avoir  celles  des  deux  évènemens  qui  en 
résultent  (17) ,  et  cela  donnera  les  prohabilités 

»       .^^ eafavenrde/^. 


— —  .  ^^ contre  B,  ou  celle  du  5®  tir^afte. 

m+7i    m-t-u  — 1  ^^ 

Sî  B  amène  un  jeton  noir,  il  n'en  restera  plus  au  tSLs 

que  71— à;  et  en  raisonnant  pour  ce  tirage  comme 

pour  le  précédent ,  on  trouvera  les  probabilités 

«(»—»•  1)                       m  ^  j    ^ 

; — i^ — T7 — ï "^  •  — j" X  ^^  faveur  de  C, 

Si  C  namène  qu'un  jeton  uoîr >  ^  tirem  dd  liotiveau  , 
du  tas  où  le  nombre  de  jetons  noirs  ^era  réduit  à 
n  —  3  ;  il  aura  donc  la  probabilité 

n(n  —  i)  (n — a)  7??.^       , 

(m+n)  (m+n—i)  (zn+zi— 2)  '  m+n—B  de. gagner, 

jiÇt^-^i)  (ro— a) ^      7h-^3     ^^    ^^^^^ 

(m+îi)  (m4"'»— 0  (jn+n — 2)  '  m+7i^— 3       ^ 

En  continuant  ainsi,  e\  pour  abtéger  faisant  7n-f-7i=:f, 
on  formera  la  suite 
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m         mn  7nn(n — 1) 

-mnÇn  —  1)  (n — a)  mn(n —  1)  (n—a)  (n  —  S) 

t{t—  1)  (i— £)  {t  —  Z)  '     t{t—i)  (t^2)  (i_g)  (t_4)' 
mn{n  —  1)  (»  —  2) /»  —  5)  (71  —  4) 


t(i_,)(^_a)(^_5)(f-4)(«-5) 


,  etc.  y 


dans  laquelle  les  i""^,  4*>  7*>  ®t^*>  termes  expriment  le» 
probabilités  en  faveur  du  joueur  A  ,  les  a",  5%  8«,^tc., 
les  probabilités  en  faveur  du  joueur  B  \  enfin  les  3* , 
6*  >  9*  >  etc. ,  les  probabilités  en  faveur  du  joueur  C. 
Le  jeu  finît  au  plus  tard  lorsque  le  nombre  des  jetons 
noirs  est  épuisé;  puisqu*alors  il  n*y  a, plus  d'incertitude 
sur  celui  des  joueurs  qui  doit  gagner ,  et  la  proba- 
bilité totale  pour  chaque  joueur  se  forme  en  ajoutant 
celles  quil  a  dans  chaque  tirage.  Le  calcul  des  termes 
de  la  suite  indiquée  devient  très  facile  quand  on  rap« 
porte  chaque  terme  à  celui  qui  le  précède  ^  comme  je 
l'ai  fait  dans  le  h<>  33. 
Les  nombres  proposés  par  Huygens  donnant 

771  =  4»      /i=8,      i=13, 

on  trouvera  pour  le  joueur  A  ,*la  probabilité 

4   •  4    8. 7. G    ,  4    8.7.6.5.4.3 

la       la  ii.io.g       12  11. 10.9. 8.7.0 
pour  le  joueur  ^^  la  probabilité 

48,4    8.7.6.5     ,    4     8.7.6.5.4.5.3 

la  11       la  11.10.9.8        la   11.10.9.8.7.6.5* 
pour  le  joueur  C ,  la  probabilité 

4  8.7       4^  8.7.6.5.4       ^  8.7.6.5.4.5.3.1 

iaii.ioiaii.10.9.8.7       la  11.10.9.8.7.6.5.4' 
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Réduisant  toutes  ces  fractions  au  dénominateur  com- 
mun le  plus  simple  qu'elles  puissent  avoir ,  les  sommes 
ci-dessus  deyiennent  respectivement 

77  55  35 

x65'        i65'        i65*', 

et  en  les  ajoutant  on  trouve  l'unité  ,  puisque  les  proba- 
bilités qu'elles  expriment  renferment  tout  ce  qui  est 
possible. 

5i.  Les  épreuves  répétées  que  suppose  le  problème 
dont  je  viens  de  rapporter  la  solution ,  diffèrent  de 
celles  que  j'ai  considérées  dans  le  n°  ao ,  en  ce  que 
le  nombre  des  chances  diminue  à  chaque  épreuve.  €e 
genre  de  hasard  ne  peut  être  assimilé  au  jet  des  dés; 
il  revient  au  tirage  dans  une  urne  où  l'on  ne  remet 
point  les  boules  qui  en  sont  sorties.  Les  formules  qui , 
dans  cette  hypothèse-,  remplacent  le  développement  des 
puissances  du  binôme  m+n,  sont  assez  remarquables 
pour  trouver  place  ici ,  et  complètent  ce  qui  a  été  dît 
sur  les  épreuves  répétées. 

Soit  une  urne  contenant  m  boules  blanches ,  n  boules 
noires  ;  si  l'on  désigne  par  A  la  sortie  d'une  boule 
blanche ,  par  B  celle  d'une  boule  noire  ,  que  pour 
abréger  on  fasse  m  -}-  /i  =  f ,  et  que  l'on  ait  soin  , 
après  chaque  tirage ,  d'ôter  i  tant  du  nombre  total  des 
boules  que  du  nombre  de  celles  qui  sont  de  la  cou- 
leur supposée  sortie  à  ce  tirage^  on  trouvera  par  le 
principe  des  probabilités  composées ^  les  suivantes. 

Au  i^'^  tirage, 

pour  ^ ,  —  ,    pour  B ,    ~. 
Au  22^  tirage 


8o  TRAITÉ   ÉLÉMENTAIRE 

pour  AJ  .    — -^  ,   pour  AR ,    — -^  , 

Au  3*  tirage , 
^o.r  AAA,  -i^-^ ,  AAB,  ^^f^c. 

ABA,^^'\, 

'fCt— l)(t— 2)' 

L*exanien  attentif  de  ce  petit  nombre  de  formule» 
suffit  pour  faire  connaître  la  loi  suivant  laquelle  se 
composent  toutes  les  probabilités  des  diverses  succes- 
sions des  évènemens  A  et  B.  Ici ,  comme  dans  le  n**  ai , 
les  coefficiens  s'introduisent  dans  les  successions  mé^ 
langées  ,  dès  quon  fait  abstraction  de  Tordre  des 
évènemens  :  la  probabilité  d'obtenir  a  évènemens  A 

et  I  événement  B ,  par  exemme,  aéia  o  -7—^ — rr — ^. 

^  ^  t(i— i)(t — a) 

D'après  cette  observation,  on  verra  facilement  que  la 
probabilité  d'obte^ir^  dans  un  nombre  p  d'épreuves,  p-^ 
évènemens  A  et  q  évènemens  j9  ,  sans  distinction 
d'ordre  ,  sera  exprimée  par 

(P— 0  (p—^) » .  >  >  '(P—Ç  +  0  ^ 

— — , . —    — ■  ^ 

g 

m(m — l)...\jn — (p — q)+ï2x.n(n — i)...(n — y+i)  .^. 

Kt—  I) (t— /»+  I)  ^  ''' 


{*)  Celte  formule  a  e'te'  indiquée  par  M.  Laplace  ,  dans  les  Mé* 
moires  des  Sauans  étrangers,  t.  VI ,  pag.  6a3. 


/ 
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5st.  La  théorie  des  permutations  et  des  cotnbinai- 
sons  est,  comme  on  l'a  dû  yoir  dans  la  pips  grande 
partie  de  ce  qui  précède ,  un  des  moyens  les  plus  fé- 
conds pour  résoudre  les  problèmes  concernant  le  caU 
cul  des  probabilités  «  Cette  théorie,  servant  de  fondement 
à  la  démonstration  la  plus  élémentaire  de  la  formule 
du  binôme  de  Nettrton ,  se  trouve  dans  les  Élémens 
d'Algèbre;  mais  on  n'y  partage  qu*en  deux  groupes 
la  totalité  des  lettres  dont  on  cherche  les  arrangemens 
divers  ;  et  pour  s'élever  à  toute  la  généralité  que  le 
sujet  comporte,  il  faut  déterminer  ce  qui  doit  arriver 
]orsqtt*on  partage  en  un  nombre  quelconque  de  groupes, 
le  nombre  de  lettres  donné.  Les  formules  propres  à 
cette  détermination  se  trouvent  dans  le  développement 
des  puissances  des  polynômes. 

En  raisonnant  sur  les  produits  dés  trinômes 

a'  +  y+c',   ar  +  V-^t^,  d'-^b'^  +  d' ,  etc., 

comme  on  l'a  fait  dans  le  n®  âi ,  sur  ceux  des  binômes 

m'  +  n^    m"+v!' ,    m^  +  n",  etc., 

on  verra  par  les  lois  de  la  multiplication ,  que  ces 
produits  comprennent  tous  les  arrangemens  qu'on  peut 
faire  des  lettres 

a\  V ,  d y  û*,  6*,  c',  a*,  fc",  c" ^  etc., 

en  en  prenant  une  dans  chaque  facteur  du  produit.  Il 
suit  de  là  que  si  les  lettres  d y  b\  c\  a'',  etc.,  désignaient 
respectivement  le  nombre  de  chances  qui  amènent  les 
évèoemens  A  ^  B  ^  C ,  à  la  i'* ,  à  la  a* ,  à  la  3® ,  etc., 
épreuves,  un  produit  partiel d  b"  c^i*^ ,  par  exemple  , 
ferait  connaître  le  nombre  de  chances  qui  répondent  à 

A*  édition       ^  6 
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la  succession  d'évènemens  simples  désignée  par  ABCB^ 
Quand  on  supposera  que 


le  produit 

se  changera  da&s  le  trinôme  a  4-  ^  4*  ^  élevé  à  urne 
puissance  marquée  par  le  nombre  des  facteurs  »  ou , 
ce  qui  est  la  même  choise,  par  celui  des  épreuves  ;  un 
terme  quelconque  de  ce  produit,  a'Vc'b^^  devenant  ab^c^ 
se  trouvera  répété  autaxlt  de  £oi8»qii*il  est  possible  de 
former  des  produits  différeus  co^tenant  les  lettres  a  et  c 
1  fois  chacune ,  la  lettre  b  9  foi»»  et  soumi^s  alterna- 
tivement aux  accens  ',  *",  *,  *^.— ,  portés  jusqu'au  nom- 
bre marqué  par  celui  des  épreuves. 

Soit  71  ce  éternier  nombre  ;  T^^lréssiop  du  ferme  gé- 
néral du  développement  de  (a  -f*  &  -f"  0*  étant 

^  ^-^ ^        (fb^dy  si  p+î  +  r=n(*). 


on  a  pour  le  terine  ab^Cy 

ainsi  le  coefjSï^ient  de  ee  terme  est  ta. 

Si  donc  on  fait  abstraction  de  Tordre  dans  la  succes- 
sion des  éiçènemetis ,  le  terme  laoiV,  dans  le  dévelop- 
pement dé  (i^  -f-  6  -f-  c)^ ,  exiAfimerà  le  nombre  de 


(^)  Voyez  le  Complément  des  Élémens  d*Al^bre ,  on  bien 
rintrodnction  platée  à  la  tête  du  premier  Tolame  àvk  Traité  du 
Calcul  différèàti4l  et  dU  Calcul  intégral. 
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chantes  pour  obtenir,  eh4^pi^uveâ,  les  éVènéhiéni 
A  etC ,  chacun  i  fois ,  et  révènement  B ,  a  fois. 

Le  coeificiènt  la ,  proteiaât  de  la  i^éanipii  de  termes 
contenant  4  facteurs  dlIFétens  qui  peuvent  se  par-^ 
tager  en  3  classes-,  savoir ,  celle  des  a .  celle  des  b  .  et 
celle  des  c.  Indiquai  dàhë  là  téïmron  de  ces  teirinés 
qui  laisse  snbstétet  les  tl^^^ë,  ié  nokiil!>re  de  manières 
de  partager  4  choses^  en  3  èla^és  où  groupes  ^  dont  i 
est  coibposiê  dé  â  de  ces  choses  ;  et  les  à  autres  dé  i 
seuHr. 

De  même  le  terme  général 

■     '-'■■■■  I    ■      M    -y  -    •■     I  r    -    •     ûf  ô^c' 


1  »a.  .«pX  i*a. .  .^x  i«i^«  'T 


exprime  le  nombre  de  chances  pour  obtenir  stir  iln 
nombre  p+</+r  d'éprcnvea,  p  éyènem^ns  A ,  jq  évè* 
neméns  B  ^  r  évènem^s  C^  et  le  coefficient  qui  multi- 
plie aJ^b^c^j  indique  le  nombre  de  maùièrea  de.dislri* 
bnerp  +  ç-j-'"  choses  en  3  groupes»  dont  le.i^  en 
comprenne  un  nombre  p  »  le  a^  un  noiUbre  ^  et  le  3*  un 
nombre  r.  '  . 

53.  Cette  dernière  proposition  se  prouve  directe-^ 
ment>  en  observant  que  p'+^ij  +  t  choses-  peuvent 
être  combinées  p  là  p;  eÀ  tm  nbtnbré  dé  manières 
égal  à 

(j'.4riy.rtTé)(p.-4'iy4^r^wiui).. .(^.^-f-f-i.) 

i.a.3 ...Jp  i  ' 

.       «       >   .  .  .   • 

et  qu'en  ôtant  p  choses  sur  p  +  <f  +  r  ^  .3  ?n  reste 
ç+rqu*on  peut  encore  combiner  entre  elles  en  nom^ 
bre  q  ,  d'un  nombre  de  manières  égal  à 

(«7  +  r)(«7-t-r-i).,....(r4-0. 

1  tfltO  •  •  •  •  »  *  .••••Ç 

6.. 
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on  aura  donc  en  tout  un  nombre 

i.a pX  i.a q 

de  manières  d'ôtet  de  la  totalité  des  p  +  9  "f*  y*  choses  ; 
deux  groupes^  le  i**  contenant  un  nombre  p  et  le  a.*  un 
nombre  q  de  ces  choses.  Si  l'on  écrit  au  numérateur  et 
au  dénominateur  de  Texpression  ci  -  dessus  les  facteurs 
i.a.3. .  .r»  et  qu'on  y  change p  +  <7  +  ''  en  i»,  on  re- 
tombera sur  la  formule  du  n**  précédent. 

On  aurait  les  arrangemens  au  lieu  des  combinai- 
sons, si  l'on  supprimait  les  dénominateurs. 

54*  £n  général,  tout  ce  qui  regarde  les  épreuves 
répétées  pour  un  nombre  quelconque  d'évènemens 
simples  y  est  compris  dans  le  développement  des  puis- 
sances d'un  pol3mome  formé  de  la  somme  des  nombres 
qui  expriment  les  chances  d'où  résulte  chacun  de  ces 
évènemens. 

Le  terme  général  du  développement  de 

(a  +  i+c+d(  +  6}"  étant 

'  ûWc'dV, 

1  .fl.Mp*  I  •d...ç.  1  .a..«r«i  •a..*^.  1  .a..«» 

fiip-f-9-f~^'f''*h^='^>  donne  le  nombre  des  chances 
qui  peuvent  amener  l'événement  composé  d'un  nombre 
p  d'évènemens  jI^ 
q B, 

r^ :•.  C, 

s Z>, 

*.   • E, 

la  probabilité  de  cet  événement  composé  s'obtiendra 
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donc  en  divisant  TexpreâsioD  ci-dessus  par , .  » 

(a  +  A+^  +  ^  +  0%  nombre  total  des  chances. 

n  suit  de  là  que  pour  avoir  immédiatement  cette^ 
probabilité  ,  on  peut  substituer  aux  lettres  a  ^  b  y  c , 
d ,  e  /  qui  marquent  le  nombre  des  diverses  espèce» 
de  chances  dans  une  épreuve ,  le&  probabilités  simples 
qui  en  dérivent. 

Le  plus  probable  des  évènemens  composés  que  peut 
amener  le  même  nombre  d*épreuveS|  est  encore  celui  dans 
lequel  les  évènemens  simples  entrent  proportionnelle-^ 
ment  à  leurs  probabilités  respectives.  Si ,  par  exemple  , 
on  ne  considère  que  3  évènemens  simples ,  et  qu*on  fasse 
n  =  m(a-f-6-|-c) ,  il  sera  facile  devoir  que  le  plus  grand 
terme  du  développement  de  (a  +  6  +  c)'"C«+n-o  ggj  ]ç 
terme  affecté  de  a""6"»*c***  ;  car  en  faisant  d*abord 

6  4- ^  =  i8  ,  et  développant  (a  4-/3)'*^  ,   on  aura 

pour  le  plus    grand  terme  celui  qui  est   affecté  de 

a^  fi       (ag);  mais  il  peut  se  développer  à  son  tour,  en 

substituant  à  fi      le  développement  de  (b+c)^       "*^  ^. 
dont  le  plus  grand  terme  est  celui  qui  est  affecté  de 

b     c"*^;  ainsi  le  plus  grand  terme  du  produit  a     fi 

sera  donc  celui  qui  est  affecté  de  a     6     c     • 

'  55.  Pour  donner  une  idée  de  la  multitude  à  laquelle  peut 
8*éiever  le  nombre  des  combinaisons ,  lors  même  que  les 
élémens  n  en  sont  pas  très  nombreux ,  je  vais  chercher 
en  combien  de  manières  les  Sa  cartes  d'un  jeu  de  pi- 
quet peuvent  se  distribuer  entré  les  deux  joueurs ,  qui  ', 
comme  Ton  sait ,  en  prennent  d*abord, chacun  is  ,  et 
entre  les  deux  paquets  qui  forment  le  talon ,  dont  lun 
contient  5  cartes  et  l'autre  3.  Le  nombre  demandé 
étant  le  ooeflicient  de  à^^b^^c^iP  dans  le  développement 


l 


V- 
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de  (a  -f-  &  4*  c  4-  dy*^  a  pour  expression 


1 .2,3. • • .Sa 


i.a.  ...lax  i/a..«ia><  i.a,. .Sx  i.a.3 

En  7  supprimant  par  ordre ,  dans  le  nnmérateiir^  tous 
les  Ëicteurs  qui  coçiposent  le  dénominateur ^  eUe  sera 
réduite  au  produit 

a7.3*.5*.7».i3*.i7,i9.a3.a9.3i 
=  1  Sga  814  94?  P68  800. 

L'usage  àf^  cartes  à  jouer  ne  paraît  pas  remonter 
plus  haut  que  iSga,  où  on  les  voit  servira  Tamusement 
du  roi  de  France  Charles  VI ,  pendant  sa  maladie  ;  de* 
puis  cette  époque,  jusqu'en  181 6^  il  s'est  écoulé  4^4  ^^" 
nées,  qui  donnent  environ  1 548^6  jours. 

Si  Ton  divise  par  ce  deirnier  i^qifà^re  ^  cedui  des  cop- 
binaisons  çalcvl^ej^  ci-|^iesf  u£t,  Iç  qugtient  ip  aj^5  117114 
indiquera  le  nombre  d^  coups  qu'on  aurait  dû  jouer 
chaqiae  jour  pour  que  toutes  les  distributions  des  3a  cartes 
f e  fussent  présentées ,  encçre  £aùdrait-il quaucune n'eut 
été  répétée, 

%pKn  siïçn  ^ppp,pse  que  suj:  lep  1 79  poQ  qqq  d'individus 
auxquels  on  év^^Re  la  popul4f:ion  de  l'Egrope^  il  y  en  ait 
I^  1 00*  partie  qui  sacfie  lé  jeu  de  piquet,  et  qu^eile  se  par- 
tage ^n  ?50u.p).e^  pour  ^*y  liyrej:  fi^cçlusivemP^i^ ,  PP  trou- 
yp]ri  que  cbftci}n  de  ces  QQHple^  dpvçait  jouer  pQiiC  s^ 
part  plps  4e  i. ^Qop  coi^p/i  ^sm.  tm  «eu!  jjpuj: ,  ce.  qui  ne 
se  pejul: ,  car  cb^qUQ  PQup  djini^e  on  moins  a  à  S  minutes  ^ 
et  les  a4  ki^}^VG9  nm  oontîennBnt  que  i44o. 

Ou  doit  âoQC  regarder  commç  certain  que  toutes  les 
coml^inaispns  que  pçut  fournir  ce  jeu  ne  se  sont  pas  en-^ 
Gor.e  préçentéçs;  au  reste>  ceux  qui  la  connaissjent  savent 
biçn  qu'il  ne  faut  pas  cpn&çdce  le  nombre  as  combinai* 
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sons  avec  celui  des  coups  essentiellemeut  diffçreijis,  qui 
est  beaucoup  moindre  (^. 

56.  C'est  au  développement  des  polynômes  qne 
Moivre  (^  Miscellanea  analytica,  p.  196)^  réduit  la 
question  dç  déterminer  la  probabilité  d'amener  un  point 
donné ,  avec  un  nombre  donné  de  dés.  Pour  suivre  sa 
max'<^e ,  représentant  p^  n  le  now^yre  de  ces  dés  >  par 
m  celui  des  numéros  dont  chacun  est  marqué ,  çn  com- 
mençant à  1 ,  par  p  +  1  lé  numéro  qu'on  désire  ame- 
ner,  et.  considérons  la  formation  du  développement  de 

par  lainultiplication  des  n  facteurs  égaux  ^ 

f+f+f +f 

qu'il  conti,ei^t.  D'après  ce  procédé  >  il  est  la  réunion  de 
produits  partiels  composés  de  facteurs  de  la  forme 

f^y     y  y    /^,....  en  nombre  n; 

et  pour  l'ordonner  suivant  les  puissances  de  /*,  il  faut 
rassembler  tous  lea  tetmes'où  la  somme  des  exposans  ebt 
la  même.  Il  spît  de  là  que  le  coeQicient  du  terme  pour 
lequel  on  atirâ 

indique  le  nombre  de  manières  de  former  le  point 
p  -f- 1  avec  ti  nombres  pris  dëpuÎB  i  jusqu'à  m ,  «t 
donnera  la  Bolniton  dp  problème  proposé. 

Là  recherche  de  ce  Coefficient ,  qui  serait  assez  dif- 
ficile par  la  formule  rapportée  dans  le  n®  54  >  se  sim- 
pliBe  beaucoup  à^  cause  de  la  forme  particulière  du 
polynôme  à  développer.  En  effet ,  comme 

(*)  Voy.  Ifoctrins  of  Chances ,  p.  i84- 
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< 

«t  qu'on  a  tu  dans  les  Élémens  cP  Algèbre  que 


»  +/+/•  •  •  '+f^'  =  ^7^4 


îfl 


il  s'ensuit  que  le  développement  qu'il  faut  efiTectuer 
revient  a  celui  de 


or 


1.3.5         •^ 

+  "(»+0(»±l)y3+  etc. 

£d  mettant  à  part  le  premier  facteur  f^  -,  il  restera 
à  trouver  dans  le  produit  des  deux  autres  ,  développés 
ci- dessus ,  les  termes  qui  sont  affectés  dey^*"*  ;  pour 
cela  on  prendra  d'abord  dans  la  série  inférieure  le 
terme  affecté  de  yH->-»  ^  pour  multiplier  le  premier 
terme  i  de  la  série  supérieure  ;  puis  on  reculera  dans 
la  seconde  série  jusqu'au  terme  affecté  de  y^+■I— »— »  ^ 
pour  multiplier  le  terme  affecté  de  f"*  dans  la  pre- 
mière série  ;  et  continuant  ainsi  de  rétrograder  de  m 
termes  dans  la  série  inférieure^  pour  avancer  de  i  terme 
dans  la  série  supérieure^  on  obtiendra  pour  le  coefficient 
cherché 


DES    PROBABILITÉS.  89 

i.a.  .•(p  +  1— n)       i;a...(p+i  —  /i  — m)       1 

n(n+0>»>(p— am)      ^  n(n  — 1)  _ ^^^^ 
i.a...(p+ 1  —  »  — flm)  i.a 

série  qu'il  fandra  continuer  tant  qu*on  ne  rencontrera , 
dans  les  produits  indiqués ,  aucun  £actenr  qui  soit  nul 
ou  négatif. 

On  lui  fait  prendre  une  forme  plus  élégante,  en 
observant  que  sip+i— n^^n  —  i,on  peut  suppri- 
mer dans  le  premier  terme ,  comme  se  trouvant  à  la 
fois  an  numérateur  et  au  dénominateur  y  tous  les  fac^ 
^  teurs  depuis  p  +  1  —  n  jusqu  a  7»  —  1 ,  et  les  introduire, 
au  contraire ,si  p-f-i— ;i<^ii  —  1.  Avec  cette  at- 
tention et  en  renversant  Tordre  des  facteurs,  le  premier 
terme  devient 

P(P~0'".»(P—  y» -4-3) 
1.2.3. ..(71 — 1)        * 

ce  qui  met  sur  la  voie  des  changemens  analogues  à  faire 
dans  les  autres  ;  et  si ,  pour  abréger ,  on  pose 

p  —  m^=zp\      p-^am^p",      p  —  3iii=p'',  etc., 

on  obtient  la  formule 

p(p  — 1) (p  — «4-fl) 

i.fl.3.  •..  (71—  1) 
pV—  1). .,  .(p^— n  +  fl)  ^^  ^ 

i.a»3.. .  .(n  —  1)  1 

pV— 0....(p^^~n  +  a)^^n(7t-i) 

1.2.3. ...(/i — 1)  i.a 

_  P'ip"—  0 '  -  '(p"—  n  +  a)  ^  ii(n— i)(^  — 2) 

1.2. 3.  ...(a — ^^1)  i.aTS 

+  etc.. 
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semblable  à  celle  de  Moivre.  £n  rappliquant ,  comme 
loi  y  à  cherd&er  le  oombre  de  manières  d'amener  le 
point  16  avec  4  dés  ordinaires  «  on  doit  prendre 

ce  qui  donne 

i5.i4.i3      Q.8.7  4  ■  3.2.1   4-3  r 

-— r— — — -—-.--if-- -,  :.rs:iaD* 


i.a 


.3         i.a.3*i       i.a.S'i.â 


/ 


Ce  nombre  étant  diroé  par  6^  =  1^96»  qui  marque 
celui  dé  toutes  les  chances  possible»  dans  le  jet  si- 
multané dé  4  dés,  en  aura  la  probabilité  Y^ê>  en- 
viron iVi  d  amener  avec  ces  dés  le  ppint  iS. 

En  ne  supposant  que  S  dés  et  cherchant  le  nombre 
de  manières  d'amener  les  points  3^4>  ^»  S>  7 y^> 
9  et  10,  on  p)[endra  successivement  pour  p,  chacua 
des  nombres  ^ 

a,  3,  4,    5,    6,     7,     8,    ft, 

et^  par  ces  valeurs,  os  trouvera 

1,  3,  6,  10,  i5,  ai,  a5,  a^; 

nombres  dont  la  somitie  108  est  moitié  de  6'  =  ^iSy 
nombre  total  des  chances  ;  il  est  donc  également  pro-^ 
bable ,  avec  3  dés ,  d'amenef  dans  un  seul  jet  un  point 
inférieur  à  1 1  ou  supérieur  à  10.  Cette  remarque  est  1& 
fondement  du  jeu  npmmé  passe  dix. 

57.  La  recherche  de  la  probabilité  que  tous  les  nu-, 
méros  d'une  loterie  seront  sortis  après  un  nombre  donn» 
de  tirages ,  problème  qu'Euler  et  M.  Laplace  ont  ré- 
solu par  des  moyens  oiiFérens,  offre,  dans  un  énoncé 
simple  j  une  question  curieuse^ 
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La  considération  du  poljo^ome  y  serait  appHeablè 
aussi  ;  mais  ne  me  paraissant  pas  devoir  mener  facile- 
ment à  la  solution  générale  «  je  Vfiis  paisser  à  Fexr- 
plication  de  la  formnie  donnée  par  Euler  {Opuscula 
analytica ,  t.  Il,  p.  33SJ.  On  trouvera  dans  la  note  II 
la  solution  de  M.  Laplace. 

Soit  m  le  nombte  des  numéros  dont  se  composa  la 
loterie  et  dont  il  en  sort  i  à  chaque  tirc^e)  on  demande 
la  probqbilité  (fue  tous  seront  sortis  dans^  n  tirages  7 

Les  chances  également  possibles  dans  un  tirage  soat 
toutes  les  combinaisons  qu*on  peut  faire  des  m  numéros  „ 
pris  en  nombre  i\  celui  de  ces  chances  aura  donc  pour 
expiresâion 

mCw»—  i}. . .  .{jn-r-i  + 1) 

! . , • 

Désîgnons-lei  pour  abréger /par  P^  i  afin  de  pouvoir 
représenter  par  jP«_i  ,  Pm-»>  etc.,  ce  qu'il  devient 
quand  on  y  change  m  en  m-^i ,  m  —  a ,  etc.;  et  pour 
éviter  toute  confusion ,  substituons  les  lettres  a ,  6  » 
c,  d^  e«  etCr^^^XJiiHnéfos  de  la  loterie»  6ela  posé  > 

n  tirages  donneront  (Pm)"  =  ^*    arrangemens  de» 

pjremîèrps  çbaijClB^  prises  ri^-t^»  s^tjm  lesquels  sç  trou- 
vqrf)nt;  cpQipris,  t^nt  ceux  qui  con.tiennent  to^jHea  les 
Iqttreç,  que  cçu^;  où  il  en  m^que  qu^Iquç^unea;  la 
question  9^  f  ^f^qif  ^yi^emippnt  à  spustrair^  ces  depiiei^s 
^^  T^pi^hre  t;Qtal  I  pour  ajrivpr.^  rexpypwip»  4a  noml^re 
d^  q^ipL  q^i  ren^plis^^t  la  ppn4it*Pj^  4^  piroblèinp^ 

l\  ^t^'alp^pr^f  yi<iBi;>t  q^?  \»s^  ^rr^nge^epa  q.ui  m  con- 
t^.^yinf?pt  p§f  ui?e  ^f  ttjTftfîépiglié?.,  q  gy;  e?cQwple ,  «P  trou- 
veraient tous  dans  une  lotegrie  {prméç  des  mr-^f  lettres 
restantes;  qu'ils  sont  par  conséquent  dfi  nombre  de 

P*  _  ,  et  qu'en  exceptant  ainsi  chaque  lettre   à  spn 
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tour,  on  aura  déjà  mP*^^    arrangemens  à  ôter  de 

P* ,  ce  qui  donnera  1 

^  m         ,   *  m— 1. 


Mais  il  faut  observer  que  parmi  les  arrangemens  qui 
ne  contiennent  point  la  lettre  a,  se  trouvent  ceux  qui 
ne  renferment  en  même  temps  ni  a ,  ni  6 ,  qui  de  même 
se  trouvent  aussi  parmi  les  arrangemens  ne  renfer«- 
mant  point  6;  chacun  de  ceux  où  il  manque  a  lettres 

a  donc  été  retranché  a  fois ,  lorsqu  on  a  ôté  de  P*  les 

arrangemens  où  il  manque  une  lettre;  or  les   pre- 

,       "1    m/jn—  i)  -,»  • 

miers ,  qui  sont  au  nombre  de '^m— »  f  °  ^^^ 

raient  dû  être  retranchés  qu'une  seule  fois  :  il  faut 
donc  les  ajouter  i  fois  à  rexp]:es$ion  formée  ci-dessus , 
et  Ton  aura 


M  1  lll^l       •  1      Q  MT^t 


Les  arrangemens  où  il  manque  3  lettres,  a,  6,  r, 

par  exemple ,  ont   été   retranchés    d*abord  3  fois , 

savoir,  avec  ceux  où  a  manque  ,  où  b  manque,  où 

c  manque;  ils  ont  été  ensuite  ajoutés  3  fois,  savoir, 

avec  les  arrangemens  où  a  et  6  manquent  en  même 

temps ,  ou  bien  a  et  c,  ou  bien  b  et  c.  Si  on  les  a  ôtéa 

d*un  côté  3  fois ,  on  les  a  remis  autant  de  Fantre  ;  il 

faut  donc  les  soustraire  de  nouveau,  et  leur  nombre 

-      ^  Tn(m —  i)(m—  a)  „« 

étant  —  g        '    ^m^s>  ^^  aura,  après   cette 

opération,    .  ^ 


l 
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m  -j»  m(m  —  i)     » 


P   — —  P       4- 

*  m         .  *  m— I    1^ 


P. 


i.a  ""•■ 


m(in—  i)(m— >  a) y,» 

i.a.3  "^• 

Passant  aux  arrangemens  où  il  manque  4  lettres , 
on  verra  de  même  qu'ils  ont  été  retranchés  4  fois 
avec  ceux  où  il  manque  i  lettre ,  ajoutés,  6  fois  avec 
ceux  où  il  manque  a  lettres,  et  retranchés  4  fois 
avec  ceux  où  il  manque  3  lettres  ;  ayant  donc  été  re- 
tranchés a  fois  de  plus  qu'Us  n'ont  été  ajoutés ,  il 
faut  les  ajouter  encore  i  fois ,  et  leur  nombre  étant 

•       1     "-»^      i.a 


m(yw—  i)(m  —a)  p» 
i.a.3 


m(m — i)(m— a)(yw  ■*-  3)  p* 
"^  i.a.3.4  "~    ""* 


La  loi  de  cette  expression  est  maintenant  assez  éyi« 
dente  pour  qu'on  puisse  la  pousser  aussi  loin  qu  oii 
le  voudra  ;  mai»  pour  en  constater  la  vérité  indépen- 
damment de  toute  induction ,  il  suiHt  d'observer  qu'un 
arrangement  où  il  manque  un  nombre  p  de  lettres  »  est 

retranché  -j-  fois  avec  ceux  où  il  en  manque  i ,  ajouté 
u-i—i-i— .  tois  avec  ceux  ou  il  en  manque  a,  re- 
tranché "^~   ^~        fois  avec  ceux  où   il   en 

i.a.o 

manque  3^  et  ainsi  de  suite ,  ce  qui  donne  pour  ré« 
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suitat  rezpressipn 

renfermant  tous  les  termes  du  déyeloppement  de(i  -— i)^, 
à  ^exception  an  premier  terme ,  qui  est  -|^  i  »  et  du 
dertiiér.y  qui  est  tp  i ,  selon  que  p  est  impair  ou  pair. 
L*ex'pres3ion  ci-dessuà  est  donc  égale  à  o  dans  le  pre-^ 
mier  (:as ,  et  à  ^—  â  dans  le  second  ;  ainsi ,  dans  l'un  on 
aura  encore  à  retrancher  les  combinaisons  où  il  manqua 
p  lettres,  et  dans  Tâutrey  ces  combinaisons  auront  été 
soustraites  â  fois  au  lieu  aune  :  il  faudra  par  consé- 
quent joindrb.à  l'eacprèssioadd  nombre  des  arrangemenj» 
cherchés ,  le  terme 

i.a.. p  ^^^i 


■^^^•w 


avec  le  signe  *«>  ëi  p  est.  impair,  et  le  ^signe  -f-  ^î  ce 
nombre  est  pain. 

Le  prpbléme  proposé  est  donc  complètement  résolu 
par  la  formule 

tant  quon  se  borne  aùk  eon^dêrlEitîdns  âlgébriqûéSt , 
puisque  cette  femible  dôehié  lé  nombre  de  chanéé^ 
fayotables  à  réyènement  .désiré ,  et  qa'en  la  divisant 

par  P^  ,  nombre  total  des  chances ,  on  aura- la  prp- 

habilité  ^[ëinàndée ,  que  tous  les  numéros  de  la  Ibtétie 
seront  sQrtis  dans  un  nombre  n^  de  tir^esr; 

On  voit  que  la  question  jwpppse  n  >  r^  ;  et  Euleir 
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remarque  en  effet  que  la  formule  ci-dessus  demeure 


m 


nulle  tant  que  n  ^  'r.  De  plus  ^  il  faut  d^s  les  va-* 

leurs  de  P,  s'arrêter  à  p=sm-*ij  parce  qu'alors  il  ne  reste 

dans  la  loterie  que  m— (m— '£)==£  numéros^  et  que  tous 

les  tirages  août  les  mêmes;  aussi  trouye-t-6nP'S=i. 

Il  est  à  propos  d'observer  aussi  que  P    se  réduisait 

à  m'^,  s'il  ne  sortait  qu'un  numéro  i  chaque  tirage , 
c'est-à-dire  si  l'on  avait  i  =  i  • 

58.  Euler  a  montré  que  pour  mettre  facilement  en 
nombres  la  formule  ci-dessus»  lorsque  les  valeurs  de  m 
et  de  n  étaient  considérables ,  il  suifisait  de  calculer  le 
logarithme  du  rapport  de  chaque  terme  avec  celui  qui 
le  précède. 

En  effet,  si  pour  abréger»  on  ppse      ^ 

1       ■*    *  1.2  "»^  ' 


1 

i.a.3 

"^■^^m-a —  ^»  ^^^'> 

on  aara 

■ 

1» 

— 1 

p" 

B ta — 1    "~* 

p" 

m 

... .  y 

3~       3      P"      ' 

1»— t 

m— a 
3 

^ 

-8 

■»  •   etc.  t 

p' 

m- 

-• 

puis  remontant  aux  valei^rs  de  P*  ,  ^*     ,  P*     ietc, 
on  obtiendra 
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«-^  _  f       (m-^i).  ..(m  — £) > » _  /m  —  iy 

p»~       l/ii(m — 1).  ...(m— i  +  i)}         \   r»    /' 


P 


m 


»•-» f  (m — a)...(ro — t  —  i)  )*_^'» — ^iN* 

'  1(711— i)(m— fl)..  .(m — i)i  ~\m'—i  )* 


P' 

m— 1 

etc.; 


d'où  l'on  coaclnra 

^_^m/yii—  iy  ^_m— i/m—  i  — ly 

p*~iV    m    )'  A'^      2     \    m— 1    /' 

passant  aux  logarithmes  >  on  aura 

1—-  ==  17»  —  ni :  , 


m 


1-5    =1 — JlJ 


A  fl  m  —  i  — •  1  ' 

,  C        -  m— a          ,     m  — fl 
1  ^  ac=  1  — »—  —  ni T— 


etc.  ; 
et  en  observant  que 

l£,^,4+l5,    ,4  =  l±  +  l|.etc.. 
p«         p*    *     A        jp*         p"-         Mi 

m  m  mm" 

on  déterminera ,  par  une  suite  d'autant  plus  conrer- 
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gente  fhe  le  nombre  n  sera  grande  le  rapport  de  chaque 
terme  de  la  formule  proposée ,  comparé  an  premier. , 
ce  qui  donnera  la  prdbabîfité  demandée  ;  car  cette  {cyr^- 

mule  étant  divisée  pat  P  ,  devient  >  par  les  dénomi- 
nations  employées  ci-dessns  >       "^ 

A    ,    B         C    ^ 

1 j-H ^  4-ett. 

p        p      .   p^ 

m  m  m 

tn  prenant  m  =90 ,  t  =  5  ,  n  ==  ibo  ,  on  obtient ^  * 
an  moyen  des  six  premiers  fermes  de  la  formule ,  pour 
la  probabilité  de  la  sortie  des  90  numéros  de  la  lo"^ 
terie  de  France^  la  fraction  0,7410,  exacte  à  moins 
de  ~^*  ^*  q^î  surpasse  beaîQcoup  ^  (*).  Il  ne  serait  ^pas 
difficile  ^  en  ïUlH^gradaDt ,  de  s'assurer  que  c*est  du  85* 
an  86®  tiragë!^^  cette  pi'obabilité  passe  aunlelà  de  jh 
En  portant  le  nombre  des  tirâmes  à  aoo^  il  suffit  des 
deux  premiers  termes  de  la  formule,  qui  donnent 
0,9990 ,  probabilité  très  peu  différente  de  1 . 

Dans  le  Mémoire  cité ,  Euler  ne  se  bôlrne  pas  ait 
problème  dont  je  viens  de  donner  la  solution;  il  cherche 
aussi  les  probabilités  pour  la  sortie  de  m— ^i,  m — s,etc.> 
numétos ,  et  parvient  à  des  expressions  ttès  reitiar^ 
quables.  J'indiquerai  également  aux  lecteurs  tin  Mé-'* 
moire  inséré  dans  ceux  de  l'Académie  de  Berlin  j  pour 
Tannée  i75ii  (p.  255),  où  il  détermine  les  probabilités 
dans  le  jeu  de  Cartes  appelé  jeu  de  rencontte.  Le  seul 


(^)£oIer  trouve  0)74kg;  mais  Trembley  qui  e^t  reTenn  sar  cette 
ipiestion  dans  les  Mémoires  de  VA^aâém.  de  Bertin ,  aiin.  1794  et 
^79^  (P*^*  tQ  ayaftt  mis  pla&  d'exactitude  dans  les  calcnls,  est  par* 
Venu  an  nombre  rapporte  ci-dessns; 

»•  édition^  f 
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emploi  de  la  théorie  des  permutations  le  conduit  à  des 
résultats  très  élégans  et  très  curieux  (*). 

69.  Je  terminerai  cette  suite  de  questions  en  donnant 
une  idée  de  celles  qui  concernent  les  parties  jouées  en  ra- 
battant,  c'est-à-dire  en  ne  comptant  jamais  que  Texcès 
du  nombre  de  coups  gagnés  par  un  joueur^  sur  le  nom- 
bre de  ceux  que  Tautre  a  gagnés  ^  de  sorte  que  le  gain 
total  y  ou  la  fin  de  la  partie  ,  dépende  d'obtenir  \  non 
pas  un  nombre  donné  de  points  ^  mais  un  nombre  qui 
surpasse  d'un  excès  donné,  celui  des  points  gagnés 
par  l'autre  joueur. 

Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple ,  montrons  d*a« 
bord  ce  qu'il  peut  arriver  lorsque  l'excès  de  points  qui 
fait  gagner  est  égal  à  s;  désignons  par  A  et  B  \e^ 
joueurs ,  ainsi  que  les  points  qu'ils  gagnent ,  et  suppo- 
sons que  la  probabilité  d'obtenir  un  pouMpit  |.  Il  est 
évident  que  tous  les  arrangemeus  dans  l^Hp^  Id  même 
lettre  se  trouve  aux  deux  premières  places ,  doivent 
être  exclus  dès  qu'il  y  a  plus  de  deux  places ,  puisqu'ils 
désignent  un  coup  qui  ne  pourrait  se  présenter  qu'a- 
près la  terminais.on  du  jeu;  ainsi  l'arrangement  A  A 
faisant  gagner  le  joueur  A ,  exclut  Farrangement  AAB. 
On  voit  aussi  que  la  même  lettre  ne  saurait  se  trouver 
plus  de  3  fois  de  suite  après  la  première  place  ;  l'arran- 
gement BAAAAB ,  par  exemple ,  ne  peut  entrer  dané 
ceux  du  6®  coup  ,  puisqu'il  dérive  de  l'arrangement 
BAAA ,  -qui  terminerait  le  jeu  au  4*  coup.  Diaprés  ces 
observations ,  on  trouvera  que  les  divers  évènemens 
possibles  sont , 

{^)  La  même  question ,  présentée  sotts  un  antre  ënoncë  dans  la 
^théorie  analytique  de$  Probabilités, 'pM  M.  Laplace,  p.  217^ 
a  été  traitée  de  nouveau  par  M.  Tedenat,  dans  le  tome  XII  des ^n- 
nâles  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  qnc  publie 
M.  Gergonne  (p.  lao). 
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au  1**  coup,   au  a*,   au  3®,   au  4%  etc. 
A  A  A  ABA       ABAA 

ou  B  AB  ABB        ABAB 

BA  BAA        ABBA 

BB  BAB        ABBB 

BAAA 
BAAB 
BABA 
BABB. 

En  chercbant  dans  ce  tableau ,  dont  la  continuation 
ne  présente  aucune  difficulté,  les  arrangeniens  où  le 
ziombre  des  répétitions  d'une  même  lettre  surpasse  de 
â  celui  des  répétitions  de  l'autre  lettre ,  et  qui  termi- 
nent le  jeu ,  on  en  trouvera  a  au  a®  coup ,  savoir  , 
AA  et  BB  \  4  ^^  4*  co"P  >  savoir, 

ABAA,  ABBB,  BAAA,  BABB, 
et  ainsi  de  suite.  Les  probabilités  étant  \  pour  chaque 
événement  du  a*  coup ,  j  pour  ceux  du  3* ,  7?  pour 
ceux  du  4^>  etc.  I  on  aura  la  probabilité  .  a. ^  =1^ 
que  la  partie  se  terminera  au  a^  coup,  4*7V^=^à  <iu*elle 
finira  précisément  au  4^  coup ,  et  par  conséquent ,  la 
probabilité  i  +  i  qu'elle  ne  se  prolongera  pas  au-delà 
de  4  coups  -,  on  trouverait  ï+ï  +i  pour  le  6®  coup  , 
et  ainsi  de  suite  ;  car  il  est  d'ailleurs  évident  que  la 
partie  ne  peut  se  terminer  qu'à  un  nombre  pair  de 
coups. 

Si  le  gain  de.  la  partie  dépendait  d'obtenir  une  supé- 
riorité de  3  points ,  le  tableau  des  évènemenè  possil;>le3 
à  chaque  coup ,  deviendrait  beaucoup  pltis  compliqué  ; 
mais  Moivre  a  bien  simplifié  le  problème  ]  en  chef- 
chant  ,  en  premier  )ieu ,  la  probabilité  qu'à  un  coup 
déterminé  ,  la  partie  ne  sera  pas  finie  (*). 


(,*)  Doctrine  of  Chances  f  p.  aoa. 
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60.  Onand  la  supériorité  demandée  est  seulement  de 
denx  points ,  comme  dans  Texemple  ci-dessns ,  la  par- 
tie ne  pouvant  pas  être  décidée  en  moins  de  deux  coups, 
il  faudra  considérer  d*abord  la.  formule 

dans  laquelle  les  termes  c*  et^  indiquent  la  probabilité 
du  gain  de  deux  points  de  suite ,  soit  par  A ,  soit  par  B, 
et  aef  celle  que  la  partie  ne  sera  pas  finie.  Maintenant, 
pour  aller  plus  loin ,  il  faut ,  d'après  les  règles  concer- 
nant les  probabilités  composées  (17),  multiplier  aef 
par  e  +f\  ce  qui  donnera ,  pour  le  3*  coup  ,  les 
termes 

répondant  aux  évènemens 

AAB,  ABB, 

r 

dont  aucun  ne  peut  décider  la  partie  ;  passant  donc  an 
coup  suivant,  on  multipliera  encore  se^-f^^ç/^  P^^ 
«+/">  ce  qui  donnera 

dont  le  terme  du  milieu  4^^  répond  an  cas  où  la 
partie  n^est  pas  finie.  Déjà  Ton  voit  que  cette  par- 
tie   ne  pouvant  finir  que  dans  un  coup  d*ordre  pair, 

il  est  plus  3imp1e  de  prendre  pour  multiplicateur 

e*-f-  ae^+y^,  et  l'on  reconnaît  sans  peine  que  le&pro« 
habilités  cherchées  forment  la  progression  par  qco- 
tient 

2«f>     4«!f  >     ^Pf  etc. 
En  supposant^  comme  dans  notre  exemple ,  que  les 
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probabilités  simples  soient  égales  à  |-|  on  aura 

pour  la  probabilité  que  la  partie  ne  sera  pas  finie  an 
2*  y  au  ^"  y  au  6*  ^  etc. ,  coup  ;  et  en  retranchant  de 
r  unité  ces  fractions ,  il  viendra 

pour  les  probabilités  de  la  terminaison  de  la  partie. 

Lorsque  le  gain  de  la  partie  dépend  de  plus  de 
deux  points  >  on  ne  tombe  plus  sur  une  progression 
par  quotient;  mais  en  suivant  la  même  marche ,  on 
parvient  aisément  à  cette  règle  donnée  par  Moiyre  : 

Pour  trouver  la  probabilité  que  la  pc^rtie.  dcms  la^ 
quelle  le  joueur  A  doit  enlever  q  jetons  au  joueur 
B ,  ou  celui-ci ,  p  jetons  au  jotieur  A ,  ne  sera  pas 
finie  dans  un  nombre  r  de  c^ups ,  multipliez  le  bi-^ 
nome  e  +  f  par  lui-même  ,  autant  de  fois  qufil  y  a 
d'unités  dans  r  -^  i ,  en  observant,,  après  chaque 
multiplication  ,  d^ejfacer  les  termes  dans  lesquels 
tejcposant  de  la  lettre  e  surpasse  de  q  l'expo^ 
sont  de  la  lettre  f ,  ainsi  que  les  termes  oà  Vexpo^ 
sans  de  la  lettre  f ,  surpassé  de  p  celui  de  la  lettre  e 
(parce  quebes  termes  répondent  à. des  évèneméns  qui 
terminent  Ja  partie  )  ;  les  termes  restans^  composeront 
la  probabilité  demandée. 

Si  Ton  avait  f 

P=3,    9=a,    r  =  7, 
en  suivant  la  règle  ci-dessus ,  on  arriverait  à 

x3eî/^+aie'/n 
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et  si  Ton  faisait  e=/=:  | ,  il  en  résulterait 


134-91 


_  34_  17^ 
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et  1—^  =  21  pour  là  probabilité  contraire ,  c'est-à- 
dire  que  la  partie  soit  finie  en  7  coups.  On  arrî?erait 
immédiatement  à  cette  dernière  en  formant  la  somme 
de  tous  les  termes  rejetés  dans  le  cours  des  multipli- 
cations indiquées  ci-dessus ,  et  l'on  obtiendrait  la  pro- 
babilité qui  se  rapporte  à  chaque  joueur,  en  prenant 
les  termes  ou  celle  des  lettres  c^/*,  qui  le  concerne  > 
a  le  plus  fort  exposant. 

Il  resterait  à  trouver  la  loi  de  cts  termes ,  de  ma- 
nière à  former  la  probabilité  relative  à  un  coup  quel- 
conque ,  sans  passer  par  les  précédentes  :  M oivre  a  seu- 
lement indiqué  cette  loi  ;  mais  la  recherché  en  est  trop 

longue  pour  trouver  place  dans  ce  Traité  (wy.    la 
noteII)(*). 

De  la  Règle  des  Paris,  et  de  t espérance  mathématique, 

61.  Jusqu'ici  je  n*a^  encore  considéré  les  probabilités 
qu*en  elles-mêmes  ;  mais  le  plus  souvent  on  ne  les  cal- 
cule que  pour  régler  la  mise  et  te  gain  dans  les  jeux  , 
et  en  général  pour  apprécier  l'avantage  on  le  désavan- 
tage pécuniaire  des  spéculations  fondées  sur  des  évè-^ 
nemens  incertains.  Avant  qu'aucune  théorie  mathéma- 
tique eût  éclairé  celle  des  hasards ,  on  s'était  déjà 
entendu  pour  regarder  comme  équitable  tout  pari^  dans 
lequel  les  parieurs  déposent  des  sommes  proportion-^ 
nelles  au  nombre  des  chances  qui  les  feraient  gagner, 

(*)  M.  Ampère ,  dans  aes  Considérations  sur  la  Théorie  ma^ 
théfiuuique  du  Jeu,  est  parvenu  à  cette  Ioi|  par  un  procédt*  pt»- 
leiMnl  aJgâiri^ue. 
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Celui  qui,  dans  le  jet  d'un  dé  à  6  faces  ,  parlerait 
d'amener  une  face  désignée^  ne  devrait  déposer  ^u  jeu 
que  la  5*  partie  de  ce  qu'y  mettrait  son  adversaire , 
puisqu'il  n'aurait  en  sa  faveur  quel  chance^  tandis  que 
l'autre  en  aurait  5.  '         ,* 

Quelque  naturelle  que  soit  cette  conclusion ,  on  IW 
rendra  peut-être  encore  plus  évidente  ,  en  concevant 
d'abord  que  chaque  face  du  dé  soit  assignée  à  un  pa- 
rieur différent,  et  que  la  somme  mise  au  jeu  doive  échoir 
à  celui  qui  aura  désigi^é  la  face  amenée  par  le  jef .  Il 
n'y  a  pas  de  raison  alors  pour  que  la  mise  de  l'un 
de  ces  joueurs  soit  plus  considérable  que  celle  de  totit 
autre.  Son  gain  sera  donc  quintuple  de  cette  mise  ;  et 
si  quelqu'un  voulait  se  substituer  aux  5  autres ,  avant 
que  le  sort  eût  prononcé,  î!  devrait  nécessairement 
leur  rendre  leur  mise  :  il  déposerait  donc  5  fois  autant 
que  le  premier,  c'est-à-^ire  précisément  éti  raison  da 
nombre  des  chances  qui  sont  en  sa  faveur. 

Ce  que  je  viens  de  dire  sur  l'exemple  précédent  s'ap- 
pliquerait -également  à  de  plus  compliquas  ;  en  peut 
concevoir  de  même  que  36  parieurs  se  sont  distribué 
toutes  les  chances  comprises  dans  le  tableau  de  la 
page  1 1  ;  chacun  de  ces  parieurs  doit  déposer  la  même 
somme  au  jeu,  et  la  totalité  des  mises  foncerait  le 
gain  d'un  seul,  si  la  condition  à  remplir  était  l'ar- 
rivée de  la  chance  dont  il  a  fait  choix.  Mais  si 
cette  condition  est  seulement  d'amener  avec  les  deux 
dés  un  point  désigné ,  tous  ceux  des  joueurs  qui  ont 
pris  une  des  chances  fermant  ce  point  ont  un  droit- 
égal  au  gain  ;  ils  devront  donc  le  prendre  en  commun -^ 
pour  se  le  partager  également.  Si  le  pcnnt  dont  il 
s'agit  est  8 ,  par  exemple,  il  y  aura  5  gagnans ,  puisque 
ce  point  résulte  de  5  chances  ;  et  le  fonds  du  jeu , 
composé  de  36  mises  particulières ,  sera  acquis  par  5* 
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Si  donc  on  remplace  par  un  seul  individu  ceux  qui 
ont  les  chances  favorables  au.  point  8 ,  et  par  un  se- 
cond'ceux  qui  ont  toutes  les  autres,  on  voit  que  leurs 
mises  respectives  seront  dans  le  rapport  de  5  à  3i  , 
c'est-à-dire  proportionnelles  au  nombre  de  chances  qui 
las  font  gagner. 

Ces  considérations ,  dont  Moivre  paraît  avoir  fait 
Usage  le  premier  {*),  jnsti&çnt  suiEsamment»  ce  me 
semble,  Iç  principe  posé  ci-dessua,  d'après  lequel ,  si 
•^eux  joueurs^y  ayant  en  leur  faveur  leç  probabilités  è 
etf^  déposent  des  sommes  a  et  6 ,  il  faut,  pour  former 
un  pari  équitable ,  qu'il  y  ait  la  proportion 

'  a:  b  II  elfy        d'où        af^mbe. 

,  6d.  Ce  principe  suilit  pour  tous  les  cas  où  le  hasard 
•décide  en  une  seule  épreuve.,  parce  qu'alors  la  condi- 
.tion  des  joueurs  ne  change  que  par  la  conclusion  de 
l'événement  ;  en  sorte  que  si  la  volonté  des  joueurs , 
ou  un  empêchement  quelconque  s'opposait  à  ce  que 
le  hasard ,  étoii  dépend  le  jeu ,  fût  tenté  ,  chacun  d'eux 
renonçant  aux  chances  qu'il  avait  acquises  par  sa  misp 
^u  jeu ,  la  reprendrait  en  entier.  Il  n'en  est  pas  de 
même  quand,  pour  terminer  le  jeu  »  il  faut  des  épreuves 
répété^»  et  que  quelques-unes  ayant  déjà  eu  lieu ,  ont 
modifié  le  nombre  des  chances  favorables  aux  divers 
joueurs  ;  leur  espérance  a  changé,  et  >avec  elle  leur 
droit  sur  le  fonds  du  jeu.  C'est  sur  ce  nouveau  .pied 
^u  il  faut  régler  le  partage,  entre  eux ,  en  s'appuyant  sur  . 
la  convention  généralement  établie 4ans  tous  les  jeux, 
d'après  laquelle  tout  joueur  perd  la  propriété  de  for- 
gent qu'il  dépose ,  mçii^  cbcquiert  en  revanche  sur  le 


(*)  Boctriae  ef  Chances^  p.  3. 


DES  PROBABILITÉS.  lo5 

fonds  du  jeu  uk  droit  proportionnel  à  la  prohabilité 
<iuil  a  de  gagner  ce  fonds. 

Par  exemple ,  une  personne  parie  d*amener  deux  fois 
le  même  point  dans  deux  jets  consécutifs  d*un  dé  à  ' 
6  faces  ;  la  probabilité  de  cet  événement  étant  seule- 
ment j^,  et  celle  de  l'événement  contraire  || ,  cette 
personne  ne  doit  mettre  au  jeu  que  i«^'"  et  son  adver- 
saire 35.  Posons  que  le  premier  jet  ayant  eu  lieu^  le 
point  désigné  ait  paru,  et  qu'alors  les  joueurs  veuillent 
se  séparer;  celui  qui  a  parié  d'amenet*  le  point  désigné 
aurait  encore  au  second  jet  i  ckance  pour  lui  et  seule- 
ment 5  contre }  son  espérance  est  donc  très  différente 
de  ce  qu'elle  était  avant  le  premier  jet.  Dans  ce  cas , 
la  mise  totale  étant  considérée  comme  appartenant  an 
jeu ,  toutes  les  chances  également  possibles  ont  un  droit 
égal. au  partage  de  cette  somme,  et  celui  qui  réunit 
plusieurs  chances  doit  avoir  les  parts  cco'respo^ndantes  : 
ainsi  le  premier  joueur  prendra  le  6*  de  la  mise  totale , 
ou  G-^'*,  et  son  adversaire  les  f ,  ou  3o^'^ 

65.  Sous  cette  dernière  forme,  la  règle  des  paris 
servant  à  partager  la  somme  déposée  par  les  joueurs  ^ 
avant  que  le  sort  ait  prononcé  entre  eux,  prend  le  nom 
de  règle  des  parus  (*).  L'application  que  Pascal  en 
a  faite  aux  questions  que  lui  proposait  le  chevalier  dé 
Méré ,  déjà  cité  (34)*  ^  donné  naissance  au  calcul  des 
probabilités.  Voici  Tune  des  plus  simples  de  ces  ques- 
tions :  Deux  joueurs  ont  formé  un  fonds  destiné  à  ce-^ 
lui  qui  aura  le  plus  tôt  gagné  trois  parties;  ils  se 
séparent  lorsque  le  premier  en  a  gagné  deux   et  le 

(^)  Le  mot  parti  dtant  pris  dans  le  sens  de  distribution.  De  Jl^ 
esc  yenue  cette  façon  de  parler;  yâire  a  quelqu'un  un  bon  parti  : 
ce  serait  une  faute  ^e  de  dire  la  règle  des  parties*  (Voy.  OEut^res 
de  Pascal ,  t.  V ,  p.  3a.) 
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second  une;  on  demande  la  part  que  chacun  doit  avoir 
sur  le  fonds  du  jeu ,  en  supposant  que  la  probabilité 
de  gagner  isolément  une  partie  soit  {  pour  chaque 
joueur? 

La  considération  des  probabilités  composées  résout 
bien  £acilement  cette  question.  S*il  était  joué  une  par^ 
tie  de  plus  et  que  le  premier  joueur  la  gagnât ,  il  au- 
rait la  mise  totale  ;  la  probabilité  de  cet  éyèuement 
est  X.  5*11  n'arrivait  pas ,  chacun  des  joueurs  ayant  alors 
gagné  deux  parties ,  la  suivante  déciderait  nécessaire-* 
ment  leur  sort  ;  mais  la  probabilité  qu'elle  serait  jouée 
étant  7,  on  aura  ^  pour  la  probabilité  qu'elle  serait  ga- 
gnée par  le  premier  joueur ,  et  de  même  pour  le  se- 
cond. Or  cette  dernière  probabilité  est  la  seule  que  le 
second  joueur  ait  de  gagner^  tandis  que  le  premier 
avait  !>  dis  la  partie  précédente  ;  les  probabilités  to- 
tales sont  par  conséquent 

'  pour  le  !•'  joueur  ,-  +  7  =  71  et  pour  le  a*,  -. 

a      4       4  4 

Si  donc  le  fonds  du  jeu  était  de  G4  pistoles  ,  comme 
le  suppose  Pascal ,  le  premier  joueur  devrait  en  prendre 
les  |,  ou  4^  pistoles  y  et  l'autre  ^  seulement  »  ou  16. 
Quelque  simple  qu'il,  soit^  cet  exemple  peut  sufSre  pour 
montrer  ce  qu'il  faut  faire  dans  tous  ceux  qui  pourront 
se  présenter ,  et  réduit  la  dif&culté  au  développement 

'  de  tous  les  évènemens.  possibles^  jusqu'à  celui  qui  amène 

^  la  décision  du  sort. 

Pascal  ne  poussait  pas  le  calcul  si  loin  ^  dans 
]*exemple  ci-dessus  *,  il  se  bornait  à  chercher  ce  qui 
arriverait  si  la  4"  partie  était  jouée.  Dans  le  cas  où 
le  premier  joueur  la  perdrait  ^  les  deux  ayant  gagné 
chacun  le  même  nombre  de  parties  ,  auraient  droit 
à  la  moitié  des  64  pîstoks  :  u  Donc  s'ils  ne  veulent  point 
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t>  hasarder  cette  partie ,  le  premier  doit  dire  :  je  suis 
lï  sûr  d'avoir  32  pistolés ,  car  la  perte  même  me  les 
r>  donne  ;  mais  pour  les  autres ,  peut-être  je  les  aurai» 
n  peut-être  vous  les  aurez  ;  le  hasard  est  égal ,  partar 
n  geons  donc  ces  Sa  pistoles  par- la  moitié ,  et  donnez- 
n  mot ,  outre  cela ,  mes  32  pistoles  qui  me  sont  sûres.  Il 
V  aura  donc  48  pistoles  et  l'autre  1 6  (*).  îi  Ce  résultat  est 
le  même  que  celui  du  calcul  des  probabilités  compo- 
sées, et  le  raisonnement  paraît  ici  beaucoup  plus  simple; 
mais  il  ,perd  cet  avantage  dans  les  cas  plus  compliqués, 
qu'il  ne  résout  qu'en  les  faisant  dépendre  les  uns  des 
autres^  jusqu'à  ce  qu'ils  retombent  dans  celui-ci. 

Fermât ,  qui  s'occupait  du  problème  des  partis  en 
même  temps  que  Pascal,  y  appliqua  d'abord  la  méthode 
des  combinaisons ,  dont  celui-ci  eut  quelque  peine  à  con- 
cevoir l'emploi ,  lorsqu'il  s'agissait  de  trois  joueurs  ;  et 
pour  lever  ses  doutes.  Fermât  Bt  usage  des  pro- 
babilités composées  (**). 

64*  La  séparation  des  joueurs  avant  la  décision  du 
sort ,  qui  peut  n'être  qu'un  objet  de  convenance  ou  seu- 
lement de  spéculation  ,  devient  nécessaire  dans  le  cas 
où  le  terme  du  jeu  cesse  d  être  assignable,  comme  cela 
est  possible,  du  moins  mathématiquement,  dans  les 
parties  jouées  en  rabattant  (5g). 

En  effet 3  si  les  joueurs  voulaient  se  séparer  avant  la 
décision  du  sort ,  comme  l'époque  de  cette  décision  est 
indéterminée ,  il  faudrait  qu^ils  convinssent  préalable- 
ment du  nombre  de  coups  sur  lequel  ils  se  proposent  de 
régler  leur  partage.  Je  supposerai  que  dans  l'exem- 
ple du  n°  cité,  le  joueur  A  ayant  gagné  un  point  au  i*'^ 


(*)  OEuures  de  Pascal^  t.  IV,  p.  4i3. 

(*♦)  Ibid. ,  p.  439.  On  voii  i  la  page  4^4  >  q»c  Pascal  avait  aussi 
résolu  ie  hoA  de  trois  jcraeurs ,  par  sa  méthode  genérafe  qu^il  cite 
encore  p.  4^7  >  443- 
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coup  9  propose  alors  la  cessation  du  jeu  ;  le  tdblean  de 
la  page  99  montre  que  le  1"  coup  ayant  amené  Tévène- 
ment  A  ^W  ne  reste  au  second  coup  que  les  éyèuemens 
j4A  et  j4B,  dont  la  probabilité  est  5.  Le  premier  fait  ga- 
gner le  joueur  ^  ;  le  second^  réduisant  les  deux  joueurs 
à  l'égalité ,  donne  à  chacun  la  probabilité  i  de  gagner, 
la  même  qu*il  avait  en  se  mettant  au  jeu.  Suivant  ces 
remarques  y  les  probabilités  sont,  pour  le  i*' joueur, 
*  +ï'?  =  4*  pour  le  a*,  j,5  =  {.  Si  donc  ils  prennent 
le  second  coup  pour  régler  leur  séparation  ,  le  joueur  A 
aura  les  f  de  la  somme  déposée ,  et  le  joueur  B  seule- 
ment ^  ;  ce  qui  est  d'ailleurs  évident,  puisque  le  point  A 
arrivé  au  1"  coup ,  excluant  les  arrangemens  BA  etBB 
du  2*  coup,  ne  laisse  à  ce  joueur  que  la  part  assignée 
par  l'événement  AB. 

,  65.  La  considération  des  sçttimes  éventuelles ,  c'est- 
à-dire  dépendantes  du  hasard,  a  introduit  dans  le  cal- 
cul des  probabilités  une  expression  qui  mérite  uû  exa- 
men particulier ,  celle  à^espérance  mathématique ,  par 
laquelle  on  désigne  le  produit  d*une  somme  éventuelle 
par  la  probabilité  de  l'obtenir.  C'est  dans  la  règle  des 
partis  qu'on  en  saisit  le  mieux  la  raison.  Lorsque  des 
joueurs  consentent  à  partager  le  fonds  du  jeu  avant 
que  le  sort  en  ait  disposé ,  ils  n'ont  encore  que  des 
espérances  ;  et  cette  règle  accordant  à  chacun  d  eux , 
isur  ,1a  somme  déposée,  une  partie  indiquée  par  la 
probabilité  qu'il  a  de  gagner  le  tout,  il  était  assez 
naturel  de  prendre  cette  partie  pour  là  Valeur  de  son 
attente.  On  pourrait  aussi  la  considérer  comme  ce  que 
devrait  lui  payer  quelqu'un  qui  voudrait  prendre  sa 
place  si  le  jeu  continuait.  On  va  retrouver  ces  divers 
points  de  vue  dans  la  règle  des  paris. 

GS.  Premièrement,  l'équation  af/=.  be  (Si)  exprime 
l'égalité  des  produits  formés  en  multipliant  le  gain 
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qtt*espète  chaque  joqeur,  par  la  probabilité  de  Tobte- 
nîr  :  on  peut  donc  dire  que  dans  un  pari  équitable , 
les  espérances  mathèpiàtiques  des  deux  parieurs,  doivent 
être  égales.         -         • 

Secondement,  si  I*on  regarde  les  mises  de  cea  joueurs 
comme  ne  leur  appartenant  plus,  dès  qu'elles  sont 
déposées,  et  qu'on  évalue  l'espérance  sur  la  rentrée 
de  la  somme  de  ces  mises,  que  produit  le  gain  du 
pari,  on  aura  < 

(a  +  h)e  pour  le  i*'  joueur,     (a  +  h\f  pour  le  a*; 

et  à  c^ise  que  feztz  afet  e^ftz.  1 ,  ces  valeurs  sont 
respectivement  égales  aux  mises  a  et  6.  On  voit  donc 
que  la  mise  de  chaque  joueur  doit  être  égaie  à  son 
espérance  mathématique  sut  la  somme  déposée  pour 
former  le  fonds  du  jeu;  elle  peut  être  consid^ée 
comme  le  prix  qu'il  donne  pour  acquérir  cette  es- 
pérance ;  et  en  observant  que  la  certitude  est  représentée 
par  1  ^  on  aura  les  équati^is  remarquables 

»  •  <  , 

Troisièmement ,  si  l'on  met  l'équation  0/*=  be  sous 

la  forme 

be  ^—  flf  =  0  , 

et  qu'on  regarde. les  pertes  commodes  sommes  négatives, 
le  produit  —  af  de  la  somme  — -  a ,  par  la  probabilité 
y  du  gain  du  second  joueur ,  pourra,  entrer  dans  l'éva- 
luation de  l'espérança  mathématique  du  premier ,  la- 
quelle se  formera  alors  en  multipliant  le  profit  ou  la 
perte  que  lui  apportent  chacun  des  évènemens  possibles^ 
par  la  probabilité  de  ces  évènemens ,  et  donnant  aux 
pertes  le  signe  — .  Elle  sera  égale  à  zéro,  dans  le  cas 
du  pari  équitable  ;  ce  qui  veut  dire  que  l'état  du  joueur 
doit  être  envisagé  comme  n'étant  pas  changé  par  son 
entrée  au  jeu. 
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Ce  dernier  point  de  vue  semble  présenter  une  con^ 
fradiction  dans  les  termes  ;  car  Tétat  indi^ié  par  Tes- 
pérance  mathématique  du  joueur  est  Gctif  :  il  n'est  point 
celui  qui  a  lieu  dans  la  réalité.  Après  la  décision  du 
sort  y  l'argent  du  joueur  sera  augmenté  de  b  ou  dimi- 
nué de  a ,  selon  qu'il  aura  gagné  ou  perdu.  Dans  l'un 
et  l'autre  cas ,  son  état  sera  différent  de  ce  qu'il  était 
avant  le  jeu.  Comment  donc  interpréter  cette  conclu- 
sion »  dans  laquelle  semblent  se  compenser  l'un  par 
l'autre  deux  évènemens  qui  s'excluent  mutuellement  7 
Par  les  conséquences  des  épreuves  répétées ,  dont  la 
multiplication  tend  sans  cesse  à  rapprocher .  la  dis- 
tribution des  évènemens  simples  du  rapport  de  leurs 
probabilités. 

67.  Cette  explication ,  donnée  par  Condorçet ,  qui 
a  le  premier  remarqué  la  difficulté ,  s^appuîe  sur  des 
propositions  démontrées  par  le  calcul.  D'abord  ,  dans 
un  nombre  quelconque  d'épreuves  ,  le  plus  probable 
des  évènemens  composés  est  précisément  celui  où.  le 
^ain  égale  la  perte.  En  effet ,  si  les  évènemens  ^  et  B, 
dont  l'un  fait  gagner  b  et  l'autre  perdre  d,  ont  respec- 
tivement les  probabilités 

m  /.  Ji 

y      S  — 


on  aura 

,  -       bm  —  an 

be—af=:  , 

et  par  conséquent 

im  — fl/i  =  o,  quand  6e  — q/'zso. 

Mais  dans  un  nombre  r(mrj-n)  d'épreuves ,  l'évène^ 
ment  le  plus  probable  étant  composa  de  rtn  évène-* 
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inens  ^  et  de  m  éyènemens  B  (29),  donnera  au  joueur 
qui  parie  pour  A^  la  somme 

bmr  —  anr , 

qui  s'éyanouît  quand  on  a  l'équation 

bm  —  en  =  o ,    ouja  proportion    al  b  llmln^ 

c'est-à-dire  lorsque  les  mises  sqpt  en  rabon  des  proba- 
bilités (61). 

68.  A  la  vérité ,  ce  résultat  précis  ne  repose  que 
sur  une  probabilité  relative  ;  mais  on  peut  obtenir 
une  probabilité  absolue ,  de  plus  en  plus  grande ,  d'en 
approcher ,  dans  un  certain  sens ,  aussi  près  qu'on  le 
voudra ,  savoir ,  la  probabilité  que  le  rapport  du  nom-f 
bre  des  évènemens  A  au  nombre  des  épreuves  sera  corn- 
pris  entre  les  limites 

— r~    ®t    — r"  » 

Tn-p/t  Tïl-pH 

• 

lorsqu'on  embrassera  r(m  +  n)  épreuves  (34)» 

Écrivons  dans  ces  formules  sm  et  sn  à  la  place  de 
m  et  de  n  ^  suivant  l'observation  du  n**  35  ;  les  limites 
ci-dessus  devenant 

jwi  +  i  ^m— 1- 


s{m+  n)  *      s(jn  +  n)  ' 

se  rapporteront  à  des  évènemens  compoisés  dan»  les- 
quels il  en  entrera  au  plus  rsm  +  r  de  l'espèce  A 
avec  rsn  —  r  de  l'espèce  B ,  et  au  moins  rsm  —  r  de 
Fespèçe  ^  avec  rsn  +  î*  de  lespèce  B*  Dans  le  pre- 
mier cas  >  le  joueur  qui  parie  pour  A  recevra. .... 
(wm'-f-  r)b ,  et  donnera  (rjii~  r)a;  la  valeur  de  cet 


113  tRAlTÉ  ÉLÉMENTAIRE 

événement  composé  sera  donc 

(rsm+r)b  —  (ry»  — r)a  =  w  (mb  —  «a  -f — ^^^  )• 

Si  elle  est  positive ,  ce  qui  arrivera  quand 

,    1   0  +  4^ 
mb  + >  na , 

elle  exprimera  le  gain  da  joueur  qui  parie  pour  A  >  et 
la  perte  de  celui  qui  parie  pour  B* 

Dans  le  second  cas  ^  au  lieu  de  la  valeur  ci^essus^ 
on  aura 

(rjTO  —  r)b — (rsn-j- T^a=:irs  (mb '^na-^ --^^^—j  , 
valeur  qui  sera  négative  si  • 

naH • — >mi, 

s 

et  qui  alors  exprimera  une  perte  pour  le  premier 
joueur ,  un  gain  pour  le  second* 

Quand  bm  —  an  =  o  1  tout  devient  égal  entre  eux^ 
ils  ont  la  même  probabilité  de  ne  pas  gagner  et  de  na 
pas  perdre  au-delà  de  la  somme 

'a  +  b 


r.(i±i)=Ka  +  5). 


C*est  une  partie  déterminée  de  la  mise  totale  de  chaque 


an 


joueur  ;  car  si  Ton  y  remplace  b  par  sa  valeur  — ^ 

m 

tirée  de  Téquation 

bm  —  cjj  3S  G , 
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elle  deviendra  ^^^^^"\  et  la  mise  totale  du  joueur 
qui  parie  pour  A  étant  wa(m  +  n)  =  M,  on  aura 

M 

là  aomme  gagnée  on  perdue  a  donc  avec  la  misa  totale 
le  rapport  ■«---• 

STTt 

En  désignant  pai*  3f  la  mise  du  joueur  qui  parie 
pour  B ,  on  trouverait  de  même ,  en  chassant  a  au  Hett 
de  b^ 

sn  t 

* 

\       .   •  •  • 

-te  qui  donnç,.pQur  le  second  joueur,  le  rapport  -^. 

sn 

Il  suit  de  là  que ,  comme  on  peut  assigner  d*abord 
au  nombre  s  telle  valeur  iquon  veut,  on  pourra  sup- 
poser aussi  petitB  qu'on  le  voudra  les  rapports  -i-  , 

'  sm 

1  •  -  '^ 

—  ;  et  prenant  ensuite  pour  r  des  nombres  de  plus  en 

plus  considérables ,  on  obtiendra  une  probabilité  de 
plus  en  plus  grande ,  que  la-  somme  perdue  par  l'un 
quelconque  des  joueurs j  et  gagnée  par  t autre ,  ne  sur^ 
passera  pas  Unejraction  donnée  p  et  aussi  petite  quon 
le  voudra ,  de  leur  mise  totale, 

Gq,  Supposons  maintenant  que  réqùation • 

bm  —  an  ==  G  n*ait  pas  lieu,  mais  qîie  Tespérance  du  se- 
cond joueur  l'emporte  sur  celle. du  premier  :  posons  an 
conséquence ,  an  =:  bm  •-f*  c  y  il  en  résultera  ,  dans  !• 
premier  cas  , 

A*  édition^  8 
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rX        _f  *  +  *\  /  8^^"  ^"  **'  joueur, 
r5^— c  +  --y-^  l  perte  du  û- . 

et  dana  le  second  cas , 

(a4-&\  f  perte  du  !•'  joueur, 
*       *     /  l  gain  du  »•. 

On  "ki^  pat  ces  éîi^esdîons ,  que  le  gain  du  i*' joueur 
se  change  en  perte ,  et  la  perte  du  fl*  eu  gain ,   dès 

I      L 

que  c>  ;  le  i"  joueur  perdra  donc  dans  toute 

l'étefiiâtre  dés  lîmites'  assignées  aux  évènemens  compo- 
sés ,  tandis  que  le  a*  gagnera  toujours  entre  ces  mêmes 
limites.  Or  le  nombre  s  pouvant  être  pris  |lussî  grand 
qu'on  voudra ,  il  s'ensuit  que  quelque  petite  que  soit 
la  différence  qu'on  établisse  entre  les  espérances  mor 
thématiques  dé  deux  joueurs  ;  on  pourra  /  en  maU 
tipliant  le  nombre  des  épreuves ,  obtenir  telle  proba" 
bilité  qi/on  voudra,  que  lé  joueur  favorisé  sera  toujours 
eh  gain ,  et  Cauête  toujours  en  perte.  * 

Cette  dernière  proposition  mte  partit  bito  suflBsante 
pour  fonder  la  règle  du  pari  équitable  ,  et  fixer  le  sens 
que  Tou  doit  attacher  à  l'espérance  mathématique  ; 
elle  prouve  la  nécessité  de  faire  entrer  la  répétition 
dés  hasards  dans  Tappréciation  dés  pertes  et  des  gains 
qu'ils  amènent ,  et  justifie  complètement  l'assertion  qui 
termine  le  n**  éfi  (*)• 

70.  Je  n'ai  encore  considéré  que  deux  évènemens 

('^}  Gondorcet  ajotite  encore  les  cooàidëratiôns  suivaiftes.  qai  ne 
sont  pas  moins  corienses. 

Dans  lé  déyeloppement  de  {pi-^-nf^^^^  la  somme  des  termes  qni 
ptécèdent  le  pins  grand ,  celui  qài  est  aflfècté  dé  nV^nr*  ,  compare'e 
à  la  falenr  touile  du  dëvelbppemfifit ,  tend  satM  cesse  vers  le  ra{^rt 
\\  il  en  est  de  même  de  la  somme  des  termes  qui  sukrent  ce  plus 
grand.  Les  premiers  répondent  auzë?ènemens  qui  font  gagner  le 
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possibles  à  chaque  épreuve;  mais  on  appli^é  Vêspé^ 
tance  mathématique  à  révaluation  de  tous  les  genres 
de  hasard.  Soit  ^  par  exemple,  un  dé  à  Q  faces , 
marquées  depuis  i  jusquà  6  ^  pour  l'apparition  de  chor* 
tune  desquelles  un  joueur  s'engage  à  donner  à-celiii 
qui  jette  le  dé ,  autant  de  francs  quelle  contient  de 
points;  on  demande-  la  somme  que  ce  demfef  'doit 
mettre  au  jeu  ?  L'espétance  m,athéinàtiqae  de  celui-ci 
se  forme  en  ajoutant  celles  que  donnent  tous  l^s  év^ 
nemens  possibles  »  et  qui'  sont  égales  au  produit  du 
nombre  de  poii^ts  marqués  sur  les  diverses  faces ,  pat 
la  probabilité  ^  d^en  amener  une  quelconque  :  le  ré- 
sultat est 

i'(i 4- fl -4. S-f. 4 4- 5  +  6) î=: 3)f'- i , 

«t  par  conséquent  la  mise  cherèbée  (66).  Aucun  ëvè^ 
nement  ne  rapportera  précisément  cette- somUiè  ;  mais 
elle  est  la  ihoyenne  (ou  elle  tient  le  milieu)  entre 
celles  que  le  second  joueur  reflire  psx  les  gains  et  celles 
que  lui  laissent  les  pertes  ;  c'esf'-à-^dSïè  qîie  lés  utiles 
sont  autant  an-dessus  ^pie  les  autres  sdnt  au-dessous. 

En  effets  il  éprouyera/  sur  ItM  points • 

•  '     ■  ■  A       ' 

1,  dj  o,  ks  pertes  a^'''  -,  i/'«  ^,  ^.    , 

■     -  '  '        ■        ■  ■  "        .'  '  * 

fooenr  pariant  pont  Aj  iés'aiittes  aiix  ëvèoemens  qui  font  gagnet 

Bpo  advmaû»,  loffqoTe  lieura  «^p^occs  xpactliëmaiiqiiei  sont  égales  ^ 

et  fcuJerneot  dat»  ce  ca^j  il  jsVpsuit.jdonc  qae,  dan»  ce:, cas  seo^ 

ment ,  1<^^  probal^iilités  de  gain  tendent  à  devenir  égales  pour  cha' 

ijne  jooeur ,  à  mesure  qne  les  épreuves  se  mnltiprient*  {Essai  sur  la 

'  ptobahUUé  des  déûisions ,  eie. ,  p.  14S).  Le^  bornes  dans  lesqaellei 

je  me  «nis  pvo^os^  de  ff^^fOfm  <et  Onn»^  f  nèl^e  pennetMst  i^as 

de  rapporter,  la  d^mçnstjridiqn  d^  la  popositip^  ci-defsn^;.  mais 

on  en  trbnvera  da  moins  des  exemples  nnmériqnes  dans  la  note  de 

la 'page  345» 

8.« 


i 
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.et  jui*  lei  points 

4,  5 .  6 .  les  gaina  -    ,  \f^'  - ,  a^''*  -. 

les  unes  compensent  les  autres.  Pour  le  ptemîer  joueur,' 
'^ee  serait  la  même  chose,  mais  dans  Tordre  inverse. 

De  plus,  cette  valeur  moyenne  est  celle  qni  ne  pro<^ 
.  duit  ni  perte  ni  gain,  pour  Tévènement  composé  le 
-plus- probable  dans  les  épreuves  répétées  ,  puisque  cet 
'événement  répond  au  terme  dont  les  exposans  sont  pro» 
I  por^ionnels  aux  probabilités  des  évènemens  sim- 
ples! (Si)* 

71.  Cette  compensation  ne  peut  être  considérée  que 
comme  u^  état  fictif  résultant  de  l'impossibilité  d'assî-* 
gner  de  quel  côté  sera  le  gain,  lorsque  le  jeu  est  égal  ; 
car  il  faut  bien  remarquer  que  si  le  calcul  montre  que, 
./dans  ce.  cas ,  les  rapports  des  pertes  aux  mises  totales 
.des,  joueurs,  sontrenfermés  dans  des  limites  de  plus  en  . 
plus  resserrées  (63) '>  H  ne.s*en  suit  pas  la  diminution  de 
,  la.valeur  absolue  de  ces  pertes,  mais ,  au  contraire ,  aon 
,  augmentation,  4)uisque  la  somme  r(a'+4f)  croît  san&cesse 
avec  r.  Aussi,  en  ne  considérant  que  le  résullàt général  du 
jeu,  sans  s'arrêter  au  sort  de  Tun  des  joueurs  en  particu- 
lier, çn  trouve  sans  peine  quUy  a  unèprobabilité  toujours 
croissante,  que  la  perte  surpassera  unesomme  donnée^ 
..  quelque  consjidérablç  que  soit  cette  somme, 

,.  Pour  y  parvenir,  supposons  <  d'abord  que  les  piro- 
■  babîiités  des  évènetnens  simples  soient  égales  ;  prenons 
~  en  conséquence  le  développemept  de  (e  -i-f)^^,  riepré- 
sentons  par  /«e^  le  terme  qui  en  occupe,  le  mi* 
'  teu  •>  enfin ,  joi^onsà  ce  terme  un  nombre  ^ ^e  ceux 
'/iïfailé'précèdent^  et  autant'de  ceux  qui  le  suivent.  Ncm» 


DES   PROBABILITÉS?,  ^^7 

auront  une  expression  de  la  forme 

et  indiquant  les  évènemens  où  la  différence  entre  le 
nopibre  des  parties  gagnées  et  celui  des  parties  perdues 
ne  s  élèvera  pas  à  plus  de  Qq.  Or,  cette  probabnîté 
comprenant  a^  +  i  termes ,  ira  sans  cesse  fen  décrois- 
•ant,  si  le  nombre  g  reste  le  même,  tandis  que  le 
nombre  p  augmente  (Sa)  ,  et  par  conséquent  là  pro- 
babilité contraire ,  qui  est  formée  du  reste  des  ter- 
mes du  développement  de  (e  +/)*'',  s'approchera  de 
plus  en  plus  de  l'unité. 

îl  suit  évidemment  de  là,  que  si  l'on  désigne  la- 
mise  de  chaque  joUeur  par  a ,  et  que  sa  fortune  ne  sur- 
passe point  aqa ,  il  existe  un  nombre  p ,  donnant  une 
probabilité  aussi  grande  que  l'on  voudra  que  la  P^rté 
résultant  du  jeu  s'élèvera  à  plus  de  zqa ,  et  qu'ainsi 
l'an  des  joueurs  finira  par  être  ruiné,  quoique  le  jeu 
«oit  égal;  seulement  la  probabilité  de  cettç  ruine 
sera  la  même  pour  un  joueur  que  pour  Tautre  ,  parce 
que  les  termes  qui  les  expriment  dans  le  développe^ 
ment  de  (e  +/)*''  sont  identiques.       .       • ' 

Quand  les  probabilités  des  évènemens  simple»,  sont 
inégales ,  il  faut  employer  l'expression      • 


(i»H-nyC'«+») 


> 


dont  les    termes   extrêmes    répondent   à    une   perte 
marquée  par 

(rm  +  q)b —  (m  —  q)a=q  (a  +  i) , 

à  cause  que  rmb  ■*-  rna  =sî  o  (G7).  ' 

Prenant  alors  q{a  +  b)  pour  l'expreiiion  de  la  for- 
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tuae.de  chaque  joueur  »  on  pourra,  trouver  encore, 
comme  ci^dessns,  à  cause  de  rinyariabilité  du  nombre  9, 
une  probabîïité  dç  plus  en  plus  grande  ^  que  le  jeu  suffis 
samnient  prploni^é  occasionn era. à  Tu^d^s  Joueurs  unis 
pé^e  é^le  à  q(a  -j-  i),  et  le  ruinera  par  conséquent  (*). 
Lorsque  le  jeu  est  inégal ,  alors  la  répétition  des 
épreuves  tend  sans  cesse  à  l'acoumulation  des   plus 
petits  avantages,  dont|   comm^  pn  Ta. vu   dans,  le 
n^  Sq  ,  la  prol>abilité  croit  sans  cesse  »  et  peut  être 
portée  aussi  pr^s   de  l'unité  q^ù'on  le  voudra.  Aussi 
rexpérience  prouve-'t-elle  chaque  Jour  ^que  les  ian- 
quiers  qui  se  chargent  de  tenir  un  jeu  de  pur  hasard  j, 
moyeanant  certains   avantages  sur  les  chances  »  .se 
procurent  un  bénéfice  assuré,  dès  qu'ils  ont  des  fonds 
siilEsans  pour  faire  face  à  quelques  évènemens  trop 
défavorables  qui  peuvent  arriver  de  temps  à  autre. 

.  7d.  Le  «^i^ecès  des.  loteries  est  de  ce  ;genre  ;  il  est 
fondé  sur  ce  qu'elles  ne  rendent  pas  à  ceux  qui  7  mettent 
(ou  aux  ponces),  lé  gain  correspondant  aux  risques  qu^ils 
courenjt  ;  la  disproportion  e&t  le  plus  souvent  considé» 
rable ,  et  augmente  à  mesure  que  les  probabilités  de 
succès  diminuent ,  ainsi  qu*on  va  le  voir  dans  la  loterie 
de  Franjpe. 

U extrait  simple  f  ou  la  sortie  d'un  seul  numéro ,  ne 
rend  que  iB  fois  la  mise,  quoique  sa  probabilité  n  étant 

que  r^(47)>  il  devrait  produire  un  gain  égal  à  17  fois 
la  mise,  et  rendre  par  conséquent  18  fois  cette  mi&e^ 


('*')  Ici  les  probiibilitc0  ne  seront  pas  exactement  les  mêmes  poa» 
chaqae  jouear  ;  mais  suivant  Tindication  donnée  dans  la  note  de  k^ 
page  ii4 ,  eltes  tendront  sans  ces9e  h  devenir  égales,  en  $'a]^pç0ctia,9^ 
de^. 
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L'espéraqce  mathématique  du  banquier  estcède  doiic 

o        ^ 

ici  de  -^=^  celle  des  pontes. 
lo      p  .  • 

Vextrait  déterminé,  où  la  sortie  d'un  seul  numéro  >  à 
une  place  marquée  du  tir^ge^  la  première,  par  exemple , 
ne  rend  que  jo  fois  la  nibè ,  pour  une  probabilité  égale 

à  — ;   l'avantage  du    banquier^  sur  ce  hasard,  est 

â<^     .9 
Vambe,  (fvL  la  sortie ,  dans  le  même  tirage ,  de  deux 

nuxa4rQ6  di8igp4f»  i^  rend  i^ue  ayo  fois  ](a  mise  ;  mais  90 

numéros,  combinés  â  à  s,  produisant  ^  '  *^=2^o$ 

5.4 
ambesy  et  les  5  numéros  d'un  tirage  ~^=:  10  ^  )a  pro- 

r  ' 

habilité  de  J^^prtiç  d'w  ambe  est  j — g  5  la  prçbabilité 

3qq5 
contraire ,  ~~  ;  le  gain  du  ponte  devrait  donc  être 

3qq5 

-^^  =x^9,5  fois  la  mise  ;  Vavantage  du  banquier  est 
10  ■ 

par  conséquent 

Uambe  déterminé,  ou  la  sortie*  dô  deux  numéroit 
désignés ,  dans  une  place  donnée  du  tirage ,  ne  rend 
que  5 100  fois  la  mise.  Gomme  il  s'agit  ici  des  amm- 
gemens  deux  à  deux ,  et  non  pas  des  combinaisons  , 
les  go  numéros  produisent  8010  ambes  déterminés  ; 
de  plus ,  la  place  étant  £xée  d^ns  le  tirage ,  la  pro- 
babilité d'uQ  ambe   déterminé  sera    par  conséquent 
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g ;  la  probabilité  contraire  ^ — 3  ;  le  gain  du  pont^ 

devrait  donc  être  Soog  fois  la  xaUe  -  Tayantage.  du 
banquier  est  par  conséquent 

(8oo9-5o99)8ij3  =  gi. 

Le  terne ,  ou  la  sortie ,  dans  le  même  tirage  »  à» 
trois  numéros  désignés ,  ne  rend  que  55oo  fois  la  mise  i 
mais    go    numéros  ^    combinés   3   a    3 1    produisant 

"  '  ^'^    =  1 17480  ternes,  et  les  5  numéros  du  tirage    . 

5.4.5 

\,=  io,  la  probabilité  de   la  sortie  d*un  terne 

est r^-  := -^  1  la  probabilité  contraire ,  — ^  : 

117480      11748'      ^  '  11748* 

le  gain  du  ponte  devrait  donc  être  1 1 747  fois  ta  mise , 

l'avantage  du  banquier  est  par  conséquent 

(n747-5499)  77^  •■^•^  =  ^. 

Le  quateme  y  ou  la  sortie,  dans  le  même  tirage  j^ 
de  quatre  numéros  désignés^  nç  rend  que  76000  fois 
la  mise  ;  mais  les  90  numéros ,  combinés  4^4»  P^^^ 

duisant^   '      '      ^^=^a555iQ0  quaternes,  et  les  5 
i.a.3.4  ^     ^ 

numéros  du  tirage ,        \  ,  =  5 ,   la   probabilité  c^e 

5  1 

la  sortie  d'un  quateme  est  -=^r= =  t^ =0  ;  la  pr(;K 

^        aoDDigo   oiioDo 

5i ioSt 
habilité  contraire ,  ç- — 5^  ;  le  gain  d»  po^te  <îevr«.tt 
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donc  être  5i  io57  fois  la  mise;  Tavantage  du  banquier 
est  par  conséquent 

,,      „         ,      V      1  43eo38       fliSoig. 

(5i  1037-74999)  g^y^gg  =  5-333  =  ^57^. 

On  pouvait  mettre  autrefois  sur  le  quine,  ou  sur  la 
sortie^  dans  le  même  tirage,  de  cinq  numéros  dési-> 
gnés,  qui  ne  rendait  que  i  ooo  ooo  de  fois  la  mise  ; 
mais  les  90  numéros  ,  combinés  5  à  5  ,   produisant 

cz  /^ —  =  43  949  ^68  quines,  et  les  5  nu- 

méros  du  tirage,  ^,  la  probabilité  dfi  la  sortie  d'un 

*quine  était'  donc  J5-7 — ^;  la  probabilité  contraire , 

'.r-    .     fZi  U  gain  du  ponte  aurait   donc    dû  être 
40949268'      '  °  ^  ^ 

43  949  367  fois  la  mise ,  l'avantage  du  banquier  était 

par  conséquent 

(43  949  ^67-999999)43^^8=4394^168  ^ 

,43 
et  surpassait  ~=, 

On  a  supprimé  cette  manière  de  jouer ,  dans  la-^ 
quelle  la  difficulté  de  gagner  était  si  grande ,  qu'elle 
devait  rebuter  presque  tout  le  monde.  Pour  s'en  faire 
bientôt  une  idée ,  il  suffit  de  considérer  qu'en  faisant 
fi  tirages  par  mois  dans  4  villes  différentes ,  ce  qui  don- 
neraît  96  tirages  dans  un  an  ,  il  faudrait  plus  de 
457804  ans  pour  que  tous  les  quines  fussent  sortis  , 
en  supposant  encore  qu'aucun  ne  se  fût  répété  pendant 
cet  immense  intervalle.  La  sortie  de  tous  les  quaternes 
f?çigerait,  dans  la  même  hypothèse  2  plus  de  53:i3  ans  1. 
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on  trouyer^t  bien  autre  chose  encore,  aï ,  par  la  for- 
mule du  n<*  57 ,  on  cherchait  le  nombre  de  tirages  qu'il 
faudrait  embrasser  pour  obtenir  la  probabilité  ^  de  ga- 
gnerun  quine  ou  un  quaterne. 

73.  n  ne  faut  pas  croire  pourtant  que  le  gain  dn  ban- 
quier, à  la  loterie ,  soit  ansai  démeauré  qiie  1^  «ipntrent 
les  calcula  précédeas.  Pour  qiio  la  grande  dÂpropor* 
tion  étajbjie  entre  la  miaeet  le  gain  produiait  iofisullible- 
ment  son  plein  eOTèt ,  il  faudrait  que  toutea  lea  combi* 
naîsoQs  des  numéros  fussent  jouée^s  avec  des  mises  égales, 
mais  c'est  ce  qui  est  bien  loin  d'arriver.  Lea  mises  par' 
extrait ,  qui  sont  les  plus  nombreuses ,  ae  distribuent 
très  inégalement  entre  les  90  numéros ,  selon  la  date 
de  leur  dernière  sortie  ,  on  d'après  des  rêveries  super- 
stitieuses; aussi  Tadministration  de  la  loterie ,  qui  crai- 
gnait là  sortie  d*nn  numéro  trop  cluttgé  de  mises^  s'était 
rès^vé  le  droit  de  le  fyrwer ,  c'est-à-dire  de  ne  pas 
recevoir  les  mises  qui  seraient  faites  sur  ce  numéro  ; 
mais  une  longue  expérience  l'ayant  bien  rassurée  sur 
cette  crainte ,  elle  ne  met  plus  à  présent  de  r^çatriction 
à  ]a  volonté  des  pontes  ;  seulement,  comme  autrefois , 
elle  fait  vendre  des  billets  arrangés  d'ayauce»  afin  de 
répandre  autant  qu'il  est  possible  les  mises  sur  tontes 
les  combiDaisons.  Cependant  il  n'est  pas  nécessaire  que 
le  partage  des  mises  approche  beaucoup  de  Tégalité , 
pour  mettre  le  banquier  hors  de  perte  :  c^est  ce  dont  on 
peut  se  convaincre  >  en  considérant  ses  avantages  sous 
le  raj^port  des  recettes  aux  dépenses  dans  chaque  tirage. 
Si  toutes  les  mises  par  extrait  étaient  les  mêmes , 
un  tirage  lui  coûterait  ^  X  i5  mises,,  ou  76  mises  ; 
s'il  en  avait  reçu  90 ,  il  aurait  un  bénéfice  assuré  de 
i5  mises  j  et  il  serajt  ^u  pair  s'il  y  avait  eu  seulement 
76  numéros  placés.  Faisant  le  même  calcul,  sur  les 


I 
I 
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autres  manières  de  jouer  les   numéros ,  on  verra  l'ex- 
cédant de  la  recette  sur  la  dépense  augmenter  d*une 
manière  si  rapide,  que  le  pair  est  atteint  bien  ayant  que 
toutes  les  combinaisons   ou  les    arrangemens  soient' 
remplis. 

Au  reste  ,  les  profits  bien  constatés  de  la  loterie, 
pendant  une  longue  suite  d'années,  les  pertes  et  les 
désordres ,  malheureusement  aussi  bieA  constat^ ,  dont 
elle  a  été  la  cause ,  pour  une  multitude  de  ge;n$  da 
toute  profession^  enivrés  par  ses  espérances  trompeuses, 
parlent  encore  plus  haut  que  les  calculs  précëdens  , 
contre  la  faiblesse  qui  f^t  hasarder  dans  un  jeu  auâsl 
inégal  un-  argent  do^t  on  pourrait  faire  un  usage 
profitable  autant  à  l'amélioration  des  mœurs  qu'aux 
avantages  physiques  des  hommes,  s'il  y  avait  des  caisses 
d'épargnes  solidement  établies ,  sagement  administrées, 
où  recueillant  les  petites  économies  de  l'ouvrier  labo- 
rieux et  du  domestique  fidèle ,  on  leur  préparât  d  ^s 
ressources  assurées  pour  le  temps  de  la  vieillesse  et  des 
infirmités. 

CeKx  qui  veulent  absolument  se  bercer  d'espérancea 

frivoles ,  ont  retourné  de  tontes  les  manières  les  com* 

binaisons  que  présentent  la  constitution  de  la  loterie 

et  les  tableaux  des  numéros  sortis  depuis  son  établis* 

sèment  j  afin  d'y  chercher  un  moyen  de  trouver  son 

côté  faible.  Ce  qn*ils  ont  pu  faire  de  moins  déraison-» 

nable  reyient  à  déterminer  des  progressions  de  mises 

croissant  de  manière  qu'un  événement  heureux  dont 

la  probabilité  serait  assez  considérable,  pût  couvrir 

la  perte  passée  ;    mais  par  ce  moyei^  on  ne  saurait 

arriver  à  une  probabilité    un  peu   grande  d'obtenif 

un  gain  même  très  faible  ,  qu'en  exposant  une  sommo 

assez  forte,  pour  que  sa  perte  entraînât  de  bien  plm 

graves  inconvéniens  que  le  gain  ne  pourrait  donner 
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d*avantages.  Les  pontes  qui  ont  peu  de  fortune  ne 
sauraient  suivre  de  semblables  jeux ,  ce  qu'on  ap- 
pelle faire  la  martingale  ,  sans  se  gêner  ou  s'obérer , 
et  sont  souvent  forcés  de  les  abandonner  en  perdant 
tout  ce  qu'ils  y  ont  exposé.  Quant  aux  gens  riches  , 
ils  peuvent  fairp  de .  leurs  capitaux  un  emploi  bien 
plus  avantageux ,  en  se  livrant  aux  améliorations  de 
l'agriculture  ,  au  perfectionnement  des  arts ,  au  déve- 
loppement du  commerce.  Dans  cette  espèce  de  jeu  ^ 
dont  on  peut  dire  que  la  nature  est  le  banquier  ,  parce 
que  sa  force  reproductive  en  fait  le  fonds  ,  les  pontes 
sages  et  éclairés  augmentent  leur  fortune,  en  procu- 
rant à  la  société  un  accroissement  de  bien-être  ('^). 

'  De  l'espérance  morale. 

74*Ce  n'est  pas  seulement  à  un  jeu  inégal  qu'un  homme 
sensé  ne  voudra  point  exposer  une  somme  un  peu  forte , 
dans  l'espérance  d'un  petit  gain  très  probable  ;  il  pen- 
serait encore  ainsi ,  quand  même  les  conditions  du  jeu 
seraient  égales  ;  mais  il  se  déterminerait  au  contraire 
aisément  -  à  risquer  une  faible  somme ,  pour  obtenir 
un  gain  considérable,  et  d'une  probabilité  fort  petite. 
L'un  et  l'autre  de  ces  cas  peuvent  néanmoins  répondre 
à  la  même  espérance  mathématique ,  puisque  l'équa- 


(*)  Les  jeux  publics  sont  aussi  une  autre  source  de  ruine ,  parce 
qu'il  sont  tenus  par  des  banquiers,  qui  ont  un  avantage  constant  sur 
toutes  les  mises.  Parmi  ces  jeux,  celui  du  trente  et  un  on  du  trente 
et  quarante ,  qui  n'avait  pas  encore  etë  soumis  complètement  au^ 
calcul ,  a  fait  le  sujet  d'un  Mémoire  lu,  par  M.  Poisson ,  &  TAcadë- 
mie  des  Sciences,  en  i8ao,  et  dont  il  a  publié  les  principaux  résultats 
dans  le  tome  XIII  des  Annales  de  Chimie  et  de  Physique  » 
page  173. 
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tlon  be^saf  (66)  subsistera  toujours,  si ,  dans  chacun  do 
ses  membres  l'un  des  facteurs  diminue  dans  le  même 
rapport  que  l'autre  augmente.  Par  exemple ,  le  pari 
dans  lequel  a=  loooo ,  ft  =  lo  ,  e  =24^,  /=->—  ^ 
quoiqu'équitable .,  serait-il  tenu  par  un  homme  de  bon 
sens,  ne  possédant  qu'une  très  petite  fortune  ?  courrait-il 
le  risque  de  perdre  10000  francs  pour  gagner  10  francs^ 
quoique  les  probabilités  soient  en  raison  inverse  de 
ces  sommes  ?  Non  sans  doute  :  l'appréciation  morale  de 
l'événement  diffère  donc  ici  de  son  évaluation  ma- 
thématique. La  cause  en  est  dans  la  disproportion 
entre  les  conséquences  d'une  perte  qui  diminuerait 
considérablement  la  fortune  du  joueur ,  et  celles 
d'un  gain  qui  n'y  apporterait  qu'une  très  légère  aug- 
mentation. 

Il  est  incontestable  que  la  valeur  absolue  d'une 
somme  d'argent  n'est  pas  toujours  la  mesure  précise 
de  son  importance  :  elle  doit  le  plus  souvent  s'es- 
timer d'après  les  privations  que  sa  perte  impose,  ou  les 
jouissances  que  son  gain  procure;  ce  qui  dépend  de 
l'état  de  la  fortune  de  celui  qui  doit  la  perdre  ou  la  ga- 
gner ;  mais  comment  introduire  cette  considération 
dans  les  calculs?  Quelle  proportion  convient-il  d'éta- 
blir entre  le  bien  possédé  et  les  sommes  éventuelles  ? 
Quelle  formule ,  satisfaisant  à  toutes  les  conditions  du 
sujet ,  doit  être  substituée  à  celle  de  l'espérance  mathé- 
matique ?  Enfin  convient-il  d'abandonner  cette  appré- 
ciation des  évènemens  incertains?  C'est  ce  que  je  vais 
examiner  successivement. 

75.  Pour  donner  des  bases  à  l'estimation  relative 
des  pertes  et  des  gains  ,  il  paraîtrait  d'abord  indispen- 
sable de  classer  les  objets  de  dépenses  suivant  leor 
degré  d'ntilité  ;  mais  il  serait  bien  diificile  de  former 
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de  cette  tnanière  uii  tarif  avoué  par  tout  le  mondes 
Les  aises ,  le  superflu  même ,  auxquels  on  s*est  habî- 
tué  y  sont  souvent  regardés  comme  faisant  partie  du 
nécessaii^  ^  et  chacun  en  établit  les  rapports  selon  ses 
dispositions  et  ses  goûts.  On  ne  voit  donc  d^ns  Tidée 
de  perte  et  de  gain  relatifs ,  que  lè  plus  ou  le  moins  f 
sentis  d^une  manière  vague  qui  laisse  absolument  îndé* 
terminée  la  loi  d'acccoissement  et  de  diminution  de 
leurs  rapports  d'importance;  en  sorte  qu*il  n*y  a  d*autre 
moyen  d'y  appliquer  le  calctll ,  que  d'établir  une  hypo- 
thèse^ pour  en  faire  l'épreuve  par  la  Éon^pâraison  de 
ses  conséquences  avec.cç  qu'indique  lé  simple  bon  sens , 
procédé  qui  ne  saurait  mener  à  des-  résultats  précis  ^ 
mais  conduit  seulement  à  distinguer  le  plausible  de 
Tabsurde. 

(ïeqùi  se  présenté  de  mieux,  au  premier  coup  d'œil,  est 
de  prendre  pouî:  mesure  de  l'importance  d'aune  somme 
ajoutée  à  un  bien  quelconque ,  le  rapport  de  l'une  à 
Tatitre , ,  et.  d'admettre  en  conséquence  que  l'homme 
qui  possède  looo^*'' ,  et  qui  gagne  loc/''*,  en  reçoit  un 
avantage  égal  à  celui  que  procure  un  gain  de  ipooc/''' 
au  possesseur  de  100000^''%  ou  le  gain  de  i-^'*  à  l'homme 
n'ayant  que  icA 

Dès  que  Ton  fait  entrer  dans  l'appréciation  des 
sommes  éventuelles ,  la  considération  du  bien  antérieur 
remeiit  possédé ,  la  même  somme  acquiert  plus  d  m^- 
pôrtàhce  lorsqu'on  la  perd  que  lorsqu'on  la  gagne.  Çn 
effet,  le  joueur  qui,  possédant  looc/''*,  va  risquer  une 
somme  de  loo^^ ,  s'expose  à  perdre  la  10*  partie  de 
son  bien  ;  Timpottabce  de  cette  somme -po&r  loi  est 
représentée  ^alots  par-  70»  n^i^is  s'il  la  gagne  /  comme 
il  aura  i'ioo^^%  la  même  somme  de  loc/^*  ne  sera'  plus 
que  -^de  sa  ft)rtùne*,  elle  aura  pat  cons'éqùentidiminné 
de  valeur  morale.  Buffon ,  qui  a  proposé  cette  hypo«* 
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thèse  ,  en  conclut  que  le  jeu  le  pins  simple  et  le  plus 
%a]  y  celui  dans  lequel  deux  personnes  qui  possèdent 
autant  de  bien  l'une  que  l'antre  »  ont  en  leur  faveur  un 
nombre  égal  de  cbances ,  entraîne  toujours  une  perte 
absolue  dTaisance ,  puisque  l'événement  diminué  plus 
le  bien-être  dn  perdant  qu-il  n'augmente  celui  du  ga-* 
gnant.  Dans  Fexemple  ci  -  dessus  ,  l'estimation  de 
cette  perte  serait -y— p^zs-nç;  dans  celui  de  Bufibn  , 
la  somme  éventwelle  étant  la  pioitié  de  la  fortune  des 
Joueurs  ,  les  yaieur^  morales  de  la  perte  et  dn  gain  sont 
exprimées  par  7  et  ^ ,  dont  la  diSFérence  est  ^  (^« 

En  général,  soit  a  le  bien  antérieur ,  et  à  la  somme 
éyentuelle  ;  l'importance  de  cette  somme  sera  expri- 
mée par 

*  ^  «  •  • 

- ,  comme  perte ,  — r~ >  comme  gam, 

et  la  différence  par  -r — ; — r. 

Ceci'  conduit  naturellement  à  cbercber  la  valeur  de 
la  perte  d^une  importance  équivalente  au  gain  «.  Soit 
X  cette  perte;  on  aura 

-= — ï — ,      dou    a:  =  — r —  = . 

'  a 

On  voit  par  là  dernière  expression  de  x,  que  âa  va- 
leur approchera  d'autant  plus  de  «^  que  la  fraction 

-  sera  pliis  petite;  en  sorte  que  le  gain  et  la  perte 


{*)  Essais  d* Arithmétique  morale  y  p.  69  du  t.  IV  du  Supplé- 
ment'dé  VMstoireiiàturûllè,  ëdiUoii  in'4^. 
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ne  peuvent  être  d*égale  importance  que  lorsqu'ils  sont 
infiniment  petits  par  rapport  au  bien  antérieur. 

7G.  C'est  dans  cet  état  que  Daniel  Bernotilli  les  con- 
sidère d'abord,  et  suppose  que  leur  valeur  morale  ou 
leur  importance  ,  qu'il  désigne  par  le  root  latin  emo-- 
lumentum ,  est  en  raison  inverse  du  bien  antérieur  (*)• 
Il  conçoit  ensuite  qu'un  bien  quelconque  tst  produit 
'   .par  l'accumulation  d'un  nombre  infini  de  petits  ac- 
croissemens  dont  chacun  y  ajoute  un  degré  d'impor- 
tance proportionnel  a  son  rapport  avec  le  capital  «déjà 
formé.  La  somme  de  tous  ces  degrés  compose  l'impor- 
tance bu  la  valeur  morale  de  la  somme  produite  ainsi. 
£n  désignant  par  «  les  petits  accroissemens  du  capi- 
tal ,  par  a,  a\  a",  a'',...x ,  ses  valeurs  successives,  et 
par  k  un  nombre  constant,  l'importance  du  capital  x 
sera  exprimée,  par  la  suite 

A«       ft*       ft<i       Ait  ktù 

ZT  *•   ZP  i"  "Tï  "T"  "> "H  -^         9 

a        a        a        a  x— -  « 

dont  la  somme ,  lorsqa'oli  suppose  «  infiniment  petit , 
s'obtient  avec  la  plus  grande  facilité  parle  calcul  intè« 
gral  (^voyez  la  note  III).  Avec  ce  secours,  on  trouve 

kl-  pour  la  mesure  de  l'importance  cherchée*  . 

Pour  .'s'assurer  que  cette  mesure  remplît  la  condition 
demandée ,  il  suffit  de  connaître  le  développement  du 
logarithme  en  série  (-yoyez  ]e  ^omplém.  des  ÉléM. 
d'Algèbre):  cariai  l'on  suppose  que  x  se  ch^lige  en 

X  +  «I ,  l'expressiôs  1  -  devenant  1  f  —^2-—  Y,  s'adcrcntra 


(*)  Commentarii  Aeademiof  Petropolitancc ,  ù  V,  p.  175. 
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Ûe  \û  quantité 

»,(£±=)_Mf=»,(î±î)=«(,+l) 

,  (a  A*  t^  1 

tandis  que  la  suite  posée  plus  haiit  s'augmentera  da 

terme  —  ^  et  ces  accroissemens  approcheront  d'autant 

plus  de  l'égalité,  que  «  sera  plus  petit. 

•     Le  dÎTÎseur  a  désigne  ici  un  bien  primitif  au-dessous 

duquel  ne  saurait  tomber  la  valeur  de  Xy  qu'on  ne  peut 

pas    supposer  négative  ;    car ,   comme   le   remarque 

Bernoulli  ^  il  n*y.  a  que  l'individu  mourant  actuelle- 

lûëiit  de  faim ,  duquel  on  puisse  dire  qu'il  ne  possède 

rien  absolument,  a  Celui  qui  se  procure  en  inendiant 

1)  une  somme  annuelle  de  lo  pièces  d'or,  n'en  accep- 

]•  terait  pas  5o,  soiis  la  condition  de  renoncer  à  ce 

m  moyen  de  gagner  sa  vie ,  aussi  bien  qu'à  tout  autre.  Il 

ii  en  est  ainsi  de  ceux  qui  né  vivent  qu'en  empruntant. 

fi  Pourraient-ils  s'interdire  à  jamais  cette  ressource  , 

7)  moyennant  une  somme  plus  considérable  même  que 

Yi  celle  qui  les  libérerait  de  leurs  dettes  ?  Si  donc  le 

a  mendiant  et  l'emprunteur  ne  veulent  pas  renoncet 

77  à  cette  sorte  de  profession ,  le  premier  >  à  moins  d'un 

77  capital  de  loo  pièces  d*or,  et  le  second,  à  moins 

D  d*un  capital  de  looo  ^  nous  regarderôiiâ  l'un  cotume 

r>  riche  de  loo  pièces,  et  l'autre  de  loôo,  quoique^ 

77  dans  le  langage  ordinaire  ,  on  dise  que  l'un  n'a  rien  ^ 

77  et  l'autre  moins  que  rien.  v\  En  général,  le  bien  pos-» 

sédé  par  un  individu  est  au  moins  représenté  par  la 

subsistance  qu'il  tire  de  l'emploi  de  sa  forcé  et  dé  son 

industrie ,  et  ne  s'anéantit  qu'avec  sa  vie. 

77,  Si  nous  représentons  par  y  Timportance  du  cà-*^" 
a*  édition.  g 


pîtal  ar ,  Cl  par  y  celle  du  capital  a/,  nous  mroiftf 

j      j  a  a  X 

Supposons  mamtenatit,  comtté  dans  le  vT  76,  que  a 
soit  HB  iMea  «t  a  ane  somme  érentudle  ^doenftK)^^ 
en  posant  x  =  a,x'  =  a  +  *et  afz^a-^ti^  rimpoi> 
tance  de  la  somme  «  sera  exprimée  par 

il°    ■■?,  ^ommegain»  h\  >  comme  perte,  . 

et  mégaiSre  dans  le  dernier  Cas. 

l*our  déterminer  la  perte  x  dont  Timportance  serait 
égale  à  celle  da  gain  « ,  nous  considérerons  qull  s'agît 
ici  de  la  valeur  absolue  de  cette  importance  |  îndépeiH 

damnent  du  signe;  «t  conme  k\  ■»■■■   ■  est  ime  ^ann 

tîté  négative^  nous  poserons 

— >k1 ssfti ^    <r6a    ■  gs     ■■■'  ■■ 


lit     >  M*  ^ 

a  +« 


Gstte  valeur  est  la  même  «jne^le  qni  résulte  de  rhy^ 
potMse  de  Bufibn  »  quoique  d'^fleurs  cette  bypotlièse 
fasse  ci^ottre  bien  plus  rapidement  que  celle  deBemoullî 
rittportancie  des  pertes.  Ainsi  deux  fcjrpothèses  ^  fort 
éloignées  Tune  de  l'antre ,  satisfont  donc  aux  seules 
conditions  que  le  sufet  impose  au  premier  epup-d'œil ,' 
savoir,  celle  de  diminuer  le  prix  des  sommes  éven-< 
tuelles  ,  à  mesure  que  le  bien  antérieur  est  plus  consf* 
dérabie ,  et  de  donner  plus  d'importance  à  la  perte 


Qu'ail  gain.  Oh  pourrait  trouver  une  infinité  d'autres 
iijpotlièses  qui  ^sn  feraient  autant  ;  maiâ  çell^  de  Bef- 
noulli  paraît  la  plus  plausible ,  parce  qu'elle  descend 
aux  élémens  mêmes  dont  se  forment  les  capitaux  ^  et 
ffaé  d'€i8teh  e^ëi  par  les  très  petites  sommes  qii'on  peut 
perdre  <m  gagner  avec  indifférence,  que  le  sentiment 
coknmùn  fait  apprécier  ks  divers  états  de  fortuné; 
a  II  s*emb|Lrrais^  dit-on^  dé  perdre  un  éou^  comme  moi 
n  de  perdre  un  sou.»  C*est  comme  si  Ton  disait  :  uUn 
Il  ^u  «8t  à  dà  foitune  ëe  qu'un  sou  est  à  la  mienne.  )i 

78.  Aixx  valeurs  absolues  des  sommes  attachées  à  de^ 
évènemens  Inbertàîns ,  Daniel  Bernoùlli  substitue  les 
Valeurs  morales  \  ou  Timportançe  des  capitaux  résul- 
tant des  mddi&Datibm  que  écs  évènemens  apportent 
à  la  fortune  du  joueur.  Si ,  par  exemple ,  des  êvène- 
inens  dont  les  probabilités  sont  e  ^ft  g ,  doivent  pro- 
duire des  sommes  .^ ,  fi^  y  >  et  que  a  désigne  le  bien 
antérieur  >  au  lieu  de  l'espérance  mathématique 

on  prendra 


r 


^.{.,ï±--+/,î±?+.>î±r} 


J)Our  la  valeur  morale  dé  la  fortune  du  joueur  qui 
attend  ces  évènemens.  C'est  là  ce  que  BernoulU  nomme' 
la  mesure  du  sort  {mensura  sortis) ,  et  ce  que  M.  Laplacê 
appelle yôrfttne  morale  (*),  par  opposition  à  la  for- 
Urne  physique ,  c'est-à-dire  à  la  vaîent  absolue  du  ca- 
pital 9jtuni  une  importance  équivalents.  £n  désignant 
ce  capital  par  X^  ooi  aura 


(*)  Théorie  analytique  deâ  Probabilités  ,  p.  433. 
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y=3itl^,     d'où     Xr=(a+«y(a+i8)/(a  +  y)^ 

à  cause  que  e  +/+  g  =  i  (la). 

Si  Ton  cherchait  l'équivalent  du  gain  ou  cô  que 
M.  Laplace  appelle  espérance  morale ,  il  faudrait  faire 
Xt=za'j'X,  ce  qui  donnerait 

x:=:iia  +  Ay{a  +  fiy(a  +  yy  —  a. 

En  développant  les  pui3sances  et  les  multiplications 
indiquées  dans  le  second  membre ,  et  se  bornant  aux 
termes  où  les  sommes  éventuelles  m^  fi',  y ,  ne  s'élèvent 
qu'à  la  première  puîdsance^  on  trouvera 

x^a^f'^f+a'^f'*'^'[eM+ffi+ffyy^a, 

ce  qui  se  réduit  à 

xzszed+ffi  +  gy, 

puisque  e+/+g=i,  e+Z+g"— 1  =  0. 

Ce  résultat ,  le  même  que  Yespérance  mathématique^ 
montre  que  Yespérance  morale  a  sensiblement  la  même 
valeur^  lorsque  les  sommes  éventuelles  sont  très  pe- 
tites par  rapport  au  men  antérieur,  conséquence  qu'il 
ne  faut  pas  perdre  de  vue ,  et  qui  suit  également  de 
toutes  les  hjrpothèses  qu'on  pourrait  faire  sur  l'impor- 
tance des  sommes  éventuelles. 

Voici  les  principales  applications  que  Daniel  Bemoulli 
fait  de  sa  formule. 

79 .  Premièrement,  il  cherche  le  sort  d'un  joueur 
possédant  100  pièces  »  et  ayant  la  probabilité  i  d'en  ga- . 
gner  ou  d'en  perdre  5o.  Dans  ce  cas, 

«  =  -,/==-,  g  =  o,  a  =  ioo,  «=5o,  /8=  —  5o; 
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il  vient  *  ' 

X=(ioo  +  5o)»  (5o)*  =  v/5ÔTÎ5Ô=  87  : 

ce  joueur  aurait  donc  i3  de  perte  sur  son  état  pri** 
mitif  ;  elle  se  réduirait  à  6;  si  l'on  faisait  a=  30Q. 

80.  Dans  la  seconde  question ,  Bemoulli  suppose 
qu'on  demande  à  un  négociant  une  somme  de  Soo pièces 
pour  lui  garantir  (pu  assurer)  le  prix  de  marchandises 
dont  la  valeur  s'élève  à  loooo  pièces,  et  qui,  devant 
être  transportées  par  mer ,  seront  exposées  à  un  risque 
de  perte  dont  la  probabilité  est  ^  :  convieniril  à  ce 
négociant  d'accepter  le  marché  qu'on  lui  propose?  Pour 
en  juger  comparons  les  valeurs  physiques  de  la  fortune 
de  ce  négociant ,  lorsqu'il  court  les  risques  du  transe 
port ,  et  lorsqu'il  accepte  la  garantie  (ou  Vassurancey 
.  qui  lui  est  offerte.  Désignons  toujours  par  a  le  bien 
qu'il  possède ,  outre  les  marchandises  énoncées  dans,  la 
question,  et  faisons 

'  ao        "^       ao 

l'expression  générale  de  X  donnera ,  pour  le  premier 
cas» 

Ca+.ioooo)*^a*% 

et  a +9^00  pour  te  second  >  dans.1equel  il  y  a  une  perte 
certaine  de  800  pièces.  Donc ,  selon  que 

(a+  ioooo)"a*'<  bu  >a  +  9200 , 

ta  garantie  proposée  donnera  un  avantage  ou  un  désa- 
vantage moral  au  négociant. 

De  là  résulte  une  détermination  de  a  ou  du  bien 
qu'il  doit  posséder ,  pour  pouvoir  rejeter  cette  assu- 
rance ,  et  ce  sera  la  valeur  de  a  qui  satisfera  à  l'é* 
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quatioa 


I  3         f 


paisqa'elle  est  la  limite  qui  sépare  Favailtage  du  désa-é 
vantage.  Cette  équation  ,  traitée  par  rapport  à  ta  lettre  a 
avivant  ies  procédés  indiqués  pour  résoudre  par  approxi-^ 
mation  les  équations  numériques ,  donnera  a  =  5o43. 
Tant  que  le  négociant  possède  moins  que  cette  somiB^  » 
]a  formule  de  BernouUi  lui  prescrit  de  faire  assurer 
ses  marchandises. 

Il  •  n  en  est  pas  de  cette  formule  comme  de  celle  de 
Fespérance  mathématique  ;  les  conditions  n*y  sont  paa 
les  mêmes  pour  chacun  des  faueurs  ;  aussi  pour  com^ 
pléter  la  solution  du  problème  qui  nous  occupe,  Ber- 
iionlH  chef  che-t-il  le  bien  que  dok  posséder  cehû  qui 
offre  la  garantie  (ou  YassureiiT).  En  désignacit  ce  bien 
paf  by  on  trourera  qoe  la  yfmhnr  physique  de  la  Sot^ 
tune  de  l'assureur  est ,  p^r  suite  de  sa  specidation  > 

(6  +  800)^  (*  —  SûOO)^  ; 
^t  l'j^Iant  à  &  >  on  aura  Téqu^ion 
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(6+80©)"^  (6  —  9î^co)-''=- 

q.ui  doit  déterminer  la  valeur  de  b ,  au-dessous  de  lar 
quelle  Tassureur  aurait  tort  de  se  livrer  à  la  spéculation 
qu'il  a  entreprise  ;  cette  somme  est  i4^4^  pièces. 

Il  faudrait  qu'il  en  pc»sédât  au  moins  2^78,  pour 
pouvoir  ne  demander  au  négociant  que  600  pièces  au 
lieu  de  800 ,  les  riàques  demeurant  les  mêmes  ;  et  ce- 
lui-ci aurait  tort  de  rejeter  TofFre  ,  tant  que  son  bien 
ne  s'élèverait  pas  à  20478  pièces.  Ces  nombres  se  dé- 
terminent comme  les  précédens  ^  eh  substituait  sçule- 
jp^eqit  690  à  8  cp. 


•f*'"*?V 
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81.  En  se  bornant  à  chercher  la  yal^r  de  Tes- 
pérance  Biathématîqufi  ^  on  trouve  çn*il  est  indiiférenl: 
aa  risquer  une  somme  dsuia  nn  seul  ha»^  ^  on  de  U 
parlayr  entre  plusieurs  hasards  ayant  la  même  proba- 
iûlité  91a  celui-ci;  par  exemple  ^  de  la  placer  sur  un 
saol  vaisseau^  ou  de  I4  répartir  entre  plusieurs  ^  lorsque 
le  risque  de  perte  est  le  même  pour  tous  ces  vaisseaiinc. 
En  effet ,  a  désignant  cette  somme ,  r  le  nombre  des 
vaisseaux ,  dont  sur  m  ^  a  ^  A  s'en  per4  n  ;  toutes  les 
chances  de  leur  arrivée  seront  comprises  dans  la  formule 

Cm  -f  n)'=2  m'  +  -  m'^'n  4-  '^^'^'^  mT^tâ  , 

la  mise  tf  étant  pMagée  entre  ks  r  vaisseaux  ,  Tar- 
nvéa  de  tous  ces  vaisseaux  vaudra  une  somme—  ;  celle 

de  T  -«•*  s  j  une  somme  (r  -<^  1)  -^ ,  et  ainsi  de  suIte.MuN 

tipHant  donc  p*ar  ces  sommes  les  termes  qui  leur  cor- 
respondent, on  verra  sans  peine  que  le  produit  revient  i 

et  divisant  pat  (w  +  n'y,  il  en  résultera  — \ — -  pour 

Tespérance  mathématique ,  de  même  que  si  Ton  n*avait 
considéré  qu'un  seul  vaisseau. 

Quand  on  s'en  tient  à  ce  prem^ier  aperçu  ,  sans  faire 
enti<.T  en  considération  la  plus  ou  moins  grande  pos- 
sibilité de  répéter  les  épreuves  ,  là,  formule  de  Bernoulli 
parait  plus  d'accord  avec  l'opinion  commune  ;  qui  porte 
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à  di?îber  les  sommes  aventaréeâ.  Pour  le  montrer  ,  il 
détermine  successivement  le  sort  d'un  marchand  qui  ^ 
possédant  4^oo  pièces ,  et  attendant  par  mer  pour  8000 
pièces  de  marchandises ,  fait  charger  ces  marchan^ses, 
spit  sur  1,  soit  sur  a  vaisseaux^  dont  la  probabilité  d'ar-» 
rivée  est  ^.  Dans  le  premier  cas ,  la  valeur  physîcjue 
de  la  fortune  de  ce  négociant  est 

9  1  ^ 

(laooo)'*  (4ooo)***=  10751. 

Le  second,  offrant  trois  évènemens  composés  dont 
les  probabilités  sont  (^)%  a  t^-tôi  Ç'Ts:)*  (ao)>.  c?  qui 
donne  «  =  8000,  fi  =  4^0^  >  7  ==  o ,  conduit  à 

(1 2000)"^  (8ooop^  (4000)^  =  iio53. 

En  retranchant  de  ces  sommes  les  4ooo  pièces,  biej;^ 
antérieur  que  possède  le  négociant,  on  aura  6761  et 
7033  pour  les  valeurs  morales  des  sommes  éventuelle» 
qu'il  attend.  Par  la  formule  de  l'espérance  malhéma* 
tique  y  on  trouvera  8000X1^=7200,  somme  plu» 
forte ,  mais  dont  les  résultats ,  tirés  de  4a  formule  de 
Bernoulli^  s'approcheront  d'autant  plus  que  les  mar-; 
chandîses  seront  réparties  sur  un  plus  grand  nomlxre 
de  vaisseaux. 

8a.  Ce  géomètre  termine  le  mémoire  dont  je  donne 
l'extrait  ^  par  la  solution  du  problème  qui  Et  naître  les 
premiers  doutes  sur  l'évaluation  de  l'espérance  mathé-, 
xuatique,  adoptée  sans  discussion  par  les  inventeurs  di^ 
calcul  des  probabilités.  Il  fut  proposé  à  Montmort,  par 
Nicolas  Bernoulli  (*)  ^  et  reçut  le  nom  de  pro6/éme  cfe 
Pétersbourg ,  à  cause  sans  doute  de  la  mention  qu'en 
^  faite  Daniel  Sernoulli,  dans  les  Mémoires  académiques 

(*)  Analyse  des  jeux  de  hasard,  p.  ^02 ,  $^  problème. 


DES   PROBABILITÉS.  l3^ 

de  cette  ville.  Voici  Ténoncé  qu'on  y  trouve  :  Pierre  se 
proposant  de  jeter  en  l'air  une  pièce  de  monnaie,  pro-* 
met  de  donner  à  Paul  i  ducat  si ,  dès  le  i  ®'  coup ,  cette 
pièce  étant  tombée,  montre  la  face;  2,  si  cela  n'ar-» 
rive  qu'au  a*  coup;  4>  si  ce  nest  qu'au  3",  et  ainsi 
de  suite ,  en  doublant  à  chaque  coup  ;  on  demande  le 
sort  de  PauL  Cette  sorte  de  jeu  se  nomme  en  français 
crçiœ  ou  pile,  pile  désignant  la  face  qui  doit  paraître  : 
il  revient  au  jet  d'un  dé  qui  n'aurait  que  deux  faees. 

En  appliquant  le  calcul  au^ç  conditions  indiquées  ci'^ 
dessus  ji  on  trouve  pour  Paul  les  probabilités 


111  1 

à'    4'    S' ■?' 


de  gagner 

1,     2,     4i û*""'  ducats . 

selon  que  pile  n'arrivera  qu'au 

1*',    a%    3*, n'coup; 

9on  espérance  mathématique  de  gain  vaudra  donc 

-.1  + -.51  +  ^.4 +  -■.2'»-»=-. 

a       •  4       '   8  'a*  a 

Or,  puisqu'il  n'est  pas  impossible  que  pile  n'arrive 
qu'après  un  nombre  de  coups,  plus  grand  que  tel  nombre 
qu'il  plaira  d'assigner,  ne  s'ensuit->il  pas  qu'avant  de 
cx)mmencer  le  jeu ,  il  faut  supposer  ce  nombre  în^ 
fini?  La  nùse  de  Paul  doit  donc  être  infinie;  mais 
quel  homme  sensé  voudra  risquer  à  ce  jeu ,  non  pas  une 
somme  infinie ,  ce  qui  est  absurde ,  mais  même  une 
somme  tant  soi^t  peu  forte  :  voilà  le  paradoxe  que  les 
géomètres  ont  cherché  à  expliquer  ou  à  éviter. 

Quelques-uns  ont  pensé  qu'on  lèverait  toute  difficulté, 
soit  en  fixant  pour  le  maximum  de  gain  une  somme 
tellement  grande,  qu'on  dût  regarder  comiue  ^solu-r 


J 
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ment  imitUe  tout  ce  qu'on  pourrait  y  afolitet  i  puluqu'om 
n'en  «aurait  f^ire  aucun  emploi ,  ou  bi«n  en  fixaaH  mua- 
probabilité  assez  petite^  pour  qu'on  pût  1a  cona»- 
déx&c  comme  nulle,  et  regarder  ûomme  ÎBOfioaHble 
réirèneiDeirt  auquel  elle  répond.  Par  la  preaiiàre  ^aaàm 
démtioQ ,  on  place  le  terme  du  )cli  aax  coup  dont  la 
ffàa  rapporterait  la  somme  prise  pour  Iknite  de 
ceUesqn*!)  est  utile  de  poHiéderé  Qramer  propoaail 
pour  cette  limile  ^  (e  nombi»  Biaiq«é  par 

a**c=  16  7771116, 

en  prenant  Técu  pour  l'unité.  Si  Ton  y  substituait  le 
ducat ,  employé  dans .  Ténoncé  du  problème ,  le  jeu  fi- 
nirait au  â5*  coup,  et  la  mise  de  Paul  se  réduirait  à 
la-j^.  Mais  si  Ton  regarde  comme  superflue  totits  aug» 
nientntion  faite  à  la  somme  a*^ ,  pourquoi  ne  se  borner 
rait-on  pas  aussi  bien  à  la  soBHDe  a^«^i,  q«i  ea 
diffère  si  peu  ;  et  en  continuant  ainsi  de  proche  en 
proche,  où  s'arrêterait-on? 

Si  Ton  voulait  terminer  le  jeu  lorsqu'il  y  a  une 
probabilité  très  voisine  de  Tunité  que  pile  a  dû  arriver  ^^ 
et  une  probabilité  contraire  aussi  petite  que  cdle  qu'on 
est  convenu  de  regarder  comme  mille,  en  fffenanl 
pour  celle-ci,  le  jeu  devrak. finit  au  i3^coup. 


aOOOO 


paisque  la  probabilité  de  n'amener  pile  qu'aîu  i4*  ^ 
Ttihz'  ^1^  ^^^^  déteraiioation  ,  la  mise  de  Paul  ne 
serait  que  de  6  ducaits  et^;  maia  si  Ton  regadrde  oomttie 
nulle  la  probaWlité  — J-^  et  la  fraction  -^^  csenme 
la  certitude  mofale ,  ainsi  que  le  voulait  fiuHbn  ,  ^ue 
fera-t-on  pour  tes  probabilités  ||||  et  ^-^  ,  qui  dif- 
fèrent très  peu  de  la  précédente  ?  Il  est  donc  iatpos-^ 
fiîble  d*asâîgner  des  limites  aussi  fixes  à  des  évaluations 
qui  conservent  toujours  quelque  chose  de  vague.  Je  re^ 
prendrai  ces  considérations  dans  la  suiie  ;  mais  ce  que 


je  viens  de  dire  suiBi  pour  eonelure ,  avec  Daniel 
Bemoulli  et  Côndorcet^  que  les  explications  précédentes 
sont  peu  fondées, 

83.  La  formule  de  Bernoûlli  entre  mieux  dans  la 
âtScaké^  parce  qu'elle  ne  met  aucun  terme  à  la  du- 
fée  d«  jeu.  £q  désirant  p»  a  le  bîeit  de  PauI  ,  et  par 
X  ce  qu'il  doit  mettre  Mtk  jeu  ^  son  avoir  sera  ,  si  pil^ 
arrive 

au  i*'^  coup,  a— *+i  ;  aaa^  a-^x+u  ;  au  3*,  a— x+4* 

correspondant  â  d«8  probabilités 


1 


I 

4' 


1 

8* 


ce  qui  donne  pour  la  valeur  physique  de  la  fortune , 
d'après  les  conditions  du  jeu , 

Xùsi^a  — io;  + 1)*  (a — j?+û)* (^ — ^+4)   •  etc, , 

quMI  faudra  égaler  du  bien  antérieur  a,  pour  exprimer 
que  le  sort  de  ce  joueur  n  eat  pa»  changé  :  on  aura 
donc  l'équation 

a=(a  — x+0*(a — x+2y(a  —  x+4f  .etc., 

^ftt  le  second  mem^  doit  renfermer  un  nombre  iiH 
fini  de  facteurs. 

On  ne  tirerait  pas  aisément  d'une  semblable  équa- 
tion les  valeur»  de  db;  mais  en  faisant  a-**-xs=:a'> 
elle  devient 


^et  conduit  à  la  valeur  de  a  par  celle  de  a' ,  d'où  l'on 
déduit  ^n&uite  celle  de  x.  On  peut  la  mettre  sous  la 
forpie 
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où  l'on  Toit  que  les  facteurs  du  second  membre  dé- 
croissent toujours,  et  ont  pour  limite  l'unité ^  puisque 
dans  leurs  expressions  général^ 


n  —  I 


Fexposant  tend  à  s'anéantir. 

Si  Ton  prend  les  logarithmes  de  chaque  membce^it 
viendra 

lû  =  (7  +  |4-76  +  etc.  )l2 

La  série  qui  multiplie  la  se  décompose  en 

la  première  partie  du  second  membre  a  donc  pour 
limite  1  a.  Quant  à  la  seconde  partie ,  elle  devient 
assez  convergente  lorsque  a'  n'est  pas  considérable ,  Qt 
finit  par  décroître  plus  rapidement  que  la  progression 
par  quotient^,  ^  etc.,  parce  que  le  logarithme  de  i-f-^^ 
approche  de  plus  en  plus  d'ctre  proportionnel  à  z  ^ 
lorsque  cQtte  quantité. est  une  fraction  qui  décroît 
sans  cesse;  et  comme  alors  1  (i  +  a)  <;o,434^«.  il  ^^^ 


^V 
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{acUe  de  s'assurer  que  la  valeur  de  a  reste  finie  ,  tant: 
que  €^  e9t  fini ,  ce  qui  détruit  le  paradoxe. 

Quand  on  fait  a'  =  o ,  on  obtient  a  =  a  ;  cela  veut 
dire  que  si  Paul  ne  possédait  que  a  ducats ,  et  qu'il  les 
ait  à  ^ce  jeu  ^  la  valeur  morale  de  son  avoir  ne  cban-^ 
gérait  pas.  < 

Si  l'on  pose  a  — a:  =  100,  et  qu'on  emploie  10 
termes^  on  trouvera  que  a=io4>38>  à  moins  de-;^  près  y 
d'où  a:  =  4,58  (*). 

84«  De  ce  que  la  formule  de  Daniel  Bernoulli  pa-« 
rait  satisfaire  assez  bien  aux  diverses  épreuves  où  nous 
Tavons  mise ,  s'ensuit-il  qu'il  faut  la  substituer  à  celle 
de  l'espérance  mathématique  ?  Gondorcet  ne  le  pensait 
pas ,  et  avant  lui ,  Nicolas  Bernoulli  (neveu  de  Jean)' 
était  du  même  avis.  Voici  l'exposé  de  leurs  motifs. 
Nicolas  Bernoulli  ne  voyait  dans  les  résultats  de  la 
.  première  de  ces  formulés ,  que  des  conseils  propres  à 
éclairer  les  personnes  qui  voudraient  se  livrer  à  des 
spéculations  sur  le  hasard,  et  non  pas  des  règles  pour 
établir  un  partage  équitable  entre  les  joueurs.  Daniel' 
Bernoulli,  qui  nous  a  fait  connaître  cette  opinion  de 
Nicolas,  déclare  lui* même,  au  commencement  de 
son  Mémoire ,  qu'un  tribunal  devrait  suivre  d'autres 
principes  que  ceux  qui  servent  de  fondement  à  sa  for- 
mule. Placer  deux  joueurs  dans  une  situation  telle 
qu'aucun  d'eux  n^ait  l'avantage  sur  foutre,  ce  que 
fait  la  règle  des  parb ,  est  aussi  ce  que  prescrit  la  ' 
justice  rigoureuse  (**)•  La  formule  de  Bernoulli,  qui 

(^)  Après  des  calcuk  un  pea  diffiéreos  des  prëcëdens ,  on  lit  dan* 
la  Théorie  éuialjrtûfue  dès  Probabilités  (  p.  44 ^  )  >  «  =  ^o^,9g  ; 
maïs  la  éAfférence  ne  vient  qae  /de  la  diyersité  des  données  :  M.  La- 
place  suppose  que  si  la  face  est  ainenëe  an  premier  coup ,  Pierre 
doone  a,  an  lieu  de  x  que  porte  Ténonccde  la  page  187. 

(**)  Quod  cbm  nalla  sit  ratio,  cur  expectanti  plus  tribaidobeat 


inet  au  Qoofttaire  iinedi(Eéreoc«<eatr^40«49llxj<l|ieiiÉ^i 
en  fayorisant  celui  qui  a  k  woiii3  4e  fortttae ,  ost  des^ 
tiuctive  de  toute  coniFeDtion  de  jeu.  L'une  det  ftar- 
ties ,  jeu  consultait  ses  intér^  et  sa  situalW  ^^ud'* 
CuUère  »  peut  bien  sentir  que  la  perte  lui  poitaot  im 
plus  grand  dommage ,  il  lui  serait  arantageu^  de  dîmi* 
iHier  sa  mise  et  4*wgffleuter  son  g^iin;  msm  Taotre 
partie  peuJ^le  oo«soiitir  à  lim  pareil  ^uran^emeut  ?  La 
mal  ne  serait  pas  grand ,  sans  doute  ,  s'il  réssltait  de 
cette  difficulté  de  s'enâendre  un  affaiblissement  dans 
le  goût  du  jeu  ^  mais  pour  prononcer  sur  le  mérite  da 
la  formule  de  BernouUi ,  il  faut  examiner  si  la  tbéone 
ordinaire  des  probabilités  ne  motive  pas  ^mssi  bien  lea 
conseils  donnés  piarle  seul  empbide  la  raison. 

Cette  théorie  établissant  la  nécessité  de,  répétaT 
1  épreuve  du  liasard  un  nombre  de  fois  de  plus  eu  plor 
considérable  pour  atteindre  à  des  probabilités  un  petf 
.  Portes ,  de  ne  pas  perdre  au-delà  d'une  certaine  por<« 
tion^  non  de  la  première  mise»  mais  de  la  somme  de 
toutes  (68 ,  71)  •  somme  qui  va  toujours  croissant^  c'en 


^»^iw#^"if^'i^»4ni  I     w^^^»^»^»^— I         II    m 


imi  (|«ànt  «heri,  owcHifoe  ?qnis  mt  adjndlcfiMiie  partes;  n* 
tion^s  amtem  nuUas  nonMerari ,  ^uœ  personarum  sUOimt  re^ 
pi  dont  y  solfisqUe  Ulas  perpendi ,  quœ  àd  conditiones  sortis  per- 
tineant,  Xalem  sententîam  ferant  jutUces  supremi  publicd 
auvtoritaie  constiiati j  at  ver6\hoc  Ifmo  nan  jttdicia  sed  eoitsi- 
liadanda  .swU;  regmïat  mor^è,  •qnibu*  ,qmsifue  suam  sOnmei 
estimere  debeat  sartem  pro  di^^sâ  rerum  suarum  conjstitai" 
tione»  Voilà  sous  quel  poiùt  de  vue  JDâaiel  BernouUi  pre'sente  $cs 
principes  (pag.  176 — 1^6  du  Mëm.  cite'  p.  ia8.) 

Voyoos  h  présent  c«  qn^  rapporte  de  la  lettre  de  Nicolas  Ber> 
noiiIU.  Ms  vero  testatus  -«91  negméufuam,  siii  dUplieere  meam  de 
mensnrd  sortiutn  sententûmi ,  si  modo  quitus  suœ  sortis  œstima-i 
tt^rsitfUlitsr  "verb  se  fnmhabere,  sitertins  instar  jutUeis  secuit' 
dian  equitatem  «t  justitiam ^tmeuique  eoliusorum  sortem  assi' 
finare  debeat*  Et  il  nfMiic  :  Id  ip^e  pariter  in  J  ^  exposai 
p«g.  lâ^^oigotlii  Me»,  câé). 


J 


f6itilleHt-il  pas  oattnreAlement  le  conseil  de  ne  paâ 
tventnrer  des  sommes  consîdërables  dans  un  jeu  même 
é^,  lorsqu'on  ne  peut  pas  en  répéter  souvent  l'épreuve^ 
et  pur  eosôéqueiA  de  n'exposer  chaque  fois  qu'une  très 
petite  partie  de  ce  qtte  l'on  possède?  La  formule  de 
B^nOalli^  dira -t- on,  fait  pins;   elle  donne   une 
mesinre   précise  de  Influence  qae   ce    conseil   doit 
estetœr  ^r  le  foueur.  A  cela  on  peut  répondre,  d'après 
ce  qtd  â  Mjk  -été  dit  dans  le  n"  76 ,  qu'il  ne  faut  pas 
attacher  àtles  valeurs  numériques  déduites  dliypothèses 
qu'on  peut  varier  de  bien  des  manières ,  plus  d'impor- 
tance qu'elles  n'en  ont  réellement;  et  Daniel  BernouUi 
m'en  fournira  If^-même  la  preuve4  II  observe  qu'ua 
homme  dénué  de  fortune ,  n'ayant  que  la  probabilité 
î  de  gagner  une  somme  de  aôooc/^' ,  par  exemple , 
aurait  tort  de  ne  pas  céder  cette  espérance  pour  gooc/'^ 
quoique  sa  valeur  soit  loooo^'*,  suivant  la  règle  ordi- 
naire. Voyons  ce  que  donne  la  sienne.  Soit  toujours  û 
le  bien  antérieur;  la  fortune  physique  du  possesseur  de 
Fespërance  dont  il  s'agit  serait 

*.  i. 

ïaHf-i2ocoo)*a** 

SouTaaoQs«>nous  ^ue  «  ne  .peut  jamais  être  nul  ;(y6)  , 
et  faisons  o  =  5oc/''* ,  œ  qui  est  bien  au-»dess0Ba  d«i 
capital  le  plus  faible  auquel  puisse  répondre  le  prix 
annuel  de  nndu<trie  d'un  homme  ;  nous  trouverouB 

i/&oo.ao5oo  =  5aofl  environ,  d'où  retranchant  Boa 
il  restera  a^jo^f^' ,  somme  très  inférieure  à  looooJ^''*  ; 
mais  pouvons^oioBs  dire  que  c'est  bien  la  le  minimum 
de  œ  qu'il  peut  accepter  en  échange  ?  ne  peut-il  pas 
se  trounrer  dans  une  situation  qui  lui  impose  l'obligation 
de  se  contenter  à  moins  ?  N'est  -  ce  pas  avec  raison  que 
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Bemoulli  lui-même  dit  que  3400  pièces,  pouf  iltl' 
lionime  qui  en  possède  déjà  autant ,-  mais-  qui  en  a 
besoin  de  4^00  pour  racheter  sa  liberté ,  ont  beau- 
coup plus  de  prix  que  pour  celui  qui  ne  possède  rien  ^ 
mais  qui  est  libre é-  De  semblables  circonstances  ne 
peuvent  être  soumises  an  calcul  ;  et  c'est  abuser  des 
formules ,  que  de  les  employer  à  leur  évaluation.  N'ou* 
blions  pas  que  c'est  seulement  comme  valeur  moyenne, 
comme  ayant  la  plus  grande  probabilité  relativement 
â  toutes  les  autres ,  que  Vespérance  mathématique  est 
prise  pour  mesure  du  sort. 

85.  Considérée  ainsi,  la  formule  de  Tespéranct 
mathématique  ne  peut  être  employée  qn'auta:it  qu'il 
peut  exister  une  valéuf  moyenne  propre  à  remplacer  la 
valeur  réelle,  qui  est  inconnue;  or  cela  n'a  pas  lieii 
pour  le  problème  de  Pétersbourg  (82).  tJn  jeu  dont 
la  décision  embrasse  un  nombre  infini  de  coups 
successifs ,  et  qui ,  par  conséquent ,  ne  .  saurait  être 
considéré    comme  devant   se  répéter,    né   comporte 

'  point ,  par  cette  raison ,  de  valeur  moyenne  des  évè- 
nemens  divers  qu'il  peut  amener.  II  ne  faut  pas 
même  en  reculer  là  limite  à  Tinfini,  pour  sentir 
l'absurdité  qu'il  y  aurait  à  faire  usage  d'une  valeur 

.  moyenne*  On  a  déjà  vu  que  Paul,  ne  doit  mettre  au 
jeu  que  6  ducats  i>  si  l'on  borne  le  jeu  à  1 3  coups; 
mais  alors  si  pile  n'arrive  pas  ,  P^|^e  devrait 
donner  a"  =  4^6  ducats,  somme  dont  la  perte  ne 
serait  réparée  que  par  le  gain  d'un  nombre  de  parties 
trop  grand  pour  qu'on  puisse  en  concevoir  une  es-« 
pérance  raisonnable.  Si  l'ion  allait  jusqu'à  37  coups, 
l'unité  étant  1  centime  seulement ,  la  mise  de  Paul 
ne  serait  que  i3  centimes  5,  et' Pierre  pourrait  per- 
dre   1  34a  i77-^''"|a8;   la   probabilité  de    cette   perte 
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étant  — ,  serait  extrêmement  petite ,  mais   non  pas 

encore  nulle. 

-  La  formule  de  Tespérance  mathématique ,  entendue 
<;omme  elle  doit  Têtre  (66) ,  parait  donc  d'accord  avec 
les  notions  les  plus  saines  sur  le  jeu,  admet  les  consé- 
quences de  ces  notions  >  et  fortifie  les  leçons  de  la  pru-^ 
deBce,  en  conduisànt.toujours  à  la  nécessité  de  ne  risquer 
que  de  petites  sommes  à  la  fois ,  4ce  qui   ne  permet 
de  faire  du  jeu.  qu'un  amui^ement  sans  conséqneuce. 
Si  Ton  s'écarte  de  cette  sage  réserve ,  la  règle    ne 
peut  plus  que  mettre  une  parité  exacte  de  danger  entre  « 
des  hommes  avides ,  dont  chacun  spécule  sur  la  ruine 
de  l'autre;  c*est  une  soirte.de  duel  dans  lequel  il  faut 
égaliser  les  armes  ;  car  suivant  Tobservation  très  juste  de 
Condorcet,  le  but  de  l'appréciation  des  évènemehs  livrés 
au  hasard»  est  atteint  quand  les  joueurs  sont  placés 
dans  le  même  état  ;  mais  on  ne  saurait  faire  que  celui  d'un 
homme  qui  joue  soit  le  même  que  s'il  ne  jouait  pas. 
^    Si  donc  la  prudence  permet  de  se  livrer  à  des  spé  - 
culations  sur  les  hasards,   ce  ne  peut  être  qu'à  celles 
qui  par  leur  nature  doivent  rapporter  au-delà  de  ce 
que  les  probabilités  assignent  pour  l'espérance  mathé- 
matique. iBors ,  suivailt  l'observation  du  n^  69  ,  plus 
l'entreprise  est  répétée ,  plus  la  probabilité  du  succès 
augmente.  De  pareilles  spéculations ,   dans  les  jeuk 
proprement  dits  ,  blessent  les  lois  de  la  jprobité  ;  et  si 
des  considérations  particulières  engagent  les  Gouver-^ 
nemens  à   les  tolérer ,  l'opinion  publique ,  plus  sé« 
vère ,  doit  les  fiétrir  :  mais  il  en  est  tout  autrement 
des  spéculations  de  commercé ,  des  assurances  ,  et  de 
toutes  les  entreprises  ou  le  bénéfice  est  acquis  comme 
salaire  d'un  travail  utile  ^  et  en  échange  de  valeurs 
réelles. 

2,*' édition.  10 
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SECTION  SECONDE. 

Détermination  de  la  prohabilite  k  posteriori  ^ 
^fest'à'dire  lorsque  le  nombre  total  des 
chances  est  ilUmité^  et  que  ses  rapports  avec  le 
nombre  des  chances  de  chaque  espèce^  sont 
inassignables. 

£6.  v^UAND  on  ne  connaît  point  la  fônne  da  dé, 
on  la  condition  de  Tume  qui  produit  les  évènemens 
observés  ,  il  faut ,  pour  remonter  à  leur  probabilité  , 
4:onsidérer  tontes  les  fomles  ou  les  conditions  dont  ils 
peuvent  résulter ,  aBn  d'en  déduire  une  sorte  de  proba« 
biiité  moyenne  qui  approchera  d'autant  plus  d*être  la 
véritable  «  que  le  nombre  des  observations  sera  plus 
grand  (43). 

Si»  par  exemple^  on  a  tiré  successivement  d'une 
urne  3  boules  blanches  ei  i  noire ,  en  ayant  soin  de 
remettre  chaque  fois  la  boule  sortie,  qu'(;MÂche  que 
le  nombre  total  des  boules  est  4  »  tant  blanches  que 
noires ,  mais  qu^on  ignore  combien  il  y  en  a  de  chaque 
sorte  ,  on  pourra  faire»  sur  la  condition  de  cette  urne  > 
les  3  hypothèses  ci-dessous  : 

S  1 

3  boules  blanches»  i  noire,  d'où  c=  2»  f^^  7  » 


1    y    5 
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e  désignant  la  probabilité  dé  ràiriVéé  d^tiiie  boula 
blanche ,  f  celle  de  iWrîvéé  d^une  boiite  noire^  Hà 
probabilité  de  révènemënt  composé  dé  la  sortie  de 
3  boules  bianéhës  et  de  i  boule  noifè^,  étant  exprimée 
par  j^e^Qis)  ^  deviendra  successivement 

64'      64*      S4' 

I^  dérnièi^e  faypot&êse  ,  qui  donite  là  pins  pelîtë  pro" 
tebtltté  poiir  cet  évèaèment  èomposë ,  est  knÈài  en 
elle-même  beaucoup  tûéiùs  probable  que  les  deuxautreâ 
hypotfaèsîsB  ;  car  si  fmné  iiè  eôiitefaaît  qn'tlnè  seule 
boute  blanéhe ,  îl  faudrait  ^aè  c^éti^e  tnème  botilé  fut 
aoitie  trois  fàiè  de  suite  t  on  èonçôtt  qu'il  y  aurait 
moins  dé  d^ioélté  sll  y  avait  à  botiles  blanches ,  et 
encore  moins  s'il  y  en  avait  3.  La  Facilité  àvet  latjuélle 
chaque  hypothèse  amènerait  les  évènémens  observées , 
donne  nat^ëllement  là  pi^abilité  de  t;ette  hypoAèse  ; 
car  p]ùB  elle  ofGre  de  ccriibinaisotis  favorables  à  la 
production  de  -ces  évènemèns  ,  plus  on  a  occasion 
d'en  répéter  le  jugement  de  poss^iHté  (5  et,  6).  C'est 
ainsi  qu'en  a  posé  pout  principe  que  tes  ptobabitités 
des  causes  fou  des  nypothès^)  soht  proportiùhheîhs 
aux  ptobç^iiliîès  tjne  ces  vaùses  donnent  pour  les  ëvè- 
némehs  ohsétvih  (*). 

Dans  l'exemple  actuel ,  les  probabilités  des  trois  hy- 
pothèses établies  sont  proparStiosAeUeB  aux  nombres 
^  ^  iS  >  3  ;  ieur  aovnmé  doit  ^ëtre  â'aiileors  égale  à 

• 

(0  Cet  OBonc^  se  irauvie  dans  le  terne  YI  des  S^n^ttn*  étr^ut" 
gers ,  [V  ^3>  JBay^ ,  dans  Jes  ^Transac9i<ms  ffkUasophiques  4s 
1763  (p.  370},  et  Pnce^daxM  celles  4e  1764  (ip*  9çfi)  s  «'«caimtt  «h^lk 
occupas  «de  ce  «njet;  mais  M.  L^plneo  Ta  réimt  le  premier  k  la 
ibrme  analytique  sous  laquelle  on  le  traite  maintenant,  qui  en  f»- 
cilite  ec  en  gt^at^ralise  beaucoup  les  applications. 

10,. 
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l'unité ,  puisque  Tune  de  ces  h3rpothèses  a  nécessaire- 
ment  lieu  (8)  :  il  suit  donc  de  là  que  chacune  des  pro- 
babilités dont  il  8*agit  est  égale  au  nombre  qui  lui  cor- 
respond ,  divisé  par  la  somme  des  trois  nombres ,  ce 
qui  donne  les  fractions 

^         —        Ë. 
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On  peut  dire  aussi  que  sur  les  combinaisons  fournies 
par  lensemble  des  hypothèses ,  les  127  -f- 16 -f- 3=46 
qui  s'accordent  avec  les  évènemens  arrivés  «  sont  les 
seules  possibles ,  et  que  la  probabilité  de  chaque  hypo- 
thèse se  détermine  comme  celle  d'un  événement  ^  en  di- 
jvisant  le  nombre  de  cas  où  elle  peut  avoir  lieu ,  par 
celui  de  tous  les  cas  possibles.^  ce  qui  donne  les  mêmes 
fractions  que  ci-dessus. 

Enfin  ,  il  faut  remarquer  encore  que  ces  fractions , 
ou  les  probabilités  des  diverses  hypothèses  ^e  forment 
en  divisant  la  probabilité  de  t événement  composé , 
calculée  dans  chaque  hypothèse ,  par  la  somme  de  ses 
probabilités  dans  toutes  les  hypothèses  Ç^*), 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  règle  est  générale  ; 
car  si  l'on  désigne  par  h ,  h\  h"^  h",  les  probabilités  des 
diverses  hypothèses  susceptibles  d'amener  l'événement 
composé  qui  a  eu  lieu,  et  par  a,  a\  a",  a'',  les  pro- 


(*)  En  traitant  Texemple  ci-dessus,  Condorcet,  de  qai  \e  Val 
emprunte  {Èlémehs  du  Calcul  des  Probabilités ,  p>,65)  ,  faft 
cinq  hypothèses ,  c*est-à-dire  toutes  celles  qui  peuvent  se  présenter 
quand  on  n^a  pas  égard  aux  évènemens  observés.  En  efièt ,  on  peut 
alors  supposer  que  les  4  boules  sont  blanches ,  ou  qu'elles  sont 
noires;  mais  comme  ni  l'une  ni  l'autre  de  ces  dernières  hypo- 
thèses ne  saurait  amener  les  évènemens  observés,  elles  donnent  o 
pour  leur  probabilité ,  ce  qui  ne  -cbaDge  rien  au  résultat  obtenu 
çî'^ctsus. 
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fc^hilitéis  ^0  chaque  hypothèse 'donne  pour  ces'  éyène^ 
mens,  on  aura. 


1 .  '  > .  j  » 


h+h'+h'+h'  =  l, 
h:h".h':  h'  '.la  :  <  :  a*  :  o*. 

d7où.il  t^ésulte 

T' représentamt  a  •+•  a' -fi  û*+ û*. 

87..  Quaodon  a.déterml^&  la  probabilité  r4^  c^Aqni^ 
hypothèsepo39ible^  onen  44duit  faciléii\ent  j^r  pro-^ 
habilité  des.  événemens  qui  peuvent  anii ver  aux,  tirages - 
suivant  :  dans  notre  ^  exemple  ,  celle  ji'^iu^iK^  .4UilSf 
tirage  une  boule  blanche  ou  U9&  bQi4ç.:noir$>iI);fi*93i; 
pas. difficile  de  voir  que  ce  prpb]èi^e:Tevii|ent  à.celui^ 
du  n^  ig  y  et  se  résout,  par  les  ;  probabilités  compo^aSi 
Les  tr^is  hypothèses  établies  pçuve9t;^tr&  qaosidé^^s . 
comme  trois  urnes  ^ifFêrentes^»  de^l'une  de8quellûs4Qit 
nécessairement  sortir  l'événement  atte^dn^^Lap^ob^^ 
bilité  de  cef  événement  se  composera  donc  de  celle 
qu*îl  a  dans  chaque  hypothèse  i  multipliée  par  celle- 
de  rh3^Gthèsi3  :  ainisi  Ton  aura  pour  la  sortie  *  d'une- 
boule  blanche ,  au  5*  tirage ,  ' 

46  ^  4  ^  46     4     46  ^  4  T'.iH  '! 


•{iW    • 


—  i\ 


et  pour  celle  de  la  èortié  d^ne  boule 'noire. 

"       r        _       '"      * 
•  ».  .^  ^    »  ^    »  • 

27  ^  »  J.I6      2  .   3.  _  .3  ^.68  „.. 
46  ^4^46^4^46  ^4      i?4:-. 


1 

On  trouverait  de  même  >  pour,  tout  .autre  exemple-^ 
q^e  la  probabilité  d'un  nowel-  éyèneinent  simph  ivb^ 


a\y 
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tient  e,n  qc^ul^nt ,  ifapr^^  Ijes  év^nem^i^  pa4^4^  9  ^ 
probabilité  des  diverses  hypothèses  posffbhsy  ^îfçUant 
la  somme  des  produits  de  ces  probabilités  par  celles  de 
l'éi/ènement,  prises  dans  chaque  hypothèse. 

88.  Ponr  canstrtiîr&  des  fornmles  générales  sur  les^ 
principes  énoncés  précédemment  y  il  faat  ^'^jjjififd,  o^ 
server  qae  dans  lea  évènemens  naturels,.  le  nombre 
total  des  chances  doit  ê^e  regardé  comnfè  infini ,  et 
toutes  lâs  probabilités  simples ,  c^est-i-^re  tous  le» 
rapports  compris  entivs  o  tt  1  ^  copimç  ppsstbies  tant 
qu'on  est  dans  Tiçnorancie  absolue  du  yérîtable  ou  de 
litjiitids  ptns  étroites  entré  lesquelles  il  se  trouve  ren- 
fefii^é<'^(?est  donc  dans  un  nombre  â^jpotlièses  çon- 
«ttdéfé  dbmme  kfinî  >  qu'il  faut  déterminer  Us  proba^ 
Villes  dd  i'i^fèàettdnf  composé  xpA  a  eu  fietr ,  et  Toki 
de  qeelle  maiàhée  en  f  '  psirvient. 

Soient  A^B  deux  événement  contrafictolres ,  éovX 
¥vin  ^!sA  ikttiré  m  lofs  et  Vautre  nfois.  Supposons  Tunité 
dNrisée  an  parties  très  petites^  représentées  psLtit,  et 
'(ùùàoé^ùî^  que  'la  prcèabHité  sîmpllô  de  rérènement  A 
ptâstaé  Hte  -Fnn  quelconque  des  termes  de  la  série 

et,    ô«,    3«i>    4*>    P^^*} 

eoÇbd ,  poiw  aVéger ,  désùgBoits  fi^  Ç  fe  :€»«QScT€nC 
du  terme  affecté  de  e"/"  ^a^  I^  dévej«ppenie«|;  de 
(e+y^"*"*'".  Cela  posé,  les  diverses  probabilités  de 
révènemeàf  com^ofié  de  f»  fols  A  cj:  de  |i  fois  B  for- 
meront' Ui  suite  1 

C(i— a)"»*», 

dont  un  iériiie  qi;elcon^pe  p^  ^ét^pe  r^pr^nté  par 
Cx*(i-*d:5*">  W  somme 


1 

DES   P&iOB^ISIlUITÉS.  l5l 

aéra  le  dçnomtimteur  clë  la  probabi)k«  jp^ippliçre  de 
chaqqe  bypot]bése (8Sl.J[i  ^pmœe /^wgi^iit^  ^x^eâure 
que  du  diminue^  et  tend  à  devjgair  in^mè  \  lu^i^^i  oa  Ja 
divise  par  le  nombre  ^es  termes  dont  el)e  se  co^po^e  ,. 

fit quj  est  ->  le  jf^plp^t  uf  iraite  fini,  «t  dieident  sus- 

ceptible  d'une  limite  assignable,  ainsi  qu^on  peut  s'ej;» 
assurer  par  la  oonsidératiop  des  courbes  et  le  calcul  in- 
tégral  \voy,  note  lïl  )  ;  de  plus  le  sujet  étant  très 
Important ,  je  vais  exposer ,  pour  les  lecteurs  qui  ne 
connaissent  point  ce  calcul»  le  procédé  par  lequel-l 
Condorcet  y  a  suppléé  dans  cette  occasion  ('^. 

Le  terme  général  étant  alors  représenté  pa)? 

«x"*(i —  3^\  on  suppose  que  la  somme  de  toiis  ceux^ 

qui  Ip  précèdent  »  et  dpnr  le  nombre  est  —  —  i-*^. 

^it  eoçriioée  par 

'A\B  y  C\  etcr,  désignant  dès  coelEciens  indéterminés». 
Bypotfaèse  que  le  calcul  justîSe.  Si Tdn  fait  croître  x 
de  la  quantité  «»  cette  somme  deviendra 

+  C(x+«yHr3(i_j>-«)iii-»  ^  etc.  ;~ 


m^Va 


«i  si  Ton  en  retrancfie  la  valeur  précédente,  il  rc^tejra^ 
Faccroissement  qu'elle  a  reçu  et  qui  est  précisément  le 
terme  «a;"*(i— a:)*  :  on  aura  donc  bette  équation 

(*}  jpiéntfin»  du  Calcul  dè$  Prçj^akHit^»  9  p*  70.  Ce  ^iKotéàé 
n'est  dans,  le  fait  qu'nne  yérification   du  rësulut  donne   par  le 
^cnl  îqjufgral;;  miMs  >1  ^i  iuâle  dfi  ramener. à  TÀlgâtre Mdinaife  la. 
dcfisoDstmion  d'une  formula  f  iir  l^gf^V^  i^ippf^.  ^Pl^^^  c^tepartiç. 
^u.cakul  a<8  probabiliiés. 


\    , 
1 
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+  etc. tr=  *i»(i  —  x)*» (ï). 

Pour  développer  commodément  cette  équation  ,  on^ 
fera  i  —  x  =  z ,  et  on  observera  "que  la.  seconde  ligne 
peut  se  tirer  de  la  première  en  changeant  A  en  B ,._ 
m  + 1  en  ntr^^yiienn'^i  ,  et  ainsi  des  autres.  Eo 
ne  s'occiipant  donc  que  de  celle-ci  ^^  on  obtiendra  les 
expressions    . 

=  ^{j:"»-*:V4-  (7n+iyi?"»-f.  etc.jja"— ïi«£*"*'-|-etq.) 

+  ^V+^V+etc. , 

ou  les  termes  contenant  des  puissances  de  «  supérieures 
à  la  première  sont  seulement  indiqués.  RetiranclMInt'  dit 
dernier  résultat  le  terme  ^jb"*"*:"(i — a;)."  =5  ^x*""^ V  y 

il  restera.,  pour  la  première  ligne  de  1  équation  (1)> 

«  •  •  • 

On  voit  par  là  que  tous.l^s  termes  de  cette  équation  sont 
divisibles  pa,r  «.>  en  flirte  qu'ella-se  réduit  à 

-  -<{Cwi+i)a;'"A'^        -^        »js7*-^*z!*-*}-H-^'ii+etc. 
+  if  (m4-2)x"-^»a'^»--^/i--i)x"-^a»"^f+iB'«+«tc..  . 
+  C{  (m+3):c'"'^»2i«--*— <7i--fl)x"-+:3a»-3  J^C'^+etc* 
•^  etc.  :±=  x"*i&*.  , 

Cette  même  équation  .  subsistant  toujours  ^  (^elqu» 
petite  que  soit  la  valeur  de  etj  s'etendj   lorsqu'on  y 


X 


fait  «  =so>  au^  cas  où  1^  nombre  -  des'  termes  de  la 

suite  devient  înfioi;  et  comme  elle  doit  avoir  lieU*,  que) 
que  soit  x,  iV  faudra  Fordorinér  par  rapport  au^  quan-^ 
tités.  X  et  ;5^  ce  qui  lui  fera  prendre  la  forme  « 


r 
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—  {(«— 0^— (m+^)C}a:"*^a*-*— etc.=o. 

Alors  en  égalant,  séparément  à  zéro  les  coeRiciens  de 

chaque  t^rme.^  on  aura 

i       ' 

^j4(m  +  i) — 1=0,  d'bùu^^*-— 7— , 

.  .  m  +  i 

•  , .        -  ...  ■        • 

La  suite 

a  donc  pour  limite    .     '\    '   ' 

(m  + 1  )  (yn + 2)(m + 3) 
,  n(7i— i)(7i  —  a) i.ar*^""*"» 

car  la  valeur  de  cette  expression  naît  avec  la  série, 
puisqu'elle  s'anéantit  lorsque  orrrzo  ,  ainsi  que  le  terme 
général  «tx*"(i  —  a:)"  (*)- 

Il  faiit  remarquer  que ,  cette  série  s'arrête  à  a:  -7  «  ; 
pour  la  pousser  jusqu^à  x,  il  faudrait  y  ajouter  le  terme 
général  «:ç'"('i  — x)*,  qui  devient  d'autant  plus  petit  que 
«e  diminue  »  puisque  d^illeurs  x  ne  saurait  jamais  pa^' 
ser  1  ;  on  peut  donc,  à  la  limite  qui  répond  à  «=0,  com- 
prendre ce  terme  dans  la  série ,  et  substituer  pour  x  sa 

{*)  Ceux  qui  savent  les  règles  da  calcul  intégral^  Terront  bien 
queTobservatioii  ci-dessus  a  pour  but  de  mpntrer  quUl  ne  faut  pas 
«jonter  de  constanie  arbitraire  &  l-expressioB- trouvée. 


l54  TKàlTÉ  ÉLilIEVTiiftE 

ciernîèro  yalenr.  C'est  aioai  que  pouF  avoir  la  série  comv 
plèfe,  il  faut  faire  a;  =  i-,  ce  q[fii donnera 

n(n-^ï)(n  «—  g) i ^ 

(m  + 1  )(m  +  fl)(m + 3) . .  r.  • .  ^  -4-  »  + 1)  * 

telle  est  la  limite  d£a  y^i^urs  de  mf» 

89.  Devant  faire  un  fréquent  usage  de^rexpresnôu' 
de  la  limite  considérée  ci-dessus  1  ]e  représenterai  cette- 

limite  par  1$^       ,  lorsque  j'y  regarderai  x  comme  in- 

déterminé  ;  mais  dans  les  autres  cas ,  j'indiquerai  la' 
valeur  qui  répond  au:  dernier  terme.  Ainsi  Texpression- 

ST'^   désignera  la  limfte  de  la  série  prjs.^  depuis  !&' 

terme  ou  «;  =  o  jusqu'au  dernier  terme  où  xr=:r; 
sa  valeur  est  la  formule  qui  termine  Particle  précédent. 

5,  '     désignerait  la  limite  de  la  pxbw  série,  arrêtée^ 

au  terme  où  a;= ^.  H  suit  de  là  que 

*    -1  -  i 

donne  la  limite  de  la  ^omme  de  tous  les  termes  de  laf 
série  */,  à  partir  de  celui  où  a?  =  5  jusqu'à  celui  où- 
a:=  1. 

Les  valeurs  de  ces  ^expressîons  se  simpliGent  beau- 
coup lorsque  ?r=:o  :  le  développement  générât  de  la? 
page  précédente  se  réduit  à  5Ôn  premier  terme. 


• .  • 


^  ,      V   ;  etàcau8ede(i~a0''=:i9  on  a 


5<"*>=5— — .    et    S^"^^— 


quand  on  fait  a?:=:  1 . 
90.  Ces  préliflûpîawe»  étant  biçn  çqmpris  >   il  est 
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facile  de  ê*élçver  à  la  probabilité  d^  éîètieiU£D6  Futurs. 
Suivant  ce  qui  a  été  dit  au  n^  86 ,  1^  probabilité  d'une 

hypothèse  ou  d*un  ^apport  quelconque  x,  est 

■ 

"~r— ""~v — 

En  la  niultiplîant  par  x  (Zy) ,  on  en  déduira  fa  proba* 

bilké  d  obtenir  un  éyènement  ,^.de  plus ,  — r — ^ , 

d'où  Ton  tirera  ce  qui  convient  à  chaque  hypothèse 
en  partîeuiier  >  en  y  mettant  «nceessivement  et  ^  $«  ^ 
3«^  etç«  ^  à  ^  jplaçe  4e  x;  |a  limite  d^  la^omme  dç 

ces  résultats  sera  par  conséquent  ". —  >  et  la  va* 

leur  du  numérateur  se  dédnira  ^e  cflle  de  «S^"^*"^^ 

{i^r  1^  ctuwgmoQt  df  H»  en  7ii.*t- 1  •  ^  substituant  ces 
wdfiiin  ,il  viendra 

n(/i—  i)(yi  — fl) I 

(/n  -t  â>Cw  +  3).....(7il-J-» + 5i) 

/i(«— '0(9^^^) *  iç  +  n  +  a* 

après  la  suppression  des  facteurs  communs  au  divi* 
dende  et  ^  divisent* 

Si  Ion  demandait  la  probabilité  de  l'arrivée  d'un 
nouvel  événement  if,  la  probabilité  particulière  dvi 
cet  événement ,  dans  rhjrpothèse  correspondante  à  x  » 
étant  .1  -—  X  j  on  aurait  le^  expressions 
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r>  d  "■"  JPJ  —  /•  >  » 


f(-.-+'>         „  +  , 


C^»**ï 


iir+  »-+  a* 


Au  lien  jdcs  probabilités ^ ;— ^  et — ; r —  on. 

aurait  ^  suivant  l'usage  commun;  lies  expressions  — — - , 
n 


,    >,.  formées  en  aimant  le  nombre  de  fois  qae<»haque 

événement  a  paru-,  par  le  nombre  totd  dès  étènemens- 
observésy  et  qui  ne.  s'accxM*dent  avec  les  précédentes  que 
lorsque  i?ir=:n,  anqnel  ca»  le»  quatre  fractions  ci^dessu» 
deviennent  |  :  dans  toute  autre  circonstance^  la  première - 
évaluation  diffère  de  la  seconde.  Si ,  par  exemple,. 
m=3  et  TT  =  a  ^  run.e  donne  ^  et  y;  rantra|.et|; 
mais  ce  qu^il  faut  bien  remarquer ,  c'est  que  Tévalua* 
tion  rigoureuse  s'appfodie  sans  cesse  de  T-autre.  Gelase 
voit  en  divisant  par  m-f-n  les  deux  termes  des  premières* 
probabilités  ;  elles  prennent  alors  les  formes 

m      .        I  n       .        1 


— : L^^  et   — =- ' — ,. 


i  +  — r-  1  + 


qui  ne  deviennent  — : —  et  — ; —  qu*en  supposant  vor 

fini  le  nombre  m  +  ti. 
•    La  différence 

TU  m  rf"  I  m  — 71 


m  +  ii      m-f  n-f-s       (wi+ Ji)(iii+iï+a)/ 
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étant  positive  lorsque  m'^n,  montre  que  celui  des 
deux  évènemens  qui  est  arrivé  le  plus  souvent  augmente 
sans  cesse  de  probabilité  lorsque  les  nombres  m  et  n 
conservent  la  même  subordination  dans  leurs  accroisse- 
mens.  Le  contraire  a  lieu  quand  m^n.  Ces  changemens 
sont  remarquables  parce  qu'ils  sont  produits  par  la 
«eule  répétition  des  faits  ;  ainsi  la  théorie  des  proba* 
bilités  à  posteriori  s'accorde  bien  avec  cejle  de  Ber- 
noulli  sur  les  épreuves  successives  (34) ,  puisqu'il  ré- 
sulte de  Tune  comme  de  l'autre ,  que  le  rapport  du 
nombre  des  évènemens  ^  ou  ^  ,  au  nombre  total  des 
évènemens  observés  >  a  pour  limite  leur  probabilité 
simple.  / 

9 1 .  La  probabilité  que  sur  un  nombre  p  de  renou- 
yellemens  du  même  hasard,  il  arrivera  un  nombre  p — q 
d' évènemens  ^ ,  Bt  un  nombre  q  d'évènemens  B ,  s'ob- 
tient aussi  sans  dilBculté ,  par  les  principes  exposés 
précédemment.  Dans  l'hypothèse  coirespondante  k  x^ 
la  probabilité  de  cet  événement  composé  est  exprimée 
par  xP^'Ci— x)^,  si  la  succession  des  évènemens sinîples 
est  déterminée ,  et  par 

p(p-0...(p-?-H)  ^.,^      y  ^  c'xp-^ii^xy, 

1.3 q  ^  ^  -^  ' 

dans  le  cas  contraire  (230).  Cette  probabilité  étant  mul- 

tipliée  par -^-r; — ^  ,  probabilité  de  l'hypothèse , 

«y 

on  aura  pour  celle  qu'on  cherche 

>       ou  /•  •  » 

prenant  la  limite  de  la  somme ,  depuis  a?  ==  o  jus* 
qu'à  a;  ==  i ,  et  faisant  abstraction  du  coefficient  C  ^ 
qui  est  indépendant  de  x,  il  viendra, 
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(y^+^yXt^*?  — 1)> 1 

^  ^(n  — i) 7ï  • 

«xpression  que  Von  peut  simplifier  par  la  suppression 
des  Eacteucs  depuis  n  jusqu'à  i ,  qui  multiplient  et  qui 
divisent  en  même  temps ,  ce  qui  donnera 

(n  +  q)(n  +  g  —  i) ,...{n  +  i)  • 

Lorsque  n'^p  -^q ^  on  peut  encore  supprimer  de 
même  les  facteurs  depuis  m-)-p-*^f  + 1  jusqu'à 
m -4- 71 +  4  inclusivement  9  et  la  formule  ci-dessus 
devient 

(m+\)(m+a),.  »(^+p— <?)  (^■^0('^+g)«  »  -jà+q) 
(m+rê+a)  (m+n+5) . . .  (wi+if +p-4-4  ) 

Si  Ton  prend  pour  exemple,  p  =  3,  </  =  i ,  rex- 
pression  précédente  donnera  la  probabilité  de  féyène- 
ment  composé  J^AB  ^  ^é^le  à 

(wi+B  +  a)(/»-J-'»  +  3)(m  +  '*  +  4)  ' 

et  si  Ton  divise  par  m  +  n  chacun  des  facteurs  du  nu- 
mérateur et  du  dénominateur  de  cette  fr^tîon  ^  on  re- 
connaîtra aisément  qu'elle  tend  sajis  cesse  vers.«.. 

^       ^3 ,  probabilité  composée  qui  rés\i1tèrait  des  pro- 
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m  n 


l>abîlîtéa  simples  — -, —  ,  -— ; —  (ai)*  La  même  cir- 

constance  a  lieu  pour  l'expression  générale ,  et  se 
prouve  en  développant  cette  expression  avec  le  secours 
des  formules  qui  servent  à  calculer  par  approiomation 
les  prôdolts^formés  â*un  grand  nombre  dé  facteurs  :  on 
trouve  alors  que  si  les  nombres  m  et  n  sont  très  grands 
par  r^ppert  aax  nombres  petiq^  elle  a  potir  limite 

z — : — rz  (voyez  la  note  !)• 

Ainsi  ^  plus  le  lynnbre  des  évènemens  observés  aug- 
mente ,  mobtë  les  prohabilités  »  3oit  simples ,  soit  com- 
posées I  déduites  des  formules  précédentes ,  diffèrent 
des  probabilités  déterminées  à  priori,  ou  plus  les  rapports 
«donnés  par  la  succession  des  évènemens  représentent 
avec  exactitude  les  probabilités  sixnples.  La  possibi- 
lité de  prendre  les  uns  pour  les  autres  s^est  ofiferte  si 
naturellement  à  ceux  qui  les  premiers  ont  médité  sur  co 
snjet ,  qulls  ront  regardée  comme  évidente  par  elle- 
même  ;  mais  on  ne  pouvait  s^en  rendre  compte  sans 
je  secours  du  calcul  >  qui  moptre  qu'au  lieu  de 
l'égalité  conjecturée ,  il  y  a  une  approximation  conti- 
nuelle et  de  phis  en  plus  rapide. 

ga.  Au  moyen  de  la  formule  que  nous  venons  de 
«onsttvire,  on  réunit  dans  une  expression  toutes  les 
probabilités  des  évêtiemens  cottiposés  ,  auxquels  peut 
donner  lieu  un  non^bre/7  de  renouvellemens  du  même 
hasard;  Il  suffit  pour  cela  de  faire  sucésâivement 
^  =  b,=  1 ,  =  3,  rsïSi  etc.  En  consûrvaut  l^cd^- 
<;iens  désignés  pat  Ô ,  pour  laisser  indéterminé  Tordra 
de  suecessioâ  des  évènemens  simples^  on  formera  la  suite 


i6o 
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*  * 

qui  tient  ici  la  place  qne  le  développement  en  binôme 
(e+/y  occupe  dans  la  déteimination  d  priori  àea 
probabilités  pour  les  épreuves  réitérées  (as).  La  somme 
des  termes ,  depuis  le  premier  jusqu'au-  tenne  général 

i.â.3 g  ç^*»"^ 

inclusivement,  donnera  la  probabilité  qu*îl  n arrivera 
pas  moiiis  àep-^^q  évènemens  ji,  et  pas  plus  de  q  évè- 
nemens  B. 

Quandnr=oet9=o,  S^^^ devient5j"^= — ~  (89), 
et  la  formule  précédente  se  réduit  au  seul  terme 

c'est  la  probabilité  qu'on  aura  p  de  fois  de  suite  Tévè- 
nement  A ,  lorsqu'il  a  été  observé  m  fob  sans  inter- 
ruption. 

Si  Von  partage  le  nombre  p  en  parties  proportion- 
nelles aux  nombres  m  et  n,  savoir,  ~  et  — -—  *  , 

Tïi  +  n        Tn  +  n 

la  somme  des  termes  de  la  suite  précédente ,  à  partir 
de  celui  qui  est  affecté  de  ^ 


5. 
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^ûsqu^à  c^etui  tj^ti  Y  est  de 

expriiùera  la  probabilité  dfie  sur  p  tenouyellemens  dit 
même  hasard  ^  le  notnbre  des  éyènemens  A  ne  s'écattera 
pas ,  en  plus  ou  en  moiiis  »  du  nombre  proportionnel 
à  m  y  au-delà  de  s. 

93.  Avant  de  passet  aux  applications  »  je  dois  encorô 
montrer ,  comme  je  Fai  annoncé  en  commençant  cette 
section ,  que  les  probabilités  déterminées  à  posteriori 
sont  -une  sort6  de  probabilités  moyennes  :  cela  suit  en 
effet  de  la  manière  de  les  obtenir  ^  et  jette  un  nou<^ 
veau  jour  sur  leur  natiure.  L'expression  Cr"(i— ^x)"  (^7) 
étant  la  probabilité  d'amener  m  éyènemens  u^  et  n 
éyènemens  B^  lorsque  leurs  probabilités  simples  sont 
X  et  1—- a;  9  la  somme  de  ses  valeurs  calculées  dans 
toutes  les  b3rpothèses  possibles,  divisée  par  leur  nombre, 
en  donnera  la  valeur  moyenne  (  Traité  élémentaire 
d! Arithmétique ^  règle  d'alliage).  Mais ,  faire  la  division 
d'une  somme  de  quantités ,  c'est  la  même  chose  que 
de  diviser  séparément  chacune  de  ces  quantités ,  et 
d'ajouter  ensuite  les  quotiens  ;  et  quand  on  divise  l'Unité 
en  parties  égales  à  « ,  le  nombre  de  ces  parties  est  évi* 

demmeiiti;or 

— i i.  :=z  «6X"*(l  —  xY  * 

1  ^  ' 

l'expression  C^f*"*"^  (89)    peut  donc  être  regardée 

comme  celle  d'une  valeur  moyenne  prise  entre  les  di«- 
a*  édition.  1 1 
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verses  probabilités  qu'aurait,  dans  totifes  les  hypo- 
thèses possibles ,  révènement  composé  qui  a  eu  lieu. 

Toutes  les  expressions  subséquentes  se  déduisent  éga^ 
lement  de  ce  point  de  yue/S*agit-il  de  la  probabilité 
d'obtenir  un  nouvel  événement  ^  ?  La  probabilité 
simple  de  celui-ci  étant  désignée  par  x»  celle  du  nouvel 
événement  composé  sera 

Cr»(i— n)».a:  =  Cx~"*-'(i  — x)»07)  , 
expression  dont  la  valeur  moyenne,  prise  comme  ci-des- 

sus  ,  est  CiSj**^*'^;  mais  cette  valeur  moyenne,  considé- 
rée comme  la  probabilité  du  nouvel  événement  composé, 
doit  aussi  se  former  en  multipliant  celle  de  l'événement 
composé  qui  a  eu  lieu ,  par  celle  d'obtenir  un  événe- 
ment ^de  plus  (17)  :  celle-ci  est  donc  égale  au  quotient 
de  la  première  divisée  par  la  seconde ,  ce  qui  donne 

es  s 

1  .1 

comme  on  l'a  trouvé  dans  le  n^  go. 

Les  mêmes  considératioxâ  donneraient,  pour  l'arr 
rivée  d'un  nouvel  événement  ^,  la  probabilité 

S. 

La  somme  de  ces  deux  probabilités  est  égale  à  l'u- 
nité ,  comme  cela  doit  être;  car  pour  faire  la  somme 
de  deux  suites  de  termes,  on  peut  commencer  par 
ajouter  les  termes  qui  se  correspondent  dans  chacune^  et 
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prendre  la  somme  des  termes  de  la  nouvelle  suite  for- 
mée par  ces  additions  ;  on  aura  donc  ainsi 

et  passant  aux  limites  des  séries  ajoutées  et  à  celle 
de  leur  somme  ^  il  viendra 


d'où 


S', 


()iH-i|i>) 

S 


94* On  étendrait  sans  peine  ces  considérations  auxfor^" 
mules  générales  des  n^'  gi  et  92.  La  somme  des  termes 
dont  se  compose  la  dernière^  qui  embrasse  tous  les 
évènemens  possibles  dans  p  renouvellemens  du  même 
hasard  >  doit  être   égale  à  l'unité  ^  comme  celle   des 
termes  du  développement  de  (^  4"  f)^'   ^  i^'^^t  pas 
dliiicile  non  plus  de  voir  que  toute  cette  théorie  re- 
vient à  prendre  la  probabilité  moyenne  de  Tévèuement 
composé  qui  a  eu  lieu,  pour  l'unité  à  laquelle  on  com- 
pare les  probabilités  qui  résultent  des  combinaisons  de 
celui-ci  avec  lés  évènemens  futurs.  On  peut  donc  en*- 
visager  aussi  ces  probabilités  comme  relatives  à  la  pr&" 
mière*  De  là  vient  qu'elles  ne  sont  pas  toujours  les 
mêmes  pour  les  mêmes  combinaisons  d'évènemetos  fn^ 
turs  j  ce  qui  n'arrive  pas  aux  probabilités  déterminées 
à  priori  (as). 


11. . 
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,£n  effet ,  la  formule  du  n^  91  change  de  valeur 
avec  metn,  quoique  p  et  f  demeurent  les  mêmes  ;  et 
puisque  de  nouveaux  éyènemens  observés  modifient  cette 
valeur,  il  s'ensuit  évidemment  que  pour  tirer  de  ces  for- 
mules des  résultats  utiles ,  il  faut  toujours  que  le  nombre 
p  des  évènemens  futurs  soit  fort  petit  à  Fégard  du 
nombre  m  -f-  n  des  évènemens  passés ,  et  aussi  que  ce 
dernier  soit  très  considérable  en  lui-même ,  afin  qu^il 
ne  suffise  pas  de  quelques  nouvelles  observations  pour 
changer  sensiblement  les  résultats  déduits  des   pré- 
cédentes. Avec  ces  restrictions,  et  pour  des  recherches 
dont  la  nature  ne  saurait  exiger  ,  ni  même  admettre, 
il  faut  le  dire,  une  précision  rigoureuse,   on  pourra 
presque  toujours  substituer  aux  formules  de  cette  sec- 
tion celles  de  la  première ,  ce  qui  est  fort  heureux  ; 
car  les  calculs,  déjà  très  longs  par  celles-ci,  seraient 
le  plus  souvent  impraticables  par  les  autres ,  sans'  le 
secours  des  formules  approximatives  citées  an  n®  27  ; 
aussi  ne  ferai-je  qu*indiquer  quelques-unes  des  ques- 
tions curieuses  que  M.  Laplace  a  résolues   sur    cette 
matière. 

g5.  Premièrement,  il  a  donné  l'expression  appro- 
chée de  la  probabilité  des  résultats  fournis  par  les 
Tables  de  mortalité ,  lorsqu'on  connaît  le  nombre  d'ob- 
servations sur  lequel  elles  ont  été  construites.  Ces  tables , 
dont  j'exposerai  plus  loin  la  formation ,  font  connaître 
combien,  sur  un  nombre  d'individus  nés  en  même  temps, 
il  en  reste  à  un  âge  doimé.  Soit  m  -f"  n  le  premier 
nombre  et  m  le  second  ;  lorsqu'on  veut  étendre  les 
conséquences  de  ces  observations  à  un  nombre  p  d'en- 
fuis, on  ledivise  en  parties  proportionnelles  aux  nombres 

m  et  n,  ce  qui  donne  -^-- —  pour  celui  des  survîvans 
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et  ■  ^-^  pour  celui  des,  morts.  Alors  pour  appré- 
cier la  confiaiice  que  méritent  ces  résultats ,  il  faut 
chercher  les  probabilités  que  Terreur  dont  ils  peuvent, 
être  susceptibles  est  renfermée  dans  des  limites  assez 
étroites ,  ce  qui  se  fait  en  calculant  la  somme  des  termes 
de  Texpression  du  n**  ga,  à  pardr  dé  celui  qui  est.afr 
fecté  de 

jusqu'à  celui  qui  Test  de 

Quoîque'M.  Laplace  ait  déterminé  assez  aîmplemen^ 
la  valeur  approchée  de  cette  somme,  il  n'en  donne- 
point  le  calcul  numérique  ;  en  effet ,  on  sent  assez  dès 
à  présent,  et  on  en  ^era  tout-à-fait  convaincu  dans 
la  suite  ,  qu  un  pareil  examen ,  devant  être  répété 
pour  tous  les  âges ,  et  sur  des  Tables  très  çiultipliées  , 
est  à  peu  près  impraticable ,  et  que  c'est  principale- 
ment) la  finesse  des  artifices  de  calcul  qu'il  exige ,  qui 
en  constituejle ^mérite ,  comme  de  la  plus  grande  par- 
tie des  recherches  de  ce  geiyre. 

■* 

96.  La  seconde  question  dont  je  rapporterai  l'énoncé 
et  les  résultats,  a  eu.  une  application  effective.  Dés 
qu'on  s'est  aperçu  du  peu  de  variation  qu'offraient  le. 
nombre  des  naissances  et  celui  des  décès,  dans  une  popu-. 
lation  dont  la  marche  n'était  point  troublée  p^  le», 
fléaux  naturels  ou  politiques,  on  a  cherche  à  déter- 
miner leîs  rapports  de  ces  [nombres  avec  le  total  de  U. 
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population ,  en  faisant  le  relevé  des  naissances  et  des 
morts ,  dans  diverses  parties  du  même  état,  et  ponr  plu- 
sieurs années ,  en  même  temps  qn  on  se  procurerait  un 
dâfiombrement  escact  de  la  population  de  ces  parties. 
Le  rapport  moyen ,  obtenu  ainsi ,  i  paru  propre  à  faire 
connaître  la  population  de  l'état  entier,  d'une  ma- 
nière à  la  fois  plus  prompte  et  plus  sûre  qu'un  dé- 
nombrement total  des  habitans ,  qui  entraîne  toujours 
de  grandes  longueurs  et  souvent  de  grandes  difficultés 
dans  l'exécution.  Cette  idée  ,  mise  an  jour  d'abord  par 
Moheau ,  a  été  suivie  avec  assiduité  pendant  6  années , 
par  Duséjour  9  G>ndorcet  et  M.  Laplaoe  (^.Ils  s'étaient 
proposé  d'appliquer  successivement  leurs  calculs  à  cha- 
cune des  i8a  feuilles  de  la  Carte  de  la  France ,  par 
Cassîoi  :  ce  travail  s'étendait  à  1^9  feuilles,  lorsqu'il  a 
été  suspendu.  La  révolution  devait  en  avoir  changé  les 
élémens  ;  c'est  pourquoi  M.  Laplace  l'a  recommencé  en 
1799.  Le  gouvernement  a  ordonné,  en  conséquence, 
de  &ire  avec  soin,  dans  3o  départemens  choisis  parmi 
tons  ceux  qui  composaient  alors  la  France ,  le  relevé 
exact  des  naissances,  mariages  et  décès,  depuis  l'an  8 
jusqu'à  l'an  11  (du  as  septembre  1799»  au  sa  sep- 
tembre 1B09),  dans  des  communes  de  situations  et  de 
grandeurs  variées  ;  il  en  est  résulté  : 


(*)  Yojex  les  Recherches  sur  la  population  de  la  Franecj  par 
Moheao,  éd.  de  1778 ,  p-  33,  et  les  Mémoires  de  l'uieadémie  des 
Sciences  f  années  1784; — '7^* 

Dans  son.  premier  mémoire  sur  ce  sn|et  {A^cad.  des  Sciences  , 
1783 ,  p.  6g6) ,  M.  Laplace  prend  a6  ponr  le  rapport  moyen  snr 
tonte  la  France.  Le  dénombrement  efièctné  à  Paris  de  1816  à  181 7, 
montante  7i3g66  individus,  et  le  nombie  des  naissances  à  a^ai , 
il  en  résulte  un  rapport  >  que  3i,8. 
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Naissances.         Mariages.  Décès. 

iioSia  garçons^       4^Q5ji        loSSBg  hommes, 
.  106287  filles,  9944^  femmes  y 

et  pour  le  montant  de  la  population  de  ces  niêmes 
communes ,  à  la  seconde  époque,  s  dSj  61 5  individus.- 
Par  ces  nombres ,  les  naissances  des  garçons  sont  à.  ^ 
celles  des  filles  dans  le  rapport  de  âa  à  ai  ;  les  ma- 
riages aux  naissances,  dans  celui  de  3  à  i4;  enfin,  celui 
de  la  population  aux  naissances  annuelles,  est  de  a8,355' 
environ  à  1 ,  ce  qui  portait  à  4^  5oo  000  le  nombre 
des  habitans  du  territoire  soumis  alors  au  gouvernement 
français,  et  où  le  nombre  des  naissances  annuelles 
s'élevait  environ  à  1  5oo  000  (*).  M.  Laplace  voulant 
ensuite  se  rendre  compte  de  la  précision  qu'il  devait 
attendre   de  tous  ces  soins ,   a  cherché  la  probabilité 
que  cette  évaluation  ne  serait  pas  en  erreur  de  5oo  060  :     . 
Toîci  la  traduction  de  Téiioncé  de  ce  pi'oblème ,  au 
moyen  des  formules  analytiques. 

£n  représentant  par  m  +  nle  nombre  des  individus 
compris  dans  le  premier  dénombrement  ;  par  ti  celui  des 
naissances  annuelles ,  qui  est  lé  ^  dé  la  solnme  des  nais- 
sances des  deux  sex'es,rapportééé  plus  haut,  pour  S'an- 
nées  y  par  (/  le  nombre  des  naissances  dans  toute  retendue 

du  territoire  de  la  France,  p  =  ^ — ^^J3.  exprimera  la 

n 

population  de  ce  territoire,  en  y  comprenant  le  nombre 

q  de  naissances  ;  et  par  conséquent 

(*)  Théorie  analytique  des  Probabilités ,  pag.  S^i.. 
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sera  la  probabilité  que  cette  population  &e  composera 

des  deux  parties  ^2L±i07_,  et,.. 

Si  donc  on  forme  une  suite  de,  termes  semblables  au 
précédent ,  en  donnant  au  premier  exposant  toutes  lea^ 
valeurs  comprises  entre 


et 


m  "  ' 


le  second  exposant  demeurant  toujours  n  -f"  f  x 
la  somme  de  ces  termes  sera  la  probabilité  que  le  dé-- 
nombrement  total  conclu  des  naissances  ne  s'écar-* 
tera  pas  du  véritable  au-delà  du  nombre  z ,  soit  en  plus  ^ 
soit  en  moins  ('^).  £n  faisant  z  =  5qo  ooo  ,  les  formules 

approximative^  de  M.  Laplace  lui  donnent  — ^  pour  la 

valeur  de  cette  probabilité  ;  et  en  portant  z  à  700  000 , 
la  contraire  de  cette  même  probabilité  serait  insensible^ 

97.  Dans  tout  ce  qui  précède ,  on  a  supposé  que  ,• 
pour  la  même  hjrpothèse,  la  probabilité  simple  de« 
meurait  constante ,  c'est-à-dire  qu'on  remettait  chaque 
fois  dans  Fume  la  boule  qui  en  était  sortie.  Cette  sup- 
position paraît  applicable  à  la  plupart  des  évènemena 
naturels ,  parce  qu'on  regarde  leurs  causes  comme 

{*)  Les  d<^nominations  employées  par  M.  Laplace  sont  un  pea 
différentes  de  celles-ci  :  m+n  répond  k  p,  nkg ,  q  k  qf'i  x  doi| 
être  changé  en  i  -«xy  et  réciproquement.  M.  Laplace  ne  détermine 
pas  immédiatement  la  probabilité  indiquée  ci-dessus,  mais  sa  con- 
traire, en  prenant  z  depuis  5ooooo  jusqu'à  rinfiol,  et  par  un  arti-v 
ficc  d'aualyse^out  je  donnerai  une  idée  daiis  la  note  II{. 
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agissant  toujours  de  la  même  manière ,  ou  le  rapport 
des  nombres  de  chances  également  possibles  comme 
eonstant.  Condorcet,  cependant,  ne  s'est  pas  restreint 
à  ces  considérations  ;  il  a  fait  l'énumération  des  hy-^ 
pothèses  que  comporte  le  sujet ,  et  les  a  soumises 
i  une  discussion  approfondie  (^).  II  en  distingue  trois , 
u  1*.  celle  où  la  probabilité  est  constante ,  où  Ton 
»  suppose  chaque  événement  (simple)  -également  pro- 
9>  bable,  ou  du  moins  la  probabilité  moyenne  pour 
39  chacun ,  déterminée  d'une  manière  semblable  (c*est 
TJ  celle  dont  nous  sommes  occupés)  ;  2°.  celle  où  Ton 
9)  suppose  cette  probabilité  variable ,  mais  indépen- 
n  dante  du  temps  où  les  éyènemens  sont  arrivés  ^  et  dé  . 
fi  Tordre  dans  lequel  ils  ont  été  observés;  3^«  celle 
»  où  on  les  suppose  dépendans ,  ou  plutôt  pouvant 
»  dépendre  de  cet  ordre.  » 

La  troisième  hypothèse ,  comme  là  plus  générale , 
devrait  être  employée  le  plus  souvent;  car  c'est  un 
principe  fondamental  dans  le  calcul  des  probabilités  , 
de  prendre  en  considération  tout  ce  qui  n'est  pas  re- 
connu impossible.  Or,  ne  peut-il  pas  arriver  que  les 
forces  qui  produisent  certains  évènemens  se  hiodi&ent 
ou  s'altèrent,  et  que  par  c sîtte  raison  leur  possibilité 
devienne  plus  grande  ou  moindre  ?  Que  s'ils  résultent 
d'un  développement  successif ,  l'ordre  de  leur  produc- 
tion, l'époque  à  laquelle  ils  paraissent,  influent  sur  cette 
possibilité?  Tant  que  ces  suppositions  ne  seront  pas 
formellement  écartées  par  des  lois  positives  bien  cons- 
tatées, les  probabilités  déduites  de  la  première  hy- 
pothèse ne  pourront  s'étendre  qu'à  un  temps  limité  et 
devront  être  calculées  souvent  sur  de  nouvelles  obser- 
vations. On  sent  bien  que  les  formules  relatives  aux 

(*)  Mémoires  de  f  Académie  des  Sciences,  1783,  pag,  53g. 
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dernières  hypothèses  sont  hors  des  bornes  prescrites  à 
un  traité  élémentaire  ;  je  renverrai  donc ,  pour  ce  su- 
jet, le  lecteur  au  Mémoire  cité  dans  la  note^  et  à  la  3® 
partie  de  V Essai  sur  la  probabilité  des  décisions,  etc. 

Détermination  de  la  probabilité  des  causés  {^ou  des 
hypothèses)  par  leS  observations., 

98.  Lorsque  l'on  regarde  comme,  possibles ,  dans 
la  probabilité  des  évènemens ,  tous  les  rapports  com- 
pris entre  o  et  1 ,  la  probabilité  de  l'hypothèse  corres- 
pondante à  a;  est  exprimée  par 

— i-^(9o). 

Cette  fraction ,  dont  le  dénominateur  a  pour  limite 

la  quantité  finie  iSj"*'"^  (88) ,  est  d'autant  plus  petite 

que  «  est  moindre ,  et  que  par  conséquent  le  nombre 
des  hypothèses  établies  est  plus  considérable.  Si  donc 
on  suppose  ce  dernier  nombre  infini ,  ùl  sera  infiniment 
petit ,  et  chaque  hypothèse  n'aura  qu'une  probabilité 
infiniment  petite  :  aussi  n'est-ce  point  la  probabilité  ab- 
solue de  l'une  de  ces  hypothèses  qu'on  se  propose  de 
déterminer  y  mais  les  probabilités  relatives,  ce  qui  est 
très  facile,  puisque  si  Ton  désigne  par  x'  une  antre 
hypothèse ,  on  aura ,  suivant  ce  qui  a  été  dit  dans  le 
n®  i3,  pour  la  probabilité  de  la  premi^  hypothèse  par 
rapport  à  la  seconde , 

ax"*(i — xY  a;"(i— 'x)" 

ctx«(i— x)"4n«a:''"(i— x')'~x"*(i— ar)"+x'"'(i— x')"  * 

expression  où  «  disparaît. 
La  valeur  de  cette  expression  dépend  de  celle  des 
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rapports  2:  et  x'i  et  en  la  mettant  sous  la  forme 


X  «1.       ^  ■         ^ 
a:™(i — x)" 

on  verra  qu'elle  approche  d'autant  plus  de  l'unité  , 
que  0:^(1  —  x)"  surpasse  «'""(i  —  j/)"  •  ^^'^  atteindra 
donc  la  plus  grande  valeur  dont  elle  soit  susceptible^  si, 
parmi  tous  les  termes  de  la  suite 

«"»(i — «)*,     (2*)"»(i — si«)",     etc., 

on  prend  le  moindre  pour  x'"*(i— x')*,  et  le  plus 
considérable  poura;"(i — x)\  Le  premier  ne  peut  jamais 
être  nul ,  tant  que  l'un  des  nombres  m^  n,  n'est  pas 
nuL 
Quant  au  plus    grand  terme,  on  trouve   par    le 

calcul  difiFérentiel  qu'il  répond  à  a;  = : —  ,  c'est- 

â-dire  que  cette  valeur ,  d'où  il  suit  1— a;= , 

^  m  +  n 

rend  le  produit  x'"(i— a:)"  plus  grand  que  toute 
antre  valeur  qu'on  voudrait  assigner  à  x.  Ce  résultat 
est  bien  remarquable,  puisqu'il  nous  apprend  que  la 
plus  probable  de  tontes  ces  hypotkèses  est  celle  où 
les  probabilités  simples  des  évènemens  A  et  B  sont 
égales  au  rapport  du  nombre  de  fois  que  chacun  de 
ces  évènemens  est  arrivé ,  avec  leur  nombre  total  ;  il 
rentre  d'ailleurs  dans  la  proposition  du  n^  sg ,  quoiqu'il 
soit  appuyé  sur  des  considérations  beaucoup  plus  gé- 
nérales. 

99.  Cette  même  hypothèse^  outre  qu'elle  jouit  de 
la  plus  grande  probabilité  relative ,  peut  encore  être 
regardée  comnte  s* approchant  sans  cesse  de  la  véri^ 
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table  probabilité ,  à  mesure  que  le  nombre  des  observa- 
tions devient  plus  considérable ,  c'est-à^-dire  qu'en  assi- 
gnant à  ce  nombre  une  augmentation  convenable,  on  peut 
obtenir  une  probabilité  aussi  voisine  de  Funité  qu'on 
voudra^  que  la  véritable  valeur  de  x  sera  comprise  entre 

TU       .  m 

+  c    et    — ; —  —  c, 


m  -^»  n  7îi-f-7i 

la  quantité  c  étant  aussi  petite  qu'on  voudra.  L'ex- 
pression de  cette  probabilité,  se  composant  de  la  somme 
des  probabilités  correspondantes  aux  diverses  valeurs 
que  Ton  peut  assigner  à  x  entre  les  limites  indiquées 
ci-dessus ,  sera  évidemment 

-^ — ;ii^ —  ^^93  > 

en  faisant ,  pour  abréger , 

m  m.      .  j 

a,  — r — -f-c  =  6; 


mais  comme  on  y  suppose  que  m  et  n  sont  de  très 
grands  nombres ,  il  faut ,  pour  en  trouver  la  valeur , 
faire  usage  des  formules  approximatives  et  du  calcul 
intégral  (  voyez  note  III  )  ;  c'est  pourquoi  la  démons- 
tration de  la  proposition  énoncée  au  commencement 
de  cet  article  ne  saurait  trouver  place  ici  ;  je  ferai 
seulement  remarquer  que  cette  proposition  est  analogue 
à  celle  du  n^  35,  et  appuie  sur  les  considérations  très 
générales  qui  servent  à  la  détermination  des  probabi- 
lités à  posteriori ,  le  théorème  fondamental  que  Jacques 
BernouUi  n'avait  prouvé  que  dans  l'ordre  des  probabi-», 
lités  déterminées  à  priori. 
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loo.  On  voit  aussi  y -par  ce  qui  précède  ,  que  si  la 
probabilité  d'une  hypothèse  en  particulier ,  est  inassi- 
gnable, celle  d'un  ensemble  d'hypothèses  comprises 
entre  des  limites  dont  la  différence  est  finie  ,  a  une 
valeur  finie ,  puisque  telle  est  celle  de  l'expression 

dans  tous  les  cas  où  &"— a  est  une  quantité  finie  :  cette 
remarque  est  bien  importante.  Quand ,  par  exemple  , 
oïl  observe  une  supériorité  constante  dans  le  nombre 
de  fois  qu'un  événement  se  montre ,  sur  le  nombre  de 
fois  où  se  montre  l'événement  contraire  >  on  est  porté 
À  croire  que  la  production  du  premier  est  d'une  faci- 
lité plus  grande  que  celle  du  second ,  ou  qu'il  y  a 
une  cause  qui  détermine  plutôt  l'un  que    l'autre  ,  ou 
enfin,  ce  qui  est  encore  la  même  chose,  que  la  probabilité 
simple  du  premier  événement  surpasse  |.  Maisf  cette 
croyance ,  qui  n'est  d'abord  qu'un  simple  aperçu  ,  se 
fortifiant  à  mesure  que  les  évènemens  se  reproduisent 
dans  le  même  ordre  de  fréquence,  est  susceptible  d'être 
appréciée  ,  en  déterminant,  d'après  le  nombre  des  ob- 
servations ,  la  probabilité  que  la  valeur  de  x  est  com- 
prise entre  J  et  i,  ce  qui  se  fait  par  le  tnoyen  de 
Texpression 


eC»,»)  c^"*»"^' 


ICI.  Ces  formules  ont  une  application  très  curieuse, 
par  rapport  aux  naissances.  Arbuthnot  ayant  remarqué, 
sur  les  listes  des  naissances  arrivées  à  Londres  depuis 
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1629  jusqu'à  1710  y  que  le  nombre  de  celles  des  garçon» 
s'écartait  peu  du  nombre  de  celles  des  filles  ^  et  pensant 
apparemment  qu'il  ne  pouvait  pas  exister  de  loi  pri<- 
mordiale  qui  maintint  ces  nombres  entre  des  limites  peu 
différentes  de  l'égalité^  voulut  voir  dans  cette  prétendue 
égalité  un  miracle  continuel.  Nicolas  Bemoulli^  an 
contraire ,  frappé  des  différences  assez  sensibles  qui  se 
trouvaient  entre  ces  nombres ,  et  de  ce  qu'il  y  avait 
toujours  plus  de  garçons  que  de  filles ,  y  vit  avec  raison 
l'indice  d'une  plus  grande  possibilité  dans  la  naissance 
des  enfans  du  sexe  masculin  que  dans  celle  des  ^ifans 
de  l'autre  sexe ,  le  rapport  du  nombre  des  unes  au  nom- 
bre des  autres  étant  ^  {*),  Pour  le  prouver^  il  montra 
qu'en  supposant  un  dé  à  35  faces  ,18  noires  et  1 7  blan- 
ches ,  jeté  14000  fois  »  il  y  aurait  une  probabilité  su- 
périeure à  7^  »  que  le  nombre  des  faces  noires  amenées 
ne  s'écarterait  pas  au-delà  de  i63,  soit  en  plus^  soit  en 
moins ,  du  nombre  7300^  égal  aux  ^f  de  celui  des  jets  ; 
il  n'était  donc  pas  surprenant  que  sur  14000  naissances^ 
le  nombre  de  celles  de  chaque  sexe  ne  différât  pas  dar- 
vantage  de  la  proportion  assignée  par  la  probabilité 
simple  ,  savc'.r^  7200  garçons  et  6800  filles  (ycyez  à  ce 
sujet  la  note  I).  Le  fait  s'étant  soutenu ,  a  été  constaté 
de  nouveau  dans  la  plupart  des  états  de  l'Europe» 
Daniel  Bernoulli  s'en  est  occupé  (**) ,  et  enfin  M.  La- 
place  l'a  traité  par  les  formules  directes^  celles  de  l'ar- 
ticle précédent. 

De  1745  à  i784>  les  registres  des  naissances  de  Paris 
donnent  393386  garçons  y  377555  filles ,  nombres  dont 
le  rapport  est  à  peu  près  f|  ^  moindre  que  f|  qu'on 
trouve  par  les  registres  dé  Londres^  depuis  1664  ju»- 


{*)  analyse  des  Jeux  de  hasard  y  par  Montmori,  pag.  388. 
(**")  Nowi  Comment.  Acad,  Petrop,^  t.  XIV,  pars  x*,  cit  XV. 
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qu'à  1758  inclusivement,  et  que  1^  donné  par  ceux  du 
royaume  de  Naples  (non  compris  la  Sicile) ,  depuis 
1774  jusqu'à  1781  inclusivement  aussi.  Cependant^ 
par  les  deux  premier»  nombres ,  les  formules  approxi- 
matives ont  donné  à  M.  Laplace,  pour  la  probabilité 
que  co  surpasse  ^,  l'unité  moins  une  firaction  d&ns  la* 
quelle  l'unité  est  divisée  par  un  nombre  de  7a  chiffres  (^. 
Un  petit  exoès  dans  le  nombre  des  répétitions  d'un  évé- 
nement, sur  celui  des  répétitions  de  l'événement  con- 
tradictoire, a  dono  suffi,  par  sa  constance,  pour  faire 
croître  avec  une  immense  rapidité  la  probabilité  qui 
assigne  une  facilité  plus  grande  au  premier  qu'au  se-^ 
cond;  et  plus  les  observations  se  multiplieront,  en 
conservant  les  mêmes  relations  de  grandeur,  plus  cette 
probabilité  augmentera. 

102.  La  formule  du  n^  9g  se  simplifie  beaucoup , 
lorsqu'il  n'est  arrivé  que  des  évènemens  d'une   seule 

espèce.  Dans  ce  cas  5^"*»"^  devient 


on  a  donc 


1  — 


^m^i 


^m4-i  «jw+i 


pour  la  probabilité  que  celle  de  l'événement  constam- 
ment observé  est  supérieure  à  |. 

On  peut  d'abord  appliquer  ceci  à  l'un  des  pHéno- 
mènes  les  plus  remarquables  du  système  du  monde ,  le 


(*)  7%corîc  analytique  des  Probabilités,  p.  379. 
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sens  mûforme  dans  lequel  les  planètes  principales  et 
lenrs  satellites  font  leurs  révolutions  autour  du  soleiL 
En  regardant  le  mouyement  de  chacun  de  ces  corps 
comme  le  renouvellement  du  même  fait ,  la  répétition 
de  ce  fait  indique  une  cause  qui  a  déterminé  la  di- 
rection d*orient  en  occident ,  préférablement  à  la  di- 
rection  contraire*  Si  l'on  n'applique  le  calcul  qu'aux 
planètes  principales ,  afin  de  n' j  £éûre  entrer  que  des 
drconstànces  rigoureusement  semblables ,  on  prendra 
m  =  11 ,  et  il  viendra 

a" —  1 4095 

a"     ~  4096'  • 

pour  la  probabilité  de  Texistence  d'une  plus  grande 
facilité  de  ce  mouvement  d'orient  en  occident,  que  dans 
le  sens  contraire.  On  aurait  eu  un  résultat  beaucoup 
plus  fort ,  en  joignant  aux  planètes  principales  les  sa- 
tellites connus,  qui  sont  maintenant  au  nombre  de  18» 
et  un  résultat  encore  bien  autrement  près  de  l'unité,  si 
l'on  eût  regardé  comme  dépendiant  de  la  même  cause 
le  sens  uniforme  dans  lequel  s'exécutent  les  rotations 
observées  dans  plusieurs  de  ces  corps. 

Quelques  auteurs  ont  évalué  cette  probabilité  d'une 
manière  un  peu  différente,  en  partant  d'ailleurs  du 
principe  posé  dans  le  n®  86  ;  mais  en  se  bornant  à 
comparer  le  cas  où  il  existerait  une  cause  absolue, 
avec  celui  où  les  deux  sens  opposés  seraient  égale- 
ment possibles  ,  ce  qui  réduit  les  hypothèses  i  deux , 
donnant  pour  l'événement  arrivé ,  l'une  ,  la  certitude 

représentée  par  l'unité ,  et  l'être ,  la  probabilité  —.' 

La  probabiKté  de  la  première  hypothèse  serait  donc 
alors 
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«î  Ton  ne  faisait  entrer  dans  le  calcul  que  les  planètes  prin- 
cipales. Celte  dernière  fraction  est  moindre  que  la  pré- 
cédente; mais  je  crois  que  les  considérations  dont  elle 
est  déduite  sont  trop  particulières.  En  ne  s'attachant  qu'au 
sens  du  mouvement,  on  ne  trouve,  il  est  vrai ,  que 
deux  chances;  mais  doit-on  les  supposer  également 
possibles,  quand  on  ignore  complètement  de  quelle 
manière  le  mouvement  a  été  imprimé  ;  et  ne  se  peut-il 
pas  qu'au  lien  d*étr»  un  efiRet  simple ,  sa  direction  soit 
le  résultat  du  concours  de  diverses  chances  qu'il  faut 
supposer ,  par  conséquent ,  dans  ,tous  les  rapports  pos- 
sibles avec  celles  <pii  auraient  donné  la  direction  con- 
traire? . 

Les  limites  étrbites  dans  lesquelles  sont  renfermées 
les  inclinaisons  des  orbites  des  planètes  anciennement 
connues ,  qui  n*occupent  dans  le  ciel  qu'une  zone  d'éi>- 
viron  18  degrés  de  largeur,  fournissent  aussi  une  gtande' 
piFobabilité  pour  attribuer  tous  les  mouvemens  de  ces 
corps  à  une  cause  unique  ;  mais  la  découverte  de  la 
planète  Pallas,  dont  l'orbite  est  inclinée  de  plus  de^ 
34  degrés  par  rapport  à  l'écliptique,  doit  modifier 
un  peu  cette  probabilité,  que  changerait  encore  la 
découverte  de  corps  qui,  s' écartant  davantage  de  l'é- 
cliptique  et  parcourant  des  orbites  plus  excentriques  , 
formeraient  le  passage. des  planètes  aux  comètes ,  dont 
les  mouvemens  cmt  lieu  dans  tous  les  sens,  et  sous  toutes 
les  inclinaisons. 

io3.  La  formule  employée  dans  l'article  précédent 
trouve  aussi  son  application  dans  une  question  agitée 
par  les  philosophes  des  siècles  passés  et  du  nôtre  ,  celle 
a*  édition.  12 
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de  la  liaboo  des  effets  aux  causes.  Les  uns ,  comme 
Home ,  ont  nié  que  nous  eussions  aucun  motif  solide 
pour  supposer  une  dépendance  entre  deux  effets  qui 
se  suivent  ou  s'accompagnent  constamment.  Les  autres» 
importunés  par  ce  scepticisme  dont  les  conséquences 
devraient  s'étendre  sur  nos  actions  les  plus  fréquentes 
et  les  plus  nécessaires',  ont  aiBrmé  qu*un  sentiment 
intime,  une  loi  de  notre  organisation  intellectuelle^ 
nous  forçait  de  rapporter  chaque  effet  à  une  cause 
que  nous  trouvions  toujours  dans  celui  qui  précédait. 
D'autres  enfin ,  craignant  de  trop  multiplier  ces  lois  de 
rintelligence,  ces£aiti  primiti&quiressenibleat  assez  aux 
idées  innées ,  ont  pensé  que  la  considération  des  divers 
degrés  de  probabilité,  non-seulement  expliquait  le  phé- 
nomène moral ,  mais  pouvait  donner  la  mesure  de  la 
confiance  que  nous  attachons  ou  fue  non*  devrions 
attacher  i  nos  connaissances.  Us  ont  évité  ainsi  de 
tomber  dans  le  pyrriionisme  et  le  dogmatisme  abscdus , 
doctrines  également  absurdes,  maàs  dont  la  seconde, 
qui  a  tant  de  fois  snrvi  Tavidité  et  l'ambition  de  cer«. 
tains  hommes,  et  qui  flatte  la  paresse  de  tous ,  est 
infiniment  plus  dangereuse- que  la  première,  toujours 
renfermée  dans  les  bernes  de  la  spéculation ,  puis- 
qu'après  la  diqmte  la  plus  animée  sur  l'existesce  des 
corps  ,  le  plus  déterminé  pyixfiomen  n'entreprendra 
pas  de  sortir  de  sa  chamÎMre  à  travers  la  muraille* 

Cette  doctrine  moyenne ,  que  l'on  pounait  nommer 
scepticisme  gradué,  pressée  d'abord  par  Helvétins  C^, 
a  été  fortement  recommandée  par  Gondorcet ,  comme 
la  sede  qui  pût-  échapper  à  toutes  les  difficultés ,  parce 
qu'elle  reposait  entièrement  sur  F  expérience,  d'oA  tcmtes 
nos  idées  tisçat  leur  origine.  H  y  est  revenu  souvent 

{*) Dam  uiM notedn  i^  chapitre  dn  i«r  Disconn  deV Esprit. 
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dans  «es  onvr^gesy  inaisMendebkoii|>aràtt  aToir,  le  pre* 
snier  ^  appliqué  spécial^nent  la  probabilité  à  la  liaison 
àes  efFati  aux  causes,  dans  un  Traité  sur  TéTidence, 
coaronné,  eu  1763,  par  l' Académie  de  Beiiiù.  Yolci 
conotme  il  raisonne. 

a  Si  nous    avons  expérimenté  une  seule  fois  que 
yi  deux  faits»  ji  et  B^  se  suivent  immédiatement/  il 
T  se  présente  pour  nous  trois  suppositions  :  ou  que  ^ 
■n  ait  son  fondement  en  ^  »  où  que  A  et  S  aient  leur 
9)  fondemeiit  commun  dims  tme  troisième  cause  C,  ou 
•71  que  chacun  des  deux  dépende  enfin  d'une  cause  iso- 
D  lée  ou  indép^daiale.  Dans  le^  deux  premiers  cas» 
n  ils  devront  reparaître   fmi)ours  à   la  suite  Tun  de 
99  l'autre  ;  dans  le  troisième.  • . ,  leur  rencontre  sera  refTét 
9»  du  hasard  :  ils  pourront  se  trouver  aussi  bien  séparés , 
>  9)  éloignés  »  qfue  réoaiis..,  {*),  iy  On  voit  déjà  qu'en  ad- 
mettant Tinfluencede  la  irépétitîon  du  jugement  de  pos- 
sibilité sur  notre  esprit  (5  et  6),  il  4oit  être  porté 
à  supposer  une  liaison,  soit  immédiate»  soit  médiate , 
entre  A  etB.  a  Donc,  )s'ils  se  reproduisent  de  nouveau  ; 
9)  si  »  en  se  reproduisant  »  ils  paraissent  constamment 
9)  réunis»  il.  devient  vraiisembla^le  qu^e  ceite  réunie» 
99  a  son  principe  dans  Tune  des  deux  premières  hypo- 
9)  thèses.  Plus  la  rép4til!îon«unaÀé fréquente»  la  ren- 
yy  contre  des  deux  faits  étant  cpnstajite  ^  plQs  cette  vraî- 
9>  sembknoe  augmentera  ;  elle  ira  Croi.9sant^îpsi  jusqu'à 
^  ririfini.  a  Voyons  comment  le  c^lpul  jusIiÇe  cette 
dernière  asse^iôn. 

1  ô^.On  a  observé  un  grand  nombre,dp  ïoU  ^e  suite  V^fr 
parition  consécutive  ou  simultanée  des  faits  utf  et  ^  ;  la 
probabilité  que  cette  appaiitbn  jouit  d'une  grande  pos- 


{*)  Histoire  comparée    des   systèmes   dû  philosophie ,    pw 
M.  Degcrajado ,  t.  II,  p,  i5i  et  suiv. 

ia.« 
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sibilité,  s'obtiendra  en  cherchant  la  probabilité  de  Thy- 
pothède  par  laquelle  le  rapport  déa  chances  qui  établi»- 
sent  le  concours  de  Tun  avec  l'autre ,  diffère  très  peu  de 
l'unké^  et  pour  rendre  la  chose  plus  sensible ,  on  peut, 
ce  me  semble ,  énoncer  ainsi  la  question  :  On  a  tiré 
dune  urne  (avec  Tattention  de  les  y  remettre  chaque 
fois)  un  grand  nombre  de  billets  marqués  AB  ;  s* il  n'y 
en  avait  que  de  cette  sorte  y  l'apparition  simultanée  des 
lettres  A  et  B  serait  nécessaire;  mais  cest  ce  qu'on 
ignorera  tant  que  tous  les  billets  ne  seront  pas  tirés  :  on 
demande  donc  quellfi  est  la  probabilité  que  le  rapport 
du  nombre  des  billets  de  l'espèce  de  ceux  qui  sont  sortis, 
au  nombre  total  des  billets,  est  compris  entre  des  li*- 
mites  données  ?  . 

Soit  m  le  nombre  des  billets ,  a  une  frattion  assez 
voisine  de  Tunîté  ;  la  probabilité  que  le  rapport  inconnu 
tombe  entre  a  et  i  ^  aura  pour  expression 

* 

"ç"5o — -'—-55^99)» 

et  nommant  P  cette  probabilité ,  il  viendra 

P  =  i  — a»+'(89). 

a  étant  <i,  la  valeur  de  cH^  pourra  être  rendue  aussi 
petite  qu*on*vouâra  ;  son  décroissement,  qui  ne  sera  pas 
d*abord  très  rapide,  si  a  diffère  peu  de  l'unité,  le  de- 
viendra dès  que  le  nombre  m  sera  très  considérable* 
Soit,  par -exemple, 

1  OOO  OQO 

a= , 

1  OOO  OOl 

et  qu'on  l'élève  à  la  looooo  ooo*  puissance,  on  trouvera 
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facilement,  par  ]e  moyen  des  logarithmes ,  que  cette 
puissance  est  égale  à  Fmiîté  divisée  par  nn  nombre  de 
44  chifFres  ;  et  comme  c'est  la  probabilité  contraire  à 
celle  qu'on  cherche,  on  jugera  par  là  combien •  cette 
dernière  approche  de  l'unité;  * 

Si  l'on  se  donne  P  et  qu'on  .prenne  a  pour  încôn- 

nue,  on  obtiendra  a=V^i-^P,  En  faisant  seule- 
ment jP  =  ^,  m  étant  toujours  loaooo  ooo  ,  o& 
trouvera  , 

environ  ^  fraction  qui  diffère  bien  peu,  de  l'unité  ;  et 
ce  rapport  du  nombre  des  billets  marqués  AB  au 
nombre  total ,  sera  la  limite  qui  sépare  les.  rapports 
probables  de  ceux  qui  né  le  sont  pas  (g)  ;  eh  sorte 
que  celui  qui  est  un  peu  moindre  sera  déjà  probable  (^) . 
Ces  résultats  peuvent  donner  une  idée  de  ce  que 
doit  être ,  quand  on  Tétend  à  la,  suite  des  siècles  connus 
et  à  toute  la  terre ,,  l'expression    numérique   de  la 

■  l>  ■       ■  I      I    t     I  ■  I  I  II  _  »     ^  - 

(*)  Si  ron  Ji^a  pas  de  Tables  de  logauihmes. assez  c^(fioulues  pouc. 
effectuer  ce  calcul,  ou  peut  employer  la  foribule    . 

,  xU    .     ««  /"la  V  .  . 

{Compl.  des  Élém,  ^Algèb.) 

dans  laquelle  1  e  =  0,4^4^  >    ^   ftiudra   y  changer  a  en   i  -*-  P 

I 
et  jt  en  — -«-  ;  et  quand  k  nombre  m  + 1  sera  très  grand ,  les, 

deux   premiers   termes .  auront   Dafi^  i'exeinple  ci- dessus  ,  oîi» 

t— P=-,  on  aura 

-.-JL-.  i        3o_  I  3 

2  ~  W,+  I       4?  10O0OQOO14, 

environ.  f 
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probabilité  de  ladépendaitce  des  phénomènes  tele  que  la 
rencoiitre  des  corps  et  le  déplacement  qni  en  est  la 
suite  >.  si  prodigieusement  répétés  dans  nn  seul  |our  et 
dans  uB.déut  lieu, 

La  probabilité  qu'il  y  a  très  peu  de  chances  con- 
traires à  la  pemianejice  du  mouvement  de  la  terre  ^ 
déjà  très  considérable  quand  elle  est  conclue  du  nombre 
de  levers  et  de  couchers  du  soleil ,  comptés  depuis  les 
temps  les  plus  reculés ,  devieint  bien  plus  forte  encore 
quand  on  a  égard  aux  lois  connues  des  mouvemens  de 
notre  globe ,  parce  qu'alors  la  conformité  des  positions 
observées  y  avec  les  positions  calculées  ,  doit  être  re- 
gardée comme  fournissant  de  nouveaux  £aits  ,*  dont  le 
nombre  est  presque  infini. 

Il  s'en  £attt  de  beaucoup  ^  sans  doute ,  que  les  faits 
soient  aussi  înultipliés ,  par  rapport  à  d'autres  liai- 
sons regardées  comme  des  lois  de  la  nature  ',  ni  que 
la  plupart  de  nos  inductions  soient  établies  sur  de 
tels  fondemens  ;  mais  il  faut  bien  prendre  garde  à 
Tinfluence  qu'exercent  les  faits  les  plus  répétés  ,  par 
rapport  à  ceux  qui  le  sont  moins.  Dès  que  les  pre- 
miers nous  ont  fait  acquérir  le  sentiment  de  la  con- 
stance des  lois  de  Fa  nature ,  iious  retendons. à  tout 
ce  qui  se  pasM  sons  nos  yeux;  et  pour  tous  les  cas 
avec  lesquels  nous  sommés  familiarisés ,  notre  con- 
fiance dans  la  liaispn  des  effets  aux  causes  ,  passant 
eii  hâbituâe,  peut  encore  croître,  par  cette  raison, 
beaucoup  phis  rajsidéiDtent  que  la  t>fobabilité  indi- 
quée pair  les^  oalcols  précédens  (^}. 


(^)Daiis  la  rignear  des  termes,  ce  ^î  précède  n'établit  qne  la 
prolMibilîtéd^aiie  sacccssioii  constante  entre-  deux  phénomènes ,  et 
c^est  aussi  ï  ^oi  le  célèbre pifysicîén,  M.  Lcslie,  pense  €pi*ii  faut 
réduire  y  comme  le  veut  Home,  tout  ce  qa'impKque  pour,  nous  la 
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De  plus ,  le  but  essentiel  de  nos  observations  étant 
de  prévoir  ce  qui  doit  arriver,  la  probabilité  de  là  pro- 
duction d'un  nouvel  événement  semblable  à  ceti^  qui 
ont  déjà  été  observés,  e§t  celle  qui  nous  intéresse  le  plus  y 
parce  qu'elle  peut  servira  régler  notre  conduite;  or,  pour 
celle-ci ,  le  calcul  prend  une  marche  beaucoup  plus 

rapide:  car  l'expression  — ^-  (8G)  diffère  bien  peu  de 

r usité ,  lorsque  m  est  un  peu  grand.  Cette  proposition  , 
le  soleil  se  lèvera  demain ,  par  exemple  i  en  prenant 
pour  point  de  départ  une  époque  reculée  de  6000  ans , 

a  maintenant  une  probabilité  égale  à  '."  '  ■  l, — .    Si 

*^  *^         a  191  002 

l'on  embras;se  un  intervalle  de  plus  d'un  jour,  là  pro- 

7111^4*  1 

habilité,  donnée  alors  par  la  formule  — r^-* — ,  va  sans 

^         .  m+p+i 

cesse  en  décroissant,  et  peut  devenir  très  faible;  mai» 
cette  conséquence  n'a  rien  qui  choque  la  raison ,  puis- 
que l'avenir  peut  développer  des  lois  qui  nous  sont  en- 
core inconnues  (*). 


relation  de  cause  et  d'effet.  Il  en  appelle  même  aa  langage  OKdinaiie 
soumis  k  une  critique  tigooreuse  {Inquiry'  into  the  nature  and 
propagation  ofheat,  p«  5ai-,  note  XVI»  ovk  JEdinburgh  Review- 
7«ToL,  i8o5  à  1806, p<  ii3 — 139»  F'i^  Auanl Lectures QfPhjrsio- 
ogx  i  Zoologjr,  and  the  natural  histoiyf  qf,  wmn  bjr  iawirenee  ^. 
lectane  III,  p«  78}.  U.est  d^aiUeûrs-é^idmii  que  Tid^e  d'ime  celle  sac- 
cession  suffit  pour  la  conduite  de  la  -vie  (i;o^«jne8  Ef  sais  sur  PEn-r^ 
seîgnementf  a«  e'dition,  p.  35i,raddition  à  la  note  delà  pag.  3^7), 

.  (*)  Bertrand^  de  Genève  {Déueloppemens  nouveaux  de  la 
partie  élémentaire  des  Mathértiatiques  ^  t.  I,  p.  ^1%)^  a  traite 
anssi  la  question  précédente ,  mais  par  la  considération  <|es  proba- 
bilités h  priori  seulement  ;  et  il  a  pris  pour  la  probabilité  shnpl» 

deréTènement  observé^  «elle  qui  donnait-  pour  la  probabilité  de*^ 

la  répétitioade  cet  ^ènement  m  fois  de  suite ,  parce  que  l'hypothèse- 
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.  1  o5.  On  ne  manque  donc  point  de  motifs  suiffiiBan^  pour 
appuyer  la  légitimité  des  conclusions  du  passé  à  l'avenir  ; 
et  o'est  en  cela  que  consiste  le  pouvoir  de  l'analogie  \ 
mais  n'est-il  pas  arrivé  qu'en  se  livrant  trop  à  ce  pou- 
voir, les  savans ,  aussi  bien  que  le  vulgaire ,  soient  tom- 
bés dans  l'erreur  ^  et  aient  hasardé  des  assertions  pré- 
maturées? Cependant  ils  ne  pouvaient  suivre  d'autre 
voie  pour  découvrir  la  vérité.  Que  l'on  examine  avee 
attehQtion ,  soit  les  règles  de  Descartes  ^  aoit  celles  de 
Newton,  rapportées  dans  la  note  de  la  page  a^y  vèrra-t- 
on  autre  chose  que  le  soin  de  faire  l'énumération  là  plus 
exacte  •  possible  des  faces  d'une  idée  ou  des  combi'nai- 
isons  de  plusieurs  faits  ?-  Lorsque  l'énumération  serâcom* 
plète  ,  que  la  dépendance  ,  se  trouvant  la  même  dans 
tous  les  cas  ,  sera  nécessaire,  il  y  aura  certitude,  soit 
physique ,  soif  intellectuelle  ,  au  moins  pour  chaque 
partie  iiidivisible  du  raisonnement ,  ou  chaque  fait  en 
particulier  (i  et  o).  Hors  de  là,  on  ne  peut  plus  que 

*  ■  ■  •■  !■■    I    ■    Il    il        I      ,  ■■1^  I         II    ■■   I  I  J       I  M  .1 

de  cette  probabilité  ne  factorise  ni  ne  defat^orise  la  production  de 
la  série  d'évènemens  observés.  Suivant  ce  mode ,  on  a 

«*»  =  -,    d'oh    x=5— 1-5 

et  comme,  par  cette  expression,  plusfm  augmente ,  p)|f%T  approche 
deFanite,  plus  aussi  on  doit  s''attendre  ii  Tapparition  d^un  événement 
pareil  à  ceux  qai  ont  déjà  eu  lieu. 

La  fonnule  de  la  not^dekipage  181 ,  donnerait,  dans  le  cas  de  n» 
un  peu  grand ,  • 

•        ■  3 
^^  I     3 4 

wi   4        ï» 

ce  qui  ne  diffère  pas  beaucoup  de  — -—  j  mais  Bertrand  n'a  consi-» 

déré  qu'une  seule  hypothèse,  au  lieu  que  la  méthode  directe  les  em- 
brasse toutes. 
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balanoér  les  cas  favorables  à  Vanalogie  avec  les  cas 
contraires;  et  s'il  ne  s'en  présente  pas  d'abord  dé  cette 
dernière  espèce ,  rien  ne  garantit  qu'il  n'en  arrivera 
point.  L'h3rpothèse  qaî  explique  complètement  un  grand 
nombre  de  faits  n'est  donc  encore*  quô  probable ,  et  le 
calcul  apprécie  le  degré  de  confiance  qu'elle  mérite  : 
mais  tant  que  les  faits  ne  seront  pas  tous  observés  , 
tons-  mesurés  avec  la  plus  grande  précision  ,  aucune 
hypothèse  ne  se  changera. en  véritable  théorie;  les  plus 
heureuses  ne  seront  que  des  méthodes  artificielles ,  pour 
lier  par  une  seule  formule ,  ou  comprendre  dans  une 
seule  expression  ,  la  dépendance  d'un  nombre  de  faits 
plus  ou  moins  grand. 

>  loS.Telsétaient  les  principes  d'après  lesquels  Con- 
dorc^ti  plaçant  la  certitude  absolue  seulement  dans 
{a  conscience,  d'une . sensation  actuelle^  et  dans  la 
perception  instantanée  et  avec  pleine  évidence  de  la 
convenance  ou  de  la  disconvenance  de  deux  idées  y 
donnait  pour  fondement  au  reste  de  nos  connaissances 
notre  tendance  générale  à  croire  au  retour  des  faits  que 
nous  avons  observés  plusieurs  fois  sur  nous-mêmes  ou  sur 
les  autres  objets  (i  et  a)  ^  et  faisait  deux  classes  de 
probabilités  y  la  première  comprenant  celles  dont  la 
différence  avec  l'unité  est  inassignable  ,  mais  tellement 
petite ,  qu'il  serait  superflu  de  la  calculer ,  et  aux- 
quelles nous  acquiesçons  par  une  habitude  dont  nous  né 
BOUS  rendons  pas  compte,  comme  nous  le  faisons ,  ou  du 
moins  comme  nous  devrions  toujours  le  faire  pour  les 

probabilités  de  la  seconde  classe  (*).  Ainsi  s'établit  une 

^  ■  • 

I 

(*)  A  la  tête  des  probab^itës  de  la  première  classe  se  trouve  celle 
qaî  fonde  notre  croyance  à  l'existence  des  corps ,  on  notre  <t  per- 
30  sqati.on  que  le  système  des  sensations  qui  sont  excÎKfes  en  nops 
)i  dans  un  instant,  se  représentera  constamment  de  même  dana 
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gradation  non  Interrompue ,  depuis  les  propoeitioBS  qm 
n'admettBBt  anoim  donte ,  jnsqa'anx  pind  incert^nes. 
Cette  manière  d'envisagef  jios  connaîssances  doimo  une 
base  solide  an  scepticisme  «  qm,  dans  les  écoles 
ji  grecques  9  atait  dégénéré  ^en  nn  ridicule  charlata-^ 
n  nisme;  mais  qui,  chez  les  modernes^  dégagé  de  ces 
9)  subtilités  pédantesques ,  est  deyenn  la  véritable  phi- 
91  losopUe^  et  qui  consiste,  ncm  à  doutes  de  tout ,  maî^ 
»  à  peser  fontes  les  preuves ,  en  les:  somuettant  à  une 
V  rigoureuse  analyse  ;  nou  à  prouyer  que  Thomme  ne 
9  peut  rieu  connaître ,  mais  à  bien  distinguer  et  à 
»  choisir  pour  objet  de  sa  curiosité  ce.  qull  est  possible 
»  de  savoir  (*).  i>  , 

107^  La  théorie  mathématique  concourant  avec  les 
simples  aperçus  du  bon  sens  et  avec  lès  résultats  de 
1  expërienôe,  à  prouver  que  les  lois  de  la  nature  peuvent 
se  reconnaître^  au  moins  à  la  longue,  dans  la  succes- 
sion des  &its  qui  en  sont  les  conséquences  néeessmres , 
il  s  ensuit  que  dans  les  questions  dont  les  éléméns  sont 
trop  compliqués  pour  eu  épuiser  les  combinaisons ,  en 
parcourir  tout  Fencbaînement,  il  faut  interroger  la  âa- 
ture  y  compter  et  comparer  les  fait^  ^  enfin  jtiger  à 
posteriori  de  ce  qu'il  est  impossible  de*  préveur.  Telle 
est  la  base  et  le  motif  de  l'application  du  calcul  des 
probabilités  aux  sciences  physique»^,  morales  et  poli- 
tiques. 

Cette  application  conduira  toujours  à  des  résultats 


w 

9  des  circonstances  semblables ,  ou  avec  de  certaines  di£Eërences 
»  liées  CDitstammem  au  changement  des  circonstances,  d  (  Essai 
sur  l'application  dç  l'Analyse  à  la  Proèabilitfi  f  eic, ,  Discours 
préliminaire  y  page  xij.) 

(*)  Élo^e  de  Franklin,  Œuvres  de  Condùrtet,  tome  IV, 
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ufUes  9  -OU  maintiendra  dans  ce  doute  salutaire  ,  qui 
prévient  les  erreurs  dangereuses  ,  lorsqu  on  la  fera 
avec  circonspection  f  c'est-à-dire  en  distinguant  avec 
soin  les  faits»  d'après  les  diverses- circonstances  qu'il â 
présentent^  afin  d'éviter  de  rapporter  à  toutes  ce  qui 
ne  convient  qu'à  quelques-unes ,  de  confondre  les  points 
de  vue  qui  doivent  être  séparés ,  et  de  rendra  géné- 
rales des  conclusions  qui  ne  sont  vraies  qu'entre  cer- 
taines limites.  Ce  sont  là  les  reproches  que  l'on  peut 
faire  quelquefois  avec  raison  à  des  calculs  très  sa-* 
vans,  mais  dans  les  résultats  desquels  on  ne  trouve  pas. 
une  grande  évideace,  ni  une  utilité  bien  prochaine* 
Mais  que  l'on  y  prenne  garde;  c'est  parce  que ^  faute 
de  données,  on  a  été  obligé  de  les  appuyer  sur  des 
suppositions  souvent  très  détournées,  que  leur  marcha 
est  devenue  si  compliquée ,  et  leur  résultat  si  incer- 
tain. U4  nombre  suffisant  d'observations  dégagées  de 
toutes  les  circonstances  étraogères  aux  conséquences 
qu'on  cherche,  offrira  toujours  un  moyen  aussi  simple 
que  sûr  de  découvrir  ces  conséquences ,  ou  d'en  me- 
surer l'étendue  et  la  valeur,  et  par  conséquent  d'appré- 
cier les  combinaisons  qui  les  ont  amenées. 

De  simples  registres ,  fidèlement  tenus  >  suffiraient 
pour  reconnaître  lefFet  d'un  impôt ,  par  les  variation$ 
qu'il  produit  dans  les  salaires  et  les  consommations  ; 
celui  des  règlemens  commerciaux,  par  le  mouvement 
des  importations ,  des  exportations ,  le  i)rogrès  des  ma- 
nufactures ,  la  culture  des  terres. 

On  peutjtïger  aussi  d'un  aystèmo  d'instruetibn ,  par  le 
recensement  des  sujets  qu  il  aura  produits  aprèâ  un 
certain  nombre  d'ann qes;  d'un  système  de  législation 
civih^  par  le  nombre  de  procès  qn  il  aura  engendrés  ou 
Qrévciuis  ;  d'une  légis^atbh  rriminelle ,  par  le  nombro 
des  coupables  condamnés  pu  absous  et  repris.   Mab 
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poar  qu*on  puisse  tirer  parti  de  ces  obeervations ,  il 
faut  que  répreuye  du  système  soit  continuée ,  que 
les  résultats  en  soient  recueillis  avec  impartialité ,  pour 
être  comptés  avec  exactitude.  Je  dis  comptés;  car 
lorsqu'on  n.'en  vient  pas  là ,  on  tombe  presque  toujours 
dans  des  déclamations  vagues.  Il  n*y  a  pas  de  mesure 
de  gouvernement  qui  ne  lèse  un  assez  grand  nombre 
d'intérêts  particuliers;  et  si  les  hommes  qu'elle  attaque 
ont  du  crédit ,  savent  parler  ou  faire  parler  pour  eux , 
la  mesure  la  plus  utile  à  la  masse  générale  de  la  na- 
tion ne  peut  pas  subsister  ;  quelques  inconvéniens  rele- 
vés avec  force  ou  avec  adresse  la  font  révoquer ,  tandis 
qtt*une  énumétation  exacte  de  ses  effets  aurait  rendu 
incontestable  la  supériorité  de  ses  avantages  sur  ses  in- 
convéniebs.  En  s'écartant  de  ce  procédé ,  on  a  pu 
même  l'attaquer  de  bonne  foi. 

Pour  donner  un  exemple  de  ces  jugemens  vagues 
qu'on  porte  par  de  simples  aperçus,  sur  des  objets 
susceptibles  d'une  évaluation  précise  y  je  rapporterai  le 
beau  résultat  obtenu  par  M.  Duvîllard ,  dans  son  Ana- 
lyse de  r influence  de  la  petite  vérole  sur  la  mortalité , 
(p.  lo).  Il  a  démontré^  d'après  les  Tables  de  mortalité,  à 
Genève ,  à  La  Haye  et  à  Berlin ,  que  passé  l'âge  de 
5o  ans^la  petite  vérole  est  d'autant  m^ins  dangereuse 
pour  ceux  qui  ne  Font  pas  encore  eue,  quils  sont  dans 
un  âge  plus  avancé.  L'opinion  commune  est  contraire 
à  ce  résultat ,  et  il  est  aisé  de  sentir  comment  elle  a  pu 
s'établir  avant  qu'on  ait  fait  l'observation  exacte  du 
nombre  dés  morts  causées  par  la  petite  vérole  con- 
tractée à  différons  âges.  On  a  été  d'autant  glus  frappé 
de  ces  morts ,  qaelles  sont  arrivées  plus  loin  de  l'épo- 
que ordinaire  de  la  maladie.  L'importance >  pour  la  so- 
ciété, des  personnes  qu'elle  lui  enlevait,  et  un  dange]^ 
qu'on  était  porté  à  regarder  comme  particulier  à  la 
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jeimesse  »  ont  beaucoup  agi  6uv  l'imagination  des  spec- 
tateurâ  ;  alors  des  impressions  purement  morales  sont 
venues  se  mêler  .à  un  jugement  où  ne  devait  entrer  que 
le  calcul.  Ce  qui  est  arrivé  ici  a  encore  bien  plus  de 
force  dana  toutes  les  circonstances  où  les  intérêts  et  lés 
passions  sont  violemment  agités  :  aussi  n'est-ce  encore 
que  dans  ce  qui  regarde  là  mortalité  des  individus ,  et  leur 
multiplication ,  qu'on  a  recueilli  les  faits  avec  quelque 
suite<;  c'est  donc  dans  ces  faits  qu'un  grand  nombre  des 
auteurs  qui  ont  écrit  sur  l'économie  politique  ,  a  cher- 
clié  la  mesure  pour  évaluer  le  mérite  des  systèmes 
divers  d'administration  et  de  gouvernement  :  et  par 
cette  raison^  je  donnerai ,  avec  quelque  détail ,  la  ma- 
nière d*y  appliquer  le  calcul  des  probabilités. 

Détermination  des  probabilités  de  la  vie  humaine. 

108.  La  formation  des  Tables  de  mortalité  serait  très 
simple ,  si  l'on  pouvait  trouver  sur  les  registres  des  dé- 
cès, ceux  d*un  grand  nombre  d'individus  choisis  sur 
les  rentres  des  naissances ,  et  par  ce  moyen ,  déter- 
miner combien  il  en  reste  à  la  £n  de  chaque  année  C^). 
Malheureusement  un  tel  procédé,  le  seul  rigoureuse- 
ment exact ,  est  rarement  praticable  ;  car  les  résul- 
tats de  ce  genre  ne  pouvant  mériter  quelque  con- 
fiance ,  qu'autant  qu'ils  sont  déduits  d'un  grand  nombre 
de  faits ,  si  l'on  s'attache  à  un  lieu  d'une  faible  po- 
pulation,  il  faudra  dépouiller  les  registres  d'une  lon- 
gue suite  d'années,  pour  suppléer  à  la  quantité  de 
naissances  simultanées  que  peut  fournir  une  ville  con- 


(*)  Théorie  anaiytùfue  des  Probabilités  j  pag.  388. 
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sidérable;  mais  dans  Tun  et  Faatre  cas,  qui  est-ce 
qui  oserait  entreprendre  de  stnyre  chaque  indivîda  à 
travers  les  changemens  de  dbmicile^y  les  migrations , 
Timperfectibn  même  des  registres ,  et  la  foule  des  noms 
répétés ,  qui  seule  pourrait  occasionner  très  souvent 
beaucoup  de  confusion  ?  Et  puis  ,  comme  on  te  verra 
bientôt,  et  comme  il  est  facile  de  le  pfrèvoir,  le  temps 
influe  sur  les  probabilités  de  la  vie  humaine ,  soit  par 
les  changemens  .politiques ,  soit  parle  perfectionnement 
qu'apporte  dans  le  régime  et  la  police  civile  le  pro- 
grès des  lumières  :  les  Tables  formées  sfur  des  observa- 
tions qui  embrassent  un  trop  grand  intervalle  dé  temps 
ne  sauraient  donc  convenir  ni  à  Tépoqae  où  remontent 
les  premières,  ni  à  Tépoque  présente^  Yoilà  bien  des 
difficultés  qui  rendent  la  méthode  indiquée  ci-dessus  à 
peu  près  impossible  â  suivre^  excepté  dans  quelque»  cas 
particuliers  dont  il  sera  fait  mention  plus  loin  ;  et 
aussi  est-ce  d*nne  toute  autre  manière  que  la  chose  s*est 
faite. 

La  plus  ancienne  Table  de  mortalité  que  l'on  con- 
naisse est  celle  que  Halley  a  déduite  des  registres  de 
la  ville  de  Breslaw  en  Sîlésîe^  et  qull  a  publiée  dans 
les  Transactions  philosophiques ,  en  iGgS.  Il  Et  choix 
de  cette  ville,  parce  que  le  nombre  des  naissances  et 
celui  des  morts  y  différant  très  peu ,  il  pensait  que  la 
population  s*y  maintenait  à  peu  pries  dans  un  état 
stationnaire  ^  et  qn*en  conséquence  les  pertes  qu*elle 
faiijait  en  individus  dans  les  divers  âges,  étaient  sensi- 
blement proportionnelles  à  la  mortalité*,  pouy  chacun 
de  ces  âges ,  ce  qui  fajsait  qu*pn  pouvait  regarder  les 
individus  décédés  chaque  année ,  comme  s'ils  fussent 
tous  nés  la  même  année ,  et  lenrs  âges  respectifs  comme 
indiquant  la  manière  dont  s'éteindrait  successivement  un 
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pareil  nombre,  d'individus  ayant  comtnencé  leur  vie  si- 
multanément. Halley  réunit  donc  le  nombre  des  morts 
arrivées  depuis  1687  jusqu'en  1691^  à  Breslaw,  distribua 
ce  nombre  suivant  les  âges  ;  alors  retranchant  du  pre- 
mier nombre  celui  des  eufans  morts  à  1  an  ,  le  reste  in- 
diqua le  nombre  des  survivans  ,  desquels  il  iretrancha 
ensuite  le  nombre  des  enians  morts  à  a  ans,  pour  ob- 
tenir celui  des  survivans ,  et  ainsi  de  suite  ;  et  aSn  de 
faciliter  les  calculs,  il  réduisit  ces  divers  nombres  pro- 
portionnellemient  à  1000  j|  par  lequel  il  représenta 
celui  des  enfans  de  1  an. 

La  commodité  de  oe  procédé  /mpplée  bien  à  ce 
qui  lai  manque  du  côt&'de  Texactitude^  parce  qu'on 
en  peat  répéter  fréquemment  l'appUci^tion^  et,  com- 
pensant par  la  variété  des  lienx  «t  des  époques,  les 
erreurs  a^ixqiiels  il  est  sujet ,  arriver  à  des  valeurs 
moyennes  suffisamment  approchées  p^ur  présenjter  des 
résultats  intéressons^  Smart  «n  a  fait  u^^ge  pour  J4  ville 
de  Londres  ;  Pupré  d^  SainirMaur  ppur'Çelle  âe  Paris, 
et  il  a  été  appliqué  à  presque  toutes  If»  ç^^pitales  et  à 
beaucoup  d'astres  lieux.  Mais  dans  plusieurs  Tables  , 
dans  celle  de  Dupré  de  Saint^Maur,  par  exen;ip]e ,  il 
s'est  glissé  d'aAse:^  grandes  inex^otitudes,  p^rçe  que 
l'Âge  est  très  souvent  fautif  dans  les  actef  de  décèa  ;  leç 
personnes  qui  l'indiquent ,  ou  le  savej^  i^al ,  ou  ne 
donnent  que  le  nombre  rond  le  plus  approchant  ;  avssi 
on  trouve  jcnivent  60  ans  où  il  aurait  fallu  69  on  &8, 
et  de  là  résukeot  dans  h  premier  de  ees  âges  plus 
de  décès  en  appawnce  qu'il  n'y  jbu  a  ei}  iiéellement. 
Cette  inexactitude  '  est  aisée  à  remarq«ier>  par  la 
marche  trop  în%ale  des  nombres  »  qui  doivent  se 
succéder  dans  la  Table  ;  et  il  faut  tâcher  de  les 
corriger  de  la  manière  la   plus   vraisemblable  ,    ea 
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régularisant  les  dilFérences  ;  c'est  oe  qu*a  tait  Saint'- 
Cyran,  ponr  les  Tables  de  Dupré  de  Saînt^Maur  (^). 

Le  concours  de  circonstances  nécessaire  pour  pouvoir 
suivre  les  individus  un  à  un  ^  n'a  jusqu'à  présent  eu  lieu 
que  par  rapport  à  quelques  classes  dont  Tordre  de  mor- 
talité est  très  difTérent  de  celui  de  l'universalité  des 
hommes  :  telle  était  la  classe  des.  rentiers  viagers  de 
Hollande ,  dont  Kerseboom  a  dressé  la  Table  de  mor- 
talité ,  celle  des  rentiers  viagers  de  France,  connus  sons 
la  dénomination  de  tontiriiers ,  et  celle  des  religieux 
de  l'ordre  des  Bénédictins ,  dont  les  Tables  sont  l'ou- 
vrage de  Deparcîeux,  etc.  L'intérêt  du  gouvernement , 
l'ordre  établi  dans  une  congrégation  d'hommes  stu- 
dieux, donnaient  aux  registres  de  ces  classes  une 
exactitude  et  une  clarté  qui  en  facilitaient  beaucoup  le 
dépouillement  ;  mais  aussi  les  résultats  devaient  être 
fort  éloignés  de  ceiix  de  la  vie  ordinaire.  Ce  n'est  que 
sur  des  enfans  paraissant  bien  constitués,  et  en  général 
sur  des  adultes  bien  portans ,  que  l'on  place  en  rente 
viagère.  Ceux  qui  jouissent  d'un  pareil  revenu  tiennent 
pour  la  plupart  une  conduite  uniforme  et  modérée,  qui 
doit  prolonger  leur  existence  ;  beaucoup  sont  céliba- 
taires ;  las  religieux  l'étaient  tous,  et  n'entraient  dans 
leur  profession  qu'après  être  échappés  aux  dangers  de 
l'enfance  et  de  l'adolescence.  Des  Tables  calculées 
sur  de  pareils  individus  ne  sauraient  donc  servir  que 
pour  cenx  qui  sont  placés  dans  les  mêmes  circon- 
stances ;  c'est  ce  qu  on  verra  lorsque  j'exposerai  la 
théorie  des  rentes  viagères.  I^es  questions  dont  je  vais 
d'abord  m'occnper  sont  seulement  relatives  à  la  vie 
considérée  en  elle-même ,.  et  à  la  population ,  en  sup- 


{*)  Voyez  ses  Recherches  sur  les  Renies  viagères^  a«  part.  >P' 23. 
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posant  que  les  évènemens  futurs  se  succèdent  comme 
les  éyènemens  passés ,  ce  qui  est  permis  ,  puisqu'on 
regarde  le  nonÂre  de  ceux-ci  comme  très  grand  par 
rapport  à  celui  des  autres. 

109.  La  plus  simple  de  ces  qliestiona  est  la  recherche 
des  probabilités  de  la  prolongation  de  la  vie  à  chaque 
âge.  Par  exemple ,  la  probabilité  de  vivre  encore  10  ans^ 
lorsqu'on  est  parvenu  à  l'âge  de  4o  >  ^obtient  en  di- 
vbant  par  le  nombre  des  personnes  de  cet  fige ,  le 
Bombre  des  personnes  de  5o.  La  Table  de  la  Loi  de  la 
morUdiié  en  France,  insérée  dans  V  Annuaire  du  Bureau 
des  Longitudes  f  donnait  pour  l'un  de  ces  nombres 
66^404»   ®^  P^>*^  Tautre  ^97070^  il   en   résulte 

^âZ  =o,8o5  environ;  la  Table  dressée  sur  les  rentres 

de  Londres,  par  Price,  donne  ^r^=iOfisl6i  Celle  de 

2aô 
Vienne ,  par  Sussmilch ,  — ^  =0^738^  celle  de  Ber« 

Un,  par  le  même»  =--^=o>747  ;  enfin»  celle  des  cam- 

pagnes ,  en  Suisse ,  par  Muret ,  â-^  es  o»85fl ,  prob^ 

bilité  plus  £orte  que  les  précédentes. 

II Q.  On  cherche  encore  quelle  est  la  durée  de  la 
vie  probable,  à  un  âge  donné;  on  entend  par  cette 
durée  le  nombre  d'années  après  lequel  la  probabilité 
d'exister  eX  celle  de  ne  pas  exister  sont  les  mêmes ,  et 
par  conséquent  égales  à  ^.  H  est  évident  que  cela  a  lien 
lorsque  le  nombre  des  personnes  de  l'âge  dont  on  part 
est  réduit  à  la  moitié  de  ce  qu'il  était.  Si  l'on  cherche 
ce  terme,  à  compter  de  la  naissance»  on  trouvera  par 
les  Tables  de  .  Dupré  de  Saînt-Maur ,  qu'à  Paris  il 
tombe  entre  8  et  9  ans;  à  Londres»  un. peu  avaptS 
a*  édition.  i3  . 
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ans  ;  à  Vienne^  un  peu  ayant  a  ;  un  peu  après ,  à  fier'* 
lin;  mais  que  ce  terme  est  bien  plus  éloigné  dans  lés 
campagnes.  La  Table  de  Y  Annuaire ,  moyenne  pour 
toute  la  France,  le  place  entre  ao  et  ai  ans;  celle 
d'Angleterre  y  entre  ay  et  aS;  celle  de  Brandebourgs 
entre  û5  et  aS;  celle  de  Suisse  >  à  4i  ans-  Cette  prodi- 
gieuse difiFérence  entre  les  campagnes  et  la  ville  ,  ne 
saurait  être  attribuée  qu*aux  suites  de  l'extrême  misère, 
à  la  malpropreté ,  au  resserrement  des  demeures  et  à 
l'insalubrité  qui  en  est  la  conséquence ,  dans  les  capi- 
tales. A  Mon^ellier,  ville  dont  la  population  est  d'en-* 
viron  3aooo  individus ,  et  dont  on  regarde  le  séjour 
comme  très  sain ,  le  terme  dont  il  s'agit  n'est  cependant 
placé  que  vers  6  ans. 

L'âge  de  4o  ans  étant  assez  ordinairement  celui  où 
l'état  d'un  homme  est  fait>  où  il  commence  à  jouir 
du  fruit  de  ses  premiers  travaux  y  on  peut  être  curieux 
de  connaître  la  vie  probable  qui  s'y  rapporte.  Les  Ta- 
bles citées  précédemment  donnent,  à  Paris  ,  plus  de 
ai  ans;  en  France,  terme  moyen,  a3;  à  Londres, 
18;  à  Vienne,  plus  de  ig ;  à  Berlin,  de  même  ;  en 
Suisse ,  près  de  sB, 

La  plupart  de  ces  Tables  ne  s'étendent  guère  au-delà 
de  90  ans,  que  l'on  doit  regarder  comme  Textréme 
vieillesse ,  puisqu'il  est  très  rare ,  non-seulement  de 
passer  cet  âge,  mais  de  l'atteindre.  Le  rapport  du 
nombre  d'individus  de  cet  âge ,  à  celui  des  naissances , 
sera  la  mesure  de  la  hngévité^  dans  le  lieu  pour  le- 
quel la  Table  a  été  construite.  La  Table  de  Y  Annuaire 

donne  pour  la  France  =&  o,oo38  ;  celle  de  Lon- 

^  10000        '         ' 

dres ,  -p-3=o,oôao;  celle  de  Vienne,  —7-?- =0,0020: 
i5i8       '      .  149» 

celle  àe  Berlin  ,  — ; —  =  o.oo4a  ;  et  celle  de  Suisse , 

1437        '     ^    » 
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OyOoSo  ;  Cette  deroîère  probabilité ,  pins  forte  qne  les 
autres  ^  est  encore  surpassée  par  celle  qu'offre  la  Tablé 
calculée  par  Gorsucfa ,  sur  les  registres  de  quelques  pa- 
roisses de  campagne,  en  Angleterre^  et  qui  est  de  0,0070* 
On.  ne  doit  pas  encore  trop  compter  sur  ces  ré- 
sultats, parce  que  le  nombre  des  observations  qui  se 
rapportent  aux  derniers  âges  est  très  petit.  Les  Tables 
de  Kerseboom ,  dressées  sur  les  décès  des  rentiers  via* 
gers  de  Hollande ,  et  celles  que  Deparcieuz  à  déduites 
des  registres  des  tontines  de  France,  quoique  se, rap- 
portant à  des  classes  dlndividus  choisis ,  ne  s'étendent 
pas  jusqu'à  100  ans  ;  1^  première  donne  ^  pour  l'âge  de 

go  ans,  -j —  =  0,0071  ;  la  seconde,  0,0110  pour  par- 
venir ,  de  l'âge  de  3  ans ,  à  celui  de  90. 
Frice  dit  que  la  probabilité  de  parvenir  à  60  ans  est 

â  â  1 

•j=  dans  le  pays  de  Vaud ,  -^  en  Brandebourg ,  ç-  à 
40  4'^  QO 

Breslaw,  5-  à  Berlin ,  —  à  Londres,  —  à  Vienne  (*). 

m.  Dans  les  Tables  dont  je  viens  de  faire  usage, 
les  sexes  sont  confondus.;  cependant  l'ordre  de  morta- 
lité n'est  pas  le  même  pour  tous  deux  ^  il  varie  encore , 
suivant  les  professions  et  d'autres  circonstances  dont  on 
constaterait  l'effet  en  séparant  les  décès  en  classes  rela- 
tives à  chacune  de  ces  circonstances.  C'est  ce  que  l'on 
a  commencé  de  faire ,  depuis  qu'on  a  reconnu  Futilité 
de  ce  genre  d  observations  ;  mais  les  données  manquent 
très  souvent  sur  les  actes  de  décès  ;  et  quand  on  les  y 
trouve,  le  travail  du  classement  devient  trop  consîdé-r 
rable ,  lors  qu'il  faut  le  recommencer  sous  divers  points 
de  vue.  On  l'abrégerait  beaucoup ,  si  Ton  faisait  les 


(*}  Tom.  I«^  des  Mémoires  présentés  à  l'Institut ,  etc. ,  p.  75. 

l3.« 
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relevés  dans  la  forme  ingénieuse  imaginée  par  Condor- 
cet  ^  pour  enregistrer  des  faits  ou  désigner  des  objets 
par  une  combinaison  de  caractères  qui  en  indiquent  les 
principales  propriétés  (*). 

Quand  on  ne  vent  que  saisir  la  marche  des  résultats, 
il  est  commode  de  substituer  aux  Tables  des  figures  où 
les  nombres  soient  représentés  par  des  lignes  ou  des  es- 
paces; ces  signes  naturels  de  la  grandeur,  la  rendant! 
sensible  à  l'œil,  en  peignent  immédiatement  les  varia- 
tions. Telle  est  la  propriété  des  courbes  de  mortalité. 
G*est  ainsi  qu'on  nomme  celles  qui  se  construisent  en 
élevant  sur  une  ligne  divisée  en  autant  de  parties  égale» 
qu'il  7  a  d'années  dans  la  plus  longue  vie,  des  per- 
pendiculaires proportionnelles  aux  nombres  dlbdividus 
existans  à  chaque  âge.  La  !»•  figure  offre  ainsi  la  com- 
paraison de  trois  Tables  de  mortalité,  et  la  figure  2  , 
donnée  par  M.  Duvillard,  dans  ses  Recherches  sur  les 
emprunts,  fait  voir  la  différence  que  celle  des  sexes 
apporte  dans  la  mortalité  observée  à  Genève. 

lia.  Comme  toute  courbe  continue  peut  être  re- 
présentée par  une  équation ,  quelques  géomètres  ont 
cherché  à  obtenir  celle  des  courbes  de  mortalité ,  en 
liant,  par  une  formule  algébrique,  tous  les  nombres 
insérés  dans  une  Table  de  mortiité.  Lambert  a  trouvé 
que  l'équation 

y  s==  ioobo^â£rîY«.  617S  U     «Wa _e""  M3w} 

' ] " — — — — ' ■• > —. 

n  Voyez  ses  Élémens  du  Calcul  des  ProbabilUés,  pag.  3i.  Si 
celte  forme,  dans  Texplication  de  laquelle  il  n'a  peut  être  pas  mis 
assez  de  clarté,  eût  été  bien  saisie  et  appliquée  par  quelque  natura- 
liste ,  je  ne  donte  pas  qu'elle  n'eût  été  bientôt  adoptée,  et  qu^il  n'en 
fût  résulté  beaucoup  d'avantages ,  sans  compter  celui  de  l'éxtréme 
brièveté.  C'est  une  espèce  de  Dictionnaire  où  l'on  peut  trouver  les 
mots  par  un  assez  grand  nombre  de  clefs. 
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représentait  très  bien  la  Table  construite  snr  les  regis- 
tres de  Londres;  et,  par  analogie,  M.  Duvillard  a 
proposé  d'employer  en  générai  l'équation 

dans  laquelle  jf  désigne  le  nombre  des  individus  de 
Tâge  di^x,  Nie  nombre  total  des  naissances ,  t  l'âge  le 
plus  avancé  de  la  Table,  e  la  base  des  logarithmes  né- 
périens f  m,  ketn  des  constantes  qu'on  détermine  pour 
chaque  Table  en  particulier  (*). 

C'est  dans  les  premières  années  que  la  marche  des 
Tables  paraît  plus  irrégulière  ;  mais  bientôt  le  nombre 
annuel  des  morts  devient  constant ,  pendant  un  inter- 
valle de  temps  plus  ou  moins  considérable.  La  Table 
de  Breslaw,  par  exemple,  donne  6  décès  par  an ,  de- 
puis 12  ans  jusqu'à  22a,  7  de  aa  à  s^.»  etc. ,  et  pourrait 
ainsi  se  partager  en  progressions  par  différence.  Moivre 
a  trouvé  que  ,  sans  trop  s'écarter  de  la  vérité ,  on  pou- 
vait n'établir  qu'une  seule  progression  depuis  1  âge  de 
âa  ans  jusqu'à  celui  de  86,  auquel  il  a  placé  le  dernier 
terme  de  la  vie ,  regardant  les  âges  plus  avancés  comme 
des  cas  trop  rares ,  pour  qu'il  soit  nécessaire  d'en  tenir 
compte.  Cette  progression ,  ayant  pour  différence  l'u- 


(*)  Voyez  les  B&ytrage  etc.,  de  Lambert,  t.  lit,  pag.  483,  et  les 
Recherches  sur  les  emprunts  t  par  M.  Duvillard,  page  8,  note  ; 
maïs  je  dois  faire  observer  qae  dans  la  première  des  expressions  de j^ 
rapportées  ci-dessus ,  on  y  lit 


e 


3i,68a       »      ,         ï3,68a, 
'        au  lieu  de  0         '      . 


Cette  faute  a  ëlé  reconnue  par  Lambert ,  dans  nne  lettre  que 
les  PP.  Roberto  Gaeta  et  Gregorio  Fontana,  ont  insérée  à  la  page  Iv] 
du  Discours  prëkminaire  de  Touvrage  qu'ils  ont  publié  ea  1^7761. sous 
Je  titre  de  La  Dottrina  degli  azzardi  ;  etc. 
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nité»  et  de  rédubant  à  zéro  à  8S  ans  ^  donne  pour  les 

figes  précédens  un  nombre  d*indiyidas  égal  à  l'excès  de 

86  ans  sur  chacun  de  ces  âges  ,  excès  que  Moivre  ap^ 

pelle  complément  de  we.  A  Tâge  de  5o  ans  >  par  exem« 

ple^  le  nombre  des  vivans  est  36,  la  probabilité  de 

55  .  06 

yiyre  1  an ,  =g ,  et  celle  d'en  yivre  10,  ^.  De  cette  loi 

résulte  la  formule  très  simple  jf  a=  86 — x  (*). 

il3.  Après  avoir  considéré  les  questions  qui  se  ré- 
solvent presqu'à  vue,  au  moyen  des  Tables  de  morta* 
lité,  je  passe  à  celles  qui  demandent  plus  de  calcul.  La 
première  dont  je  m'occuperai  est  la  recherche  de  la  vie 
mcyenne^  L'idée  parait  en  être  venue  d'abord  à  Ni* 
colas  Bemoulli,  en  appliquant  à  la  durée  de  la  vie,  la 
formule  de  l'espérance  mathématique,  admise  pour 
l'évaluation  pécuniaire  des  hasards  (65  et  70)  (**)* 
Puisque  chaque  individu  pris  en  particulier  peut  se  flatter 
de  parvenir  à  l'âge  le  plus  avancé,  l'espérance  qu'il  a 
sur  toutes  les  années  qui  doivent  s'écouler  jusqu'à  cet 
âge ,  se  mesurera  en  multipliant  leur  nombre  par  la 
probabilité  d'y  arriver. 

Je  prendrai  un  exemple  dans  la  Table  dressée  par 
Deparcieux.  On  y  trouve  qu'aux  âges 

87,  88,  89,  90,  91,  93,  93,  94,  95, 

années ,  il  reste 

529,  as,  16,  11,   7,    4»    û>     1»    o> 

individus  5  et  à  cause  que  les  décès  ont  lieu  à  diverses 
époques  de  l'année ,  on  prend  le  milieu  de  l'année 
pour  leur  époque  commune.  Dans  cette  hypothèse , 
la  différence  7  entre  les  nombres  d'individus  existans 

(*)  Voyez  le  Treatise  of  annuities,  qui  suit  la  Doctrine  of 
chances. 
(**)Actorum  eruditorumsuppUmentaf  t  IVj  pag.  iSgk 
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à  87  et  à  88  ans ,  indiquant  ceux  qui  sont  morts  dans 
cette  année ,  ne  leur  assigne  que  6  mois  ou  une  ^  année 
de  vie;  et  en  continuant  sur  ce  pied»  on  trouvera 
qu'aux  durées 

1    3    5    7    9     11     i3     i5 
â'  Z'  â'  l'  a'  T*  T'  T\ 

années,  répondent 

7,  6,  5,  4>  5,   a,    1,1, 

individus.  Cela  posé,  Tun  quelconque  d^  99  individus 
de  Fâge  de  87  ans  pouvant  se  trouver  dans  Tun  quel- 
conque des  groupes  ci-dessus,  aura  pour  atteindre  les 
durées  correspondantes,  les  probabilités 

76543311 

^^^  -  ••sias  -      '  ^^^  ■«^.M  ^mtm  ^^mm     • 

29'  ag*  39*  ag*  ag'  ag'  ag'  ag* 

multipliant  donc  ces  fractions  par  les  durées-correspon- 

i55 
dantes ,  et  ajoutant  les  produits  >  on  aura =a  ans 

8  mois,  pour  Tespérance  de  vie ,  à  Fâge  de  87  ans. 

La  partie  de  l'opération  ci-dessus ,  dans  laquelle  on 
multiplie  d*abord  les  nombres  7,6,  etc.,  par  lés  frac- 
tions correspondantes  -,  -,  etc.,  et  on  ajoute  les  pro- 
duits ,  revient  évidemment  à  calculer  la  durée  collec- 
tive de  l'existence  des  individus  de  chaque  groupe  ; 

i55 
et  en  divisant  le  résultat par  le  nombre  ag  des 

individus ,  on  répartit  également  cette  durée  à  chacun. 
Si  l'on  substitue  aux  nombres  7,  6,  etc.,  les  ex- 
pressions équivalentes  29— aa,  aa— iG,  etc.,  et  qu'on 
ne  fasse  qu'indiquer  les  multiplications ,  par  les  du- 
rées -,  -,  etc.,  la  somme  des  produits  sera  repré- 
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•entée  par 

I  3  S 

-(aa— fl9)Hr-(aa— 16)+- (t6  — ti> 

+J("-7)  +  |(7-4)  +  ^(4-a) 

ce  qai  se  réduit  aisément  à 

et  il  ne  reste  plus  qu'à  diviser  par  ag  la  somme,  des 
termes ,  â  partir  de  ai,  nombre  d'individus coirespon- 
dant  à  88  ans ,  puis  ajouter  l  au  quotient. 

Cette  règle,  indiquée  par  Deparcieux,  est  générale, 
en  sorte  que  si  a,  a',  a",  of ,  0""^  désignent  les  nombres 
d'individus  vivans  à  des  âges  consécutifs  Ça!"  étant  le 
dernier  de  la  Table),  ^la  vie  moyenne,  à  partir  de 
l'âge  correspondant  au  premier  nombre  a,  et  ^,  à 
partir  de  l'âge  d,  on  aura 

a  a  *         Si  cl         ' 

tirant  de  la  seconde  expression  la  valeur  de  a'^-f-^'M'^'^ 
pour  la  substituer  dans  la  première ,  il  viendra 


''=ï+7(^+£i' 


formule  qui ,  faisant  trouver  aisémçnt  V  par  7^,  se* 
rait  commode  pour  calculer  les  vies  moyennes  cor- 
respondantes aux  divers  âges,  en  commençant  par  le 
plus  avancé'  (*). 

(*)  La  formule  ci-desqas  est  tîrffe  de  la  Théorie  anmljrtiquè  4^ 
Probabilités  »  p.  4ii* 
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il 4,  Cest  par  la  durée  dé  la  TÎe  moyenne  que  Ton 
compare ,  sous  le  rapport  de  la  vitalité  ^  les  âges  ,  les 
lieux  et  les  époques.  En  France ,  suivant  la  Table  de 
Y  Annuaire  f  on  trouve  pour  cette  durée  ^  à  partir  de  la 
naissance ,  a8  ans  9  mois;  à  Londres ,  17  ans  1 1  mois  ; 
à  Yienne,  i5  ans  9  mois;  à  Berlin,  17  ans  1  mois;  et 
en  Suisse ,  Zj  ans  1  mois. 

Les  sexes  offrent  aussi  à  cet  égard  une  différence 
assez  considérable.  M.  Mourgue  a  trouvé,  d'après  ai  ans 
d'observations,  qu'à  Montpellier,  la  vie  moyenne  à 
partir  de  la  naissance,  était  de  aS  ans  3  mois  et 
520  jours,  en  prenant  collectivement  les  deux  sexes  ; 
mais  qu'en  les  distinguant ,  celle  des  hommes  était  de 
â4  ans  3  mois  et  1.5  jours,  et  celle  des  femmes,  de 
Q&  ans  3  mois  et  a8  jours  (^). 

Ce  n'est  qu'après  avoir  passé  les  dangeis  de  la  pre- 
mière enfance ,  qu'on  arrive  à  la  plus  longue  espérance 
de  vie.  L'âge  auquel  correspond  cette  espérance ,  ou  à 
partir  duquel  la  vie  moyenne  a  la  plus  grande  durée , 
varie  suivant  les  lieux,  et  indique  ainsi  Tépoque  de  la 
vie  que  le  pays,  ou  les  autres  circonstances  caractéris- 
tiques de  la  Table,  favorisent  le  plus.  En  France,  la 
Table  de  V Annuaire  donne ,  pour  ce  maximum , 
43  ans  5  mois ,  et  le  place  à  5  ans  ;  celui  de  la  vie 
probable  y  est  de  4^  ^ns  8  mois,  et  se  trouve  1  an 
plus  tôt. 

Les  observations  sur  là  mortalité  ne  remontent  pa3 


(*)  Mémoires  présentés  a  la  première,  ClcLSse  de  Vlnstitut^  par 
des  Savans  étrangers^  t.  le',  pag.  71^72. 

Pour  se  procurer  un  grand  nombre  de  tables  de  mortalité,  ii  faut 
compulser  les  ouvrages  concernant  les  rentes  viagères^  les  assurance^ 
çur  la  vie,  etc.,  et  particulièrement  The  Doctrine  oflife  annui- 
ties  and  assurances ,  b^  Francis  Baity,  Traité  qui  est  maintenant  h 
y^  a«  çdidoii. 
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assez  haut  pour  qu'on  pvisse  comparer  les  temps  un 
peu  anciens  avec  le  ten^ps  présent.  H  paraît  cependant 
probable  que  les  progrès  des  arts  et  des  sciences  ^  en 
multipliant  les  commodités  de  la  vie ,  en  ont  augmenté 
la  durée  moyenne;  et  la  ville  de  Genève  offre  déjà 
quelques  faits  qui  le  prouvent.  Au  seizième  siècle ,  la 
vie  moyenne  n'y  était  que  de  18  ans  {;  au  dix-septième 
siècle ,  elle  s'était  élevée  à  aS^  ;  au  dix-huitième  siècle^ 
elle  s'est  accrue  jusqu'à  3â  ans  ^.  Il  en  est  de  même 
pour  la  vie  probable  (110)  :  elle  était  seulement  de 
4  ans  f  au  seizième  siècle  ;  de  1 1 1  au  dix-septième ,  et 
surpassait  aj  ans  au  dix-huitième  siècle  (^). 

1 15.  La  Table  de  mortalité  sert  encore  à  déterminer 

(''')  Vojez  dans  la  Bibliothèque  briùumique,  U IV,  |>ag.  3a6  f  on 
Mémoire  de  M.  Uodier.  Ces  fsiits  sont  rapportés  anssi  par  M.  Mal- 
tlius^  dans  son  Essai  sur  le  principe  de  la  population^  t.  Il,  pag.  3i 
de  la  traduction  française. 

Ils 'sont  les  senls  resnliant  d'ofasenraiions  connues;  maïs  leZ^ 
geste  y  liy.  XXXV,  tit.  II,  §  68,  ad  legem  falcidiam  f  nous  oSce  nn 
commentaire,  dans  lequel^  ponréyalaer  le  prix  de  la  jouissance  des 
pensions  (alimens)  qu^un  testateur  assigne  à  des  légataires  pen- 
dant la  durée  de  leur  TÎe,  XJlpien  indique  les  nombres  ci-dessous  : 

Ages.  0,  ao,  a5,  3o,  35,  40,  41,  4a,  43,  44,  45, 

Vie  future.     3o,  a8,  a5,  aa,  ao,  19,  18,  17,  16,  i5. 

Ages.  ipy  4^»  47>  48»  49»  ^>  ^9  ^  *t  au-delà.. 

Fie  future.      14,  i3,  la,  11,  10,    g,    7,    5. 

Il  laisse  ignorer  d'ailleurs  sur  .quoi  sont  fondées  ces  détermina, 
tions,  qui  ne  paraissent  pas  très  régulières. 

Cet  exemple  n'est  pas  te  seul  qu'on  ait  de  l'utilité  des  résultats  des 
probabilités  dans  la  science  du  droit.  La  fixation  du  temps  après  le- 
quel on  doit  présumer  légalement  la  mort  d'un  absent  qui  a  cessé  de 
donner  de  ses  nouvelles ,  a  été  l'objet  d'une  thèse  de  Nicolas  Ber^ 
nouUi)  insérée  dans  les  Aotorum  eruditorum  supplementa ,  t.  |V, 
p.  i5g.  Voyez  aussi  l'article  absent  dans  le  Dictionnaire  de  ma^ 
thématiques  de  V Encyclopédie  méthodique. 
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la  manière  dont  la  population  se  compose  par  rapport 
aux  âges.  En  supposant  toujours  que  l'état  de  cette  po- 
pulation soit  stationnaire ,  c'est-à-dire  que  le  nombre 
des  naissances  annuelles  soit  à  très  peu  près  égal  à 
celui  des  décès ,  et  constant,  il  suffit ,  pour  trouver  le 
nombre  des  individus  exîstans  dans  un  âge  donné , 
de  calculer  par  la  Table  de  mortalité  >  combien ,  sur  le 
nombre  des  individus  qui  naissent  annuellement,  il 
en .  doit  rester  à  cet  âge  :  ce  sera  le  nombre  de- 
mandé,. 

Si  Ton  prend  le  nombre  de  naissances  marqué  dans 
la  Table  y  pour  celui  des  naissances  annuelles,  et 
qu'on  ajoute  tous  les  nombres  de  cette  Table,  on  aura 
le  montant  de  la  population  correspondante  aux  nais- 
sances et  à  l'ordre  de  mortalité  qu'elle  représente.  Puis, 
si  l'on  retranche  successivement  de  cette  somme  le 
nombre  des  naissances ,  celui  des  individus  de  i  an', 
de  22  ans^  etc. ,  le  reste  exprimera  le  Nombre  des  indi- 
vidus compris  depuis  i  an^  â  ans,  etc.,  jusqu'au  terme 
de  l'existence.  C'est  ainsi  qu'a^été  formée  la  Table  in* 
sérée  dans  Y  Annuaire ,  sous  le  titre  de  Loi  de  la 
population  en  France^  Pour  plus  d'exactitude ,  d'a- 
prèâ  l'observation  faite  dans  le  n®  précédent,  on  prend, 
au  lieu  des  nombres  marqués  pour  chaque  année , 
le  milieu  entre  deux  années  consécutives ,  a&n  dje 
rapporter  les  décès  à  la  demi-année ,  qui  en  est  l'é*- 
poque  moyenne. 

Ce  partage  de  la  population ,  suivant  les  âges ,  est 
peut-être  le  résultat  le  plus  important  à  considérer  « 
dans  l'estimation  de  la  prospérité  d'un  état,  si,  comme 
M.  Malthus  paraît  l'avoir  prouvé,  le  nombre  des 
naissances  augmentant  beaucoup  dès  qu'il  s'est  fait  un 
vide  dans  la  population,  même  à  la  suite  de  fléagx 
de^tructeurd ,  n'est  pas  propre  à  faire  juger  des  pro« 
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.  grès  de  cette  population  et  de  sa  force  rédie.  Ea  effet, 
cette  dernière  tient  au  nombre  d'individus  dans  la  vi- 
gueur de  râge>  et  dont  toutes  les  facultés  sont  déve- 
loppées autant  que  le  permet  Fétat  de  la  civilisation  , 
secondé  par  une  bonne  distribution  des  moyens  d'exi- 
stence. Une  nation  parvenue  à  cet  état  doit  l'emporter 
sur  celle  où  il  naîtrait  plus  d'enfans  »  dont  la  perte , 
très  multipliée ,  se  réparerait  aussi  très  aisément^  mais 
qui ,  par  cette  destruction  prématurée ,  fournirait  en 
proportion  moins  de  sujets  pour  l'âge  adulte.  Un  ac-* 
croissement  dans  cette  partie  de  la  population  n'est 
qu'une  surcharge  pour  l'état. 

116.  Les  divers  problèmes,  dont  la  solution  est  in- 
diquée dans  les  n^  précédens»  en  supposant  que  la 
population  soit  stationnaîre,  ont  été  traité^par  Euler, 
en.  ayant  égard  aux  changemens  qu'elle  pourrait  re- 
cevoir, par  la  différence  entre  le  nombre  des  naissances 
et'celui  des  décès  (^)  ;  je  vais  montrer  comment  on 
parvient  à  quelques-unes  de  ces  formules,  tant  pour 
confirmer  les  principes  posés  dans  les  n^"  108  et  1 1 5,  que 
pour  donner  une  idée  de  ce  gemre  de  recherches. 

Soit  P  la  population  à  une  époque  donnée  ,  iV  le 
nombre  des  naissances,  ilf  celui  des  morts,  P',  N\  M^ 
P"i  etc. ,  les  nombres  analogues  pour  les  années  sui- 

P  P  . 

vantes,  et  faisons  '=r,r=^n  .  =^=:;m;  il  viendra 

N  M  ' 

P=nN^mM,      d'où     Jf  =  ~ , 

•  m 

P'=P+W-il/=P+JV(-î;)  =  P+pg-i) 

t 

(*)  Mémoires  de  l'Académie  de  BerliUf  ann«e  1760,  p;  i44* 


DES   PROBABILITÉS.  3o5 

Si  Ton  suppose  constans  les  rapports  n  et  m»  on  aura  de 
même 

''=''('+=^")=''('+w^)"'-- 

et  la  population  sera  croissante  ou  décroissante  »  selon 
que  m  ^  Il  ou  m  ^  n* 

Si ,  pour  abrégeri  on  fait  i  4^ =  7 ,  et  que 

dans  les  équations 

P'  =  nN',        P'  =  nN\    etc., 

on  mette  fourP',  JP*,  etc.,  leurs  valeurs  Pq ,  Pc*,  etc. , 
puis  pour  P  sa  valeur  nN,  toutes  les  équations  formées 
ainsi  seront  divisibles  par  n  et  donneront 

If^zNq,        ir^Nq*,    etc.; 
on  obtiendrait  de  même 

3f  =  Mq,        M^^Mq^    etc. 

Ces  formules  font  voir  que ,  dans  l'hypothèse  établie» 
la  population,  le  noiQbre  annuel  des  naissances  et 
celui  des  décès,  suivent  tous  des  progressions  par 
quotient,  dont  la  raison  est  la  même.  Il  suffit  donc  de 
connaître  par  l'observation  deux  termes  consécutifs  de 
Tune  de  ces  progressions ,  pour  en  déterminer  la  rai- 
son ;  et  rien  ne  sera  plus  aisé  ensuite  que  de  trouver 
dans  combien  d'années  la  population  s'est  accrue  dans 
un  rapport  donné. 

Soit-ce  rapport,  et  r  le  nombre  d'années  écoulées 
depnb  l'époque  de  P;  on  aura  l'équation 


Pq  =sP, 


ou 


q'  =  s  ; 


«« 

^ 


r*-; 
^ 
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et  prenant  les  logarithmes,  on  obtiendra 

r=  1-. 

La  rapidité  de  Taccroissenient  de  la  population  dé-> 
pend  en  grande  partie  de  l'espace  libre  et  productif  sur 
lequel  elle  peut  s'étendre,  et  de  l'augmentation  des 
subsistances.  Les  États-Unis  d'^Amérique,  réunissant 
ces  deux  avantages,  paraissent  doubler  dé  population 
en  a5  ans.  On  a  lieu  de  croire  que  cet  accroissement 
pourrait  s'opérer  en  i5«  dans  le  cas  le  plus  favo- 
rable (*). 

117.  Au  moyen  des  relations  obtenues  dans  l'artîck 
précédent,  on  détermine  facilement  la  loi  de  mortalité, 
lorsqu'on  connaît  i\r,  1/,  it/,  et  comment  ce  dernier 
nombre  se  décompose  suivant  les  âges ,  c'est-à-dire  si 
Ton  a  le  nombre  des  morts  de  chaque  âge  à  l'époque 
donnée.  En  désignant  par 

•  V,,     Va,     vs,    etc., 

le  rapport  entre  le  nombre  des  individus  de  1 ,  s  > 


{*)  Essai  sur  le  principe  de  la  population ,  par  M.  Malthus , 
c.  I  y  p*  6^  de  la  tradaction  française,  et  t.  II,  p..  a^o  et.suiy» 

Dans  y  Essai  politique  sur  le  royaume  de  la  nouvelle  Espa^ 
gne ,  par  M.  de  Humboldt  (p.  63  de  re'dition  m-4".) ,  on  tronye  qne 
le  nombre  annuel  des  morts  étant  représenté  par  100,  ceini  des  nais- 
sances élliit  Tio  en  France,  lao  en  Angleterre,  i3o  en  Suéde,  160  en 
Finlande,  t66  en  Russie,  180  dans  la  Prosse  oecidentale,  aïo  dans 
le  gonTemement  de  Tobolsk  (d'après  M.  Hermann},  a3o  dans  plu* 
sieurs  parties  du  haut  plateau  du  Mexique ,  3oo  dans  l'e'tat  de  New- 
Jersey  (Etats-Unis). 

Cependant  il  faut  observer  que  l'exôédant  des  naissances  sur  les 
morts  pourrait  n^étre  qu'apparent  dans  plusieurs  contrées  dont  beau* 
coup  d'individus  sortent  pour  n'y  jamais  rentrer  j  par  exemple  les 
soldats  enrôlés  poqr  toute  leux  TÎe.  • 
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3  »  etc«i  ans ,  et  le  nombre  des  naissances ,  et  par 
M09    ^it    ^»i    ^if    etc., 

'  le  nombre  des  décès  avant  Fâge  de  i ,  a ,  S,  etc.^  ans , 
on  aura  d'abord 

Si  l'on  remonte  à  l'année  qui  a  précédé  l'époque  des 

N 
nombre  P,  IV,  M  (116),  on  trouvera  —   pour   le 

nombre  des  naissances ,  d*où  proviennent  les  enfans 

âgés  de  s  ans  ;  suivant  la  loi  de  mortalité ,  ce  nombre 

N 
a  dû  se  réduire  à  *-  i^i  dès  la  première  année ,  et  à 

v 

N 
la  fi®  devenir  —  v»  :  on  aura  donc  pour  la  mortalité , 

entre  la  première  et  la  a®  année , 

^       N         N         n/  ■ 

Remontant  ensuite  à  â  ans  avant  l'époque  donnée  > 
pour  arriver  à  la  naissance  des  enfans  de  3  ans;  le 

■'^  iv  .       , 

ncHubre  ccKrrespondant  des  naissances  est  -^  ;  il  se  ré- 

N  N 

duit  à  -T  Vs  à  la  s*  année ,  puis  à  -r  vs  à  la  3®  ;  donc 

la  mortalité ,  entre  la  2^  et  la  3®  année ,  sera. .... 

N 

—  (v» — V3) ,  et  par  conséquent 

En  continuant  ainsi ,  on  trouvera  toujours  des  équa- 
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tiou  de  même  forme,  deaqadles  on  tirera  sncce»- 
sivement 

Mo 

Jf,</  _  ,  Mo+M.q 

M^  Mo+M,q+M^^ 

M^  '  Mo+M,q+M^+M3f 

eto. 

Lorsque  qs=zi,onsL  ilf  s iV^  et  les  expressions  ci- 
dessus  se  réduisent  à 

iVi/a  =  ilf— il/o  — ilfi, 

2Vv3  =  i«/— il/o  — i»/.  — ^., 

iVv4  =  3/— a/o— if,  — ilf*— iMs , 

etc.  ; 

c*est-à-dîre  que  la  Table  de  mortalité  se  déduit  an 
nombre  de  décès  partagé  suîyant  les  âges ,  ainsi  qu'on 
l'a  indiqué  dans  le  ii^  io8. 

ii8«  Quaxid  la  loi  de  la  mort^té  est  connue , 
celle  de  la  population  se  détermine  de  même ,  en  re* 
montant  aux  naissances  antérieures  à  l'époque  de  P , 
et  réduisant  chacun  de  ces  nombres  suivant  les  années 
écoulées.  Si  l'on  prend  loo  pour  le  terme  de  la  yie^  oa 
aura  pour  les  âges 

i,    a>    3, loô, 

les  nombres  d'indiyidus 

j^  N       N       Jf       '        N 
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et  par  conséquent 
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q  9^ 


d'où 


p 

/M 


9       ^'  '  f 


Lorsque  la  population  est  stationnaire^  q  étant  1  ^  on 
a  y  comme  dan^  le  n^  1 15, 

P  —  N{i+v,  +  i^^ +  *'.o«}. 

^  '  £n  substituant  aux  quantités  i ,  Vn  v. ,  vs ,  etc. ,  la 
moyenne  prise  entre  les  deux  qui  se  suivent  immédia- 
tement ,  savoir , 

1,1         1,1  1,1  I 

la  formule  cî-dessus  se  change  en 

qui  est  la  règle  indiquée  dans  le  n^  ii5  ('^). 


{*)  Si  la  loi  de  mortalité  était  exprimée  par  une  formule ,  comme 

celle  de  Lambert  (i  1  a),  on  pourrait  cesser  de  s'astreindre  %  placer  tôt» 

les  décès  annuels  à  la  même  époque ,  et  supposer  que  Pextinction 

des  individus  se  fait  d'une  manière  continue  pendant  toute  la  durée 

de  Tannée  ;  mais  il  faudrait  substituer  des  différentielles  et  des  intc- 

•grales,  aux  quantités  et  aux  suites  rapportées  dans  le  texte ,  ainsi 

qu'on  peut  le  voir  dans  la  note  III  et  dans  Pouyrage  publié  pat* 

M.  DuTÎUard ,  sous  le  titre  à'' Analyse  et  tableaux  de  l'influence 

de  la  petite  vérole  sur  la  mortalité.  C'est  de  la  première  Table  dé 

et  ouvrage   qu'ont  été  extraites  celles  <le  V Annuaire  qae  j'ai  citées. 

st^^édidon.  1-4 
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Il  faut  encore  remarquer  que  le  polynôme  qui  mul- 
tiplie N  dans  l'équation  ci-dessus ,  exprime  la  durée  de 
la  vie  moyenne ,  à  partir  de  la  naissance  (i  i3) ,  et  que 
par  conséquent  cette  durée  s'obtient  aussi  en  dîyisant 
la  population  par  le  nombre  des  naissances  (^*), 

0 

1  ig.  Halley  paraît  être  le  premier  qui  ait  fait  voir 
comment  on  pourrait  conclure  d'une  Table  de  morta- 
lité ,  les  probabilités  de  la  durée  de  la  coexistence  de 
plusieurs  individus  /de  la  durée  des  mariages  ,  par 
exemple  >  connaissant  l'âge  de  chacun  des  membres 
de  l'association.  Son  procédé  n'est  autre  que  celui 
de  la  formation  des  probabilités  composées  (16). 

Pour  fen  montrer  l'application  au  sujet  proposé, 
cherchons  les  diverses  probabilités  relatives  à  i  o  années 
d'association  d'un  individu  de  226  ans  avec,  un  de  20. 
Il  pourra  arriver,  ou  qu'ils  existent  encore  tous  deux 
au  bout  des  10  années,  ou  qu'un  seul  vive,  ou  que 
tous  deUx  soient  morts.  La  Table  de  mortalité  de 
V  Annuaire  y  réduite  sur  le  pied  de  looo  naissances, 
donne  pour  vivre  10  ans  ,  à  partir  de  aS  ans  , 

la  probabilité  2_3   sa  contraire  1  -^  - —  z=- —  , 

^  47^  47  y     47^ 

et  à  partir  de  âo  ans  , 

la  probabilité  = — ,  sa  contraire  1  —  p—  =  rr^, 
^  oofl  ooa      5o2 

De  ces  probabilités  simples  résultent  les  probabilités 

C^)  Dans  tout  ce  qui  précède,  on  a  suppose'  qu'il  n'arrivait  aucun 
changement  à  la  population ,  par  le  déplacement  des  individus ,  ou 
que  ceux  qui  venaient  habiter  le  pays  compensaient  exactement  ceaz 
qui  le  quittaient.  Pour  voir  comment  on  tiendrait  compte  du  mou- 
vement extérieur  de  la  population,  on  peut  consulter  rintroduction 
que  M.  Fourier  a  mlso  à  la  tête  des  Recherches  statistiques  sur  la 
ville  de  Paris  et  le  département  de  la  Seine ,  183 1. 
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composées 

4o4  438        .,,       .  ' 

•r — .  ~ — ,  OU  ils  existeront  tous  deux  : 

471   ooa'  ^  .  ,     ♦ 

-r^.  F —  >  Que  le  plus  âgé  sera  mort  ; 
471   Boa'  ^  ^        o  » 

-    404    64  1      1      •         •  ^ 

^-^.  —^ ,  que  le  plus  jeune  sera  mort  ; 

-r^o  p-^  >  Que  tous  deux  seront  morts. 
471    002     ^. 

ïln  général ,  si  e  et  e'  désignent  les  probabilités  de 
l'existence  de  chaque  individu  au  terme  de  l'asso- 
ciation,/"  et  ^^  les  probabilités  contraires,  le  dévelop- 
pement de 

(c  +/)  (e'+/')  =  «e  +  éf-ir  ef  +ff  =  1  ,      . 

donnera 

ee',    ey,     ef,    ff 

pour  les  quatre  probabilités  énoncées  ci-dessus.  Quand 
on  cherche  seulement  la  probabilité  que  l'un  quelcon- 
que des  deux  individus  existera  encore ,  on  a 

ee'  +  e'f+ef=i-ff,     ■ 

ce  qui  est  plus  simple  lorsque  les  nombres  f  et  f^  sont 
les  plus  petits. 

.  120.  AVec  ces  probabilités ,  on  peut  dresser  la  Table 
de  mortalité  particulière  à  chaque  association  ;  si  l'on 
en  suppose^  par  exemple,  looo  formées  à  la  fois, 
et  que  les  probabilités  simples  e,  ^ yfif%  ^e  rap- 
portent à  la  première  année  écoulée  depuis  >  il  y  aura 
à  la  fin  de  cette  année  • 

1000  eé  associations'  qui  subsisteront  encore , 
1 000  éf  où  le  plus  jeune  survivra , 

looo  éf'  où  le  plus  âgé  survivra , 

1000  ff  où  tous  deux  seront  morts. 

14. . 
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Calculant  les  mêmes  nombres  pour  chaque  année ,  on 
formera  une  Table  pareille  à  celle  que  M.  Duvillard 
a  construite  pour  les  mariages ,  sur  les  registres  de  la 
ville  de  Genève  (*),  et  à  Taide  de  laquelle  on  dé- 
terminera la  durée  probable  et  la  durée  moyenne  de 
Tassociation ,  comme  la  vie  probable  et  la  vie  moyenne^ 
par  la  Table  de  mortalité  des  individus  (  i  lo  et  1 15). 

Pour  donner  plus  d^exactitude  à  sa  Table  des  ma- 
riages ,  M.  Duvillard  a  pris  e  et  f  suivant  la  loi  de 
mortalité  particulière  aux  hommes ,  e'  et^^  sui;^ant  celle 
des  femmes  ;  mais  ce  soin ,  auquel  il  s'est  borné ,  faute 
de  pouvoir  faire  mieux ,  laisse  encore  qnelqu*incerti- 
rode,  car  dans  les  Tables  ordinaires  de  mortalité  >  les 
décès  des  individus  mariés  sont  confondus  avec  ceux  des 
célibataires  ^  et  il  y  avait  lieu  de  présumer  que  Tordre 
de  mortalité,  n'est  pas  le  même  pour  ces  deux  classes. 

Le  dépouillement  des  registres  de  la  paroisse  de  Saint- 
Su  Ipice  ,  Tune  des  plus  populeuses  de  Paris  ,  avait 
présenté  à  cet  égard  un  fait  remarquable.  Dans  le  ré- 
sultat de  23  années ,  le  nombre  des  hommes  céliba7 
taires ,  et  celui  des  hommes  mariés  ou  veufs  de  tout 
âgCi  étaient  dans  le  rapport  de  1  à  s  ;  mais  à  Tâge  de 
^  aûs ,  ce  rapport  n* était  plus  que  de  9  à  43  >  presque 
de  1  à  5.  Le  nombre  des  filles  et  celui  des  femmes  ou 
veuves  de  tout  âge,  étaient  dans  le  rapport  de  1  à  4  9 
mais  à  Tage  de  go  ans  >  ce  rapport  n'était  plus  que  -de 
14  à  109  ^  presque  de  1  â  8  (**). 

.    Les  mêïnes  différences  ont  été  remarquées  en  Angle- 
terre et  en  Suède  ;  ainsi  il  n  7  a  pas  de  doute  que  des 

{*)  Reckerchts  sur -les  Emprunts ,  p&g.'6o«  Voy.  au^i  dans  les 
JVoui  Ûommentarii  Acad.  Pétrop,  t.  XII,  pag.  çg,  ua  Mémoire  de 
Daniel  BernOiilii ,  sur  le  même  sujet. 

(**)  Page  xxxij  du  ÏDiscoUrs  préliminaire  de  La  Dàttrina  degli 
azzaf^i ,  dt^jh  ciiDée  en  note ,  p.  t97. 
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Tables  construites  d'après  des  obs>ervations  faites  immé- 
diatement sur  les  mariages ,  mériteraient  la  préférence 
sur  les  nombres  tondus  par  le  procédé  indiqué  ci- 
dessus  ,  et  dispenseraient  en  outre  de  tout  le  calcul 
nécessaire  pour  obtenir  ces  derniers  (*). 

Voilà  un  exemple  très  frappant  et  très  simple  de  ce 
que  j*ai  annoncé  dans  le  n^  107,  sur  Tayantage  des  ob- 
servations directes.  Tant  qu'on  n'a  connu  dans  chaque 
lieu  qu'une  loi  générale  de  la  mortalité,  il  a  fallu  sup- 
poser qu'elle  convenait  à  peu  près  aux  deux  sexes  ; 
SL't-on  fait  la  distinction  des  sexes ,  il  a  fallu  supr 
poser  encore  que  la  mortalité  des  personnes  ma* 
riées  différait  peu  de  celle  des  célibataires  :  mais, 
l'observation  particulière  de  la  durée  des  mariages  et 
de  leur  dissolution,  dispense  de  toute  hypothèse,  en  don- 
nât iu^içédiatement  les  probabilités  dont  on  a  besoin. 

121.  Les  recherches  sur  les  probabilités  de  la  vie 
humaine  ont  trouvé  une  application  bien  importante  , 
dans  les  disputes  qui  se  sont  élevées  sur  l'Inoculation 
de  la  petite  vérole.  Il  y  avait  à  résoudre  deux  questions 
décisives  :  premièrement ,  il  fallait  montrer  combien 
l'inoculation  conserverait  d'individus ,  afin  de  faire  con- 
naître de  quelle  utilité  elle  pouvait  être  à  la  société  ; 
et  considérant  ensuite  le  sujet  sous  le  rapport  de  l'in- 
térêt personnel ,  il  fallait  balancer  le  danger  que  cette 
opération  faisait  courir  à  l'individu ,  suivant  son  âge  , 
sa  constitution ,  avec  le  danger  de  mourir  de  la  petite 
vérole  naturelle ,  plutôt  que  de  toute  autre  maladie.  Le 
premier  de  ces  dangers  étant  actuel ,  devait  frapper 
beaucoup  plus  l'imagination  que  le  second,  réparti  sur 
toute  la  durée  de  l'existence ,  et  ne  paraissant  que  dans 


(*)Voy.  leierchapitrcderouvcagedeM.  Baily,cUceniiotcp.2oi. 
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réloignement.  A  cette  distinction ,  d'Alembert  voulait 
qu*on  ajoutât  la  différence  de  prix  que  doivent  avoir 
les  années  de  la  jeunesse ,  comparativement  à  celles 
d'un  âge  avancé;  mais  ici  oh  retombe  dans  ces  estf-* 
mations  vagues  qui  ne  peuvent  être  l'objet  d'aucun 
calcul  exact. 

On  arriverait  facilement  à  des  déterminations  précises 
sur  l'une  et  l'autre  des  questions  énoncées  plus  haut, 
si  l'on  connaissait  le  nombre  des  individus  que  la  petite 
vérole  attaque  dans  chaque  année ,  avec  leur  âge ,  le 
nombre  de  ceux  qui  en  meurent^^  et  quelle  serait  la 
probabilité  de  mourir  chaque  année ,  si  la  petite  vérole 
était  éteinte.  Ce  dernier  élément  a  été  conclu  des  don- 
nées précédentes  et  des  Tables  ordinaires  de  mortalité , 
en  retranchant  du  nombre  total  des  morts  de  chaque 
âge ,  celui  des  morts  causées  par  la  maladie  ,  et  divi- 
sant le  reste  par  le  nombre  total  des  individus  existans 
à  cet  âge  ;  mais  y  cela  suppose  ,  ce  me  semble  ,  que  les 
individus  éteints  par  la  petite  vérole  ^  n'auraient  suc- 
combé à  aucune  autre  maladie ,  s'ils  eussent  été  pré* 
serves  de  celle-là,  supposition  qu'on  pourrait  bien  ne 
pas  admettre.  Il  paraît  plus  exact  de  comparer  le  nom*' 
bre  de  décès  occasionnés  par  d'autres  maladies  que  la 
petite  vérole ,  non  pas  à  la  totalité  des  individus  de  l'âge 
dont  il  s'agit ,  mais  au  nombre  de  ces  individus ,  dimi- 
nué de  ceux  qui  sont  morts  de  la  petite  vérole ,  quoi- 
que ce  ne  soit  pas  encore  tenir  compte  de  la  manière 
dont  se  seraient  éteints  ces.  derniers  individus  ^  s'ils 
eussent  été  préservés  de  la  petite  vérole*  Pour  éviter  ces 
objections,  il  faudrait  déterminer  immédiatement  cette 
mortalité  sur  des  individus  soustraits  à  Tinfluence  de  la 
maladie.  En  choisissant  ceux  qui  ont  déjà  eu  la  petife 
vérole ,  on  pourrait  néanmoins  encore  craindre  que  l'ef-* 
fet  de  cette  maladie  n'eût  opéré  dans  leur  constitution 
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un  changement  d*après  lequel  leur  ordre  de  mortalité 
ne  fût  pas  le  même  que  pour  des  individus  préservés  de 
toute  autre  manière  ;  mais  quoi  qu'il  en  soit  de  ces  dif* 
Jîcultés ,  les  résultats  n'en  conservent  pas  moins  la  même 
marche^  et  je  ne  les  ai  exposées  que  pour  montrer 
combien  le  sujet  est  épineux.  J^  reviens  aux  données 
indiquées  ci-dessus. 

N  étant  toujours  le  nombre  annuel  des  naissances , 
je  désignerai  par  v',  v" ,  v*",  etc.,  le  nombre  des  indivi- 
dus exîstans  à.  i ,  q,  5,  etc.  ans,  par  «,  « ,  et",  »",  etc., 
ceux  qui  sont  attaqués  de  la  petite  vérole  avant  i  ^  a , 
3,  etc.  ans,  et  par  /»«,/«•',  •/««",  /u",  etc.,  ceux  qui  en 
'meurent.  Le  nombre  de  morts  causées  par  d'autres 
maladies  sera , 

de  o  à  1  an ,    iV  —  v'  —  /»« , 
1  à  fl     .         y'—v"  — /, 

etc. 

Les  probabilités  de  mourir  de  ces  maladies  seront, 
dans  la  première  Hypothèse , 

N         '  7^       '  7  ®*^'' 

et  dans  la  seconde , 

En  général,  qu'elles  soient  déduites,  soit  de  ces  ex- 
pressions ,  soit  des  précédentes ,  ou  de  tout  autre  ma- 
nière, désignons-les  par  zn,  m',  tïi",  m*,  etc.;  après 
l'extinction  de  la  petite  vérole ,  un  nombre  2V  de  nais^ 
sances    donnera    i\^(  i  —  m  )    enfans.  âgés   de   \    an ,. 
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JV(i— m)  (i— m')  enfans  âgée  de  a  ans,  etc.,  nombres 
qui  formeront  la  T^ble  de  mortalité  correspondante  à 
cet  état  de  choses  ;  et  en  la  comparant  à  là  suite  des 
nombres  iV,  v',  v*,  v*,  etc. ,  on  en  dédaira  le  nombre 
des  individus  qui  sont  conservés  dans  chaque  âge,  Taug- 
mentation  de  vie  moyenne  gagnée  par  eux  en  parti- 
culier, et  celle  qui  en  résulte  pour  tous  les  individus. 
Connaissant  d'ailleurs  le  rapport  du  nombre  annuel  des 
mariages  à  celui  des  individus  nubiles,  et  le  rapport 
du  nombre  des  mariages  aux  naissances,  on  obtiendrait 
l'accroissement  produit  danJs  les  naissances,  par  les 
individus  conservés  :  ce  serait  le  gain  de  la  popula^ 
tion  ;  mais  pour  qn'il  ait  «réellement  lieu  ,  il  faut  que 
la  facilité  de  subsister  croisse  aussi  dans  le  même 
rapport. 

1Q2,  Dans   l'état  présent,  m  individus  prenant  la 
petite  vérole  de  o  à  i  an ,  et  /«  y  succombant ,  il  ré- 


sulte pour  cette  première  année,  les  probabilités  ^^  de 

€IL  M  ÉÊ 

prendre  la  petite  vérole ,  -jç.  X  -  =  -^  d'en  mourir  (  i  G)> 

et  — jç —  de  n'en  être  pas  atteint. 

Des  iV"— «  individus  qui  ne  Tout  point  la  première 
année ,  la  mortalité  causée  par  les  autres  maladies  n'en 
laissera  que  (A^— «)(!— m);  sur  cenombre,  «''prendront 
la  petite  vérole  dans  la  seconde  année,  et  ft  y  succom- 
beront ;  ainsi  on  aura ,  pour  cette  a«  année ,  les  pro- 

babilitéa  7^= — r-^ r-  de  prendre  la  petite  vérole  j 

(iV— <«)(i— ;ii)         ^  *^ 

d.en  mourir,  et  i  — 


! 
I 


(iV_-«X,_m) ' (iV  _  «)  (1  _  m) 

de  n'en  être  pas  attaqué.  Le  nombre  des  individus 


r 
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qui  ne  seront  pas  atteints  étant  alors  (iV— ût)(i — m) — u, 

se  réduira,  par  les  autres  maladies ,  à • 

i((iV — #)(i— m)  —  «i'}(i— m'),  de  la  seconde  à  la 
troisième  année.  En  continuant  ainsi,  on  calculera  les 
probabilités  correspondantes  à  chaque  année. 

Si,  pour  abréger,  on  désigne  par  /,  t"  ,  t" ^  etc.,  le 
nombre  des  individus  qui  ne  sont  pas  encore  atteints  de 
la  petite  vérole  au  commencement  de  chaque  année , 
les  probabilités  den  mourir  seront,  pour  la  i"^*,  la  2®, 
la  3®,  etc.  année , 

/  M 

t    t.    fL       etc  •  ■ 

les  probabilités  d'être  du  nombre  des  individus  qui  n'en 
ont  pas  encore  été  attaqués  seront ,  au  commencement 
des  années  1  ,  2,  3,  etc. , 


'        n       m 

ter 


d'où  il  suit  que  les  probabilités  d'en  mourir,  dans 
1  ;  â,  3|  etc.  ans,  à  partir  de  la  naissance ,  seront 

J      ^*  ▼  a        m 

et  en  partant  de  1  an , 

f^'    /*"     f^" 

ils 

résultats  qu'on  peut  appliquer  à  toutes  les  années ,  en 
accentuant,  d'après  le  numéro  de  ces  années  ,  ks 
quantités  i  et  /u.  La  somme 
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de  ces  probabilités ,  poussée  jusqu'à  la  plus  longue 
durée  de  la  vie ,  donnera  le  risque  de  mourir  de  la 
petite  vérole ,  rapporté  à  Tâge  d'où  Ton  part.  Ce  risque 
est  celui  qui  devait  être  comparé  au  risque  de  mourir 
de  la  petite  vérole  inoculée ,  pour  estimer  l'avantage 
que  l'inoculation  offrait  à  Pindividu  qui  voulait  s'y 
soumettre. 

123.  Il  serait  aisé  de  tirer  de  ces  calculs  le  nombre 
des  individus  de  chaque  âge  qui  meurent  sans  avoir  eu 
la  petite  vérole,  la  durée  moyenne  de  leur  vie  ,  et 
beaucoup  d'autres  conséquences  >  développées  par 
M.  Duvillard^  dans  l'ouvrage  cité»  p.  220g ,  mais  dont 
le  détail  n'entre  pas  dans  mon  plan. 

Daniel  BemouUi ,  par  son  éminente  sagacité ,  sup- 
pléa aux  données  précédentes  qui  lui  manquaient  « 
en  s'appuyant  toutefois  sur  deux  hypothèses  que  les 
faits  n'ont  pas  confirmées,  savoir^  que  le  danger  d'être 
attaqué  de  la  petite  vérole  était  le  même  pour  tous 
les  âges  ,  ainsi  que  le  danger  d'y  succomber  (*)  ;  mais 
l'avantage  était  d'ailleurs  si  considérable ,  qu'il  de- 
meurait encore  très  évident  malgré  ce  défaut,  que 
M.  Du  vil  lard  ^  aidé  des  observations  multipliées  faites 
postérieurement  au  Mémoire  de  Bernoulli ,  a  entière- 
ment évité.  Voici  quelques-uns  des  principaux  résuK 
tats  qu'il  a  obtenus. 

On  trouve  aux  pages  i^a  et  suiv.  de  son  Ouvrage  , 
1®.  que  dans  l'état  naturel,  bur  1  000  000  d'enfans  nais- 
sans ,  85  685  mourront  tôt  ou  tard  de  la  petite  vérole  , 
et  que  la  vie  moyenne  de  ceux-ci  sera  de  3""*,9  ; 
â°.  que  si  cette  maladie  avait  disparu,  la  vie  moyenne 


(*)  Mémoires  de  l'académie  des  Sciences  de  Paris  y  an.  1760, 
pag.  I. 
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des  enfans  de  4  ans  s'élèverait  à  44'''^'>7  '»  ^^  <î"® 
dans^  cet  ordre  de  choses,  que  lauteur  appelle 
Vétat  non  variolique ,  la  vie  moyenne  des  enfans 
naissans  serait  de  Sa**"'  ^  au  lieu  de  28"*"*  f  (^M)? 
la  population  ,  qui  ,  pour  1  oco.  000  de  naissances  , 
ne  monte  qu'à  28  763  000  individus  ,  s'élèverait  à 
3a  a5S  000.  Tels  seraient  les  effets  de  la  vaccine , 
si  la  pratique  en  devenait  générale.  Et  qui  pour- 
rait empêcher  qu'il  n'en  fût  ainsi  ,  puisqu'elle  est 
d'une  extrême  facilité ,  qu  elle  ne  présente  aucun  dan- 
ger, et  que  le  nombre  des  épreuves  directes  et  inverses 
auxquelles  elle  a  déjà  été  soumise  constate  son  utilité , 
par  une  probabilité  très  approchante  de  l'unité  ,  et  ' 
appréciable  par  les  calculs  les  plus  simples? 

ia4.  Ce  n'est  pas  pour  la  petite  vérole  seulement 
que  les  médecins  ont  foriiié  'des  tableaux  d'observa- 
tions :  il  y  a  déjà  quelques  ouvrages  où  l'on  a  suivi  cette 
méthode^  la  seule  qui  soit  vraiment .  démonstrative  > 
puisque  la  médecine  ne  se  compose  eii  grande  partie 
que  de  faits  déduits  immédiatement  de  l'observation  , 
qui  seule  a  fait  remarquer  et  a  constaté  l'effet  des  re- 
mèdes spécifiques   les  mieux  reconnus  pour  tels.  Les 
efforts  de  la  nature  se  combinent  de  tant  de  manières 
avec  les   diverses  méthodes  curatives  ,   qu'aucune   de 
ces  méthodes  n'est  peut-être  entièrement  dépourvue  de 
succès ,  au  moins  apparens.  C'est  donc  par  la  compa- 
raison du  nombre  de  ces  succès  ,  avec  le  nombre  total 
des  maladies  traitées  suivant  chaque  méthode,  et  des 
maladies  abandonnées  à  la  nature  (ai  ce  dernier  cas 
pouvait  avoir  lieu) ,  qu'on  doit  assigner  le  mérite  re- 
latif de  ces  méthodes ,  et  répondre  aux  objections  re- 
nouvelées sans  cesse  contre  la  médecine.  M.   Pinel  , 
et  plusieurs   autres  médecine  ,  ont  fait  connaître  les 
résultats  obtenus  dans  Ic.^  hôpitaux  où   se   traite  l'a- 
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liénation  mentale.  £n  1789»  M.  William  Mack,  mé- 
decia  anglais ,  a  publié  la  seconde  édition  d'osé 
Analyse  arithmétique  et  médicale  des  maladies  et  de 
la  mortalité  de  l'espèce  humaine  {^An  €aithmetical 
and  médical  Analysis ,  etc.  ).  Cest  par  la  conti- 
nuation et  l'extension  d*un  pareil  travail ,  que  l'on 
pourra  constater  irrévocablement  si  la  médecine  fait 
des  progrès  réels  :  les  hôpitaux ,  plus  nombreux  et 
beaucoup  mieux  tenus  que  dans  le  siècle  dernier ,  of- 
frent à  cet  égard  de  grandes  facilités  Ç^. 


(*)  On  a  tant  calomnié  resprit  philosophique,  c^esi-à-dire  la  raison 
appliquée  ft  tout  ce  qoi  intéresse  la  société ,  qn'il  doit  être  permis  de 
rappeler  les  faits  éyidens  qui  parlent  en  sa  fayenr.  L'un  des  plus 
frappansest  l'amélioration  dn  ^ort  des  malades  dans  les  hôpitaux, 
due  aux  efforts  d'Jiommes  bien  connus  pour  n'être  mns  que  par  une 
philantropie  purement  humaine.  C'est  par  leurs  soins ,  et  dans  un 
temps  di6icile,  qu'a  cessé  renlassement  des  malades  dans  nn  même 
lit  à  VSotël'Dieu ,  que  les  mesures  ont  été  prises  pour  diminuer  la 
mortalité  effrayante  des  enfans  trouvés ,  qu'ont  été  formés  des  hos- 
pices séparés  pour  l'accouchement  et  l'allaitement,  et  beaucoup 
d'autres  institutions  d'ordre  et  de  bienfaisance  qu'il  serait  trop  long 
de  détailler  ici.  Dans  ce  dix-septième  siècle  ,  si  vanté ,  la  mortalité  de 
L'Hétel'Dicu  de  Paris  était  le  scandale  des  étrangers  :  il  y  périssait 
plus  de  3ooo  malades  par  an  ,  faute  de  soins.  (Voyez  Essay  ttnding 
to  prove  ihatinthe  Hospital  called  L'hostel-Dien  at  Paris,  there 
die  aboue  3ooo  per  annum  by  reason  ofill  aecomodation  (1687), 
sellerai  Essays,  etc. ,  by  William  Petty,  édit.  de  i755,  p.  63). 

Le  zèle  religieux  comme  la  pitié ,  peut  sans  doute  prodiguer  les  se- 
cours ,  mais  la  raison  seule,  les  dispensant  avec  impartialité, 
établissant  l'économie  par  l'ordre,  sait  faire  participer  le  plus  grand 
nombre  d'individus  au  bienfait,  et  préparer  dans  le  présent  des  res- 
sources pour  l'avenir. 
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Des  Rentes  viagères ,  et  des  jissurances  sur  la  vie  et 

sur  les  choses. 

125.  Les  probabilités  de  la  vie  humaine,  combinées 
avec  l'accroissement  des  fonds  jjlacés  à  intérêt  composé, 
ont  donné  lieu  aux  rentes  viagères,  aux  assurances 
sur  la  vie ,  aux  caisses  d'épargne ,  et   en  général  à 
toutes  les  spéculations  par  lesquelles  on  se  procure , 
soit  pour  le  présent ,  soit  pour  Tavenir ,  des  avantages 
pécuniaires  dépendans  ées  chances  de  la   mortalité* 
L'importance   de  ces  théories   a  multiplie  beaucoup 
les  questions  qui  s'y  rapportent  et  les  auteurs  qui  en 
ont  tr^té.  On  ne  doit  donc  s'attendre  à  trouver  ici 
que  les  indications  nécessaires  pour  montrer  comment 
le  sujet  se  rattache  au  calcul  des  probabilités;  et  la 
solution  des  problèmes  les  plus  simples  suffira  pour 
cela. 

Considérons  premièrement  chacun  des  v  individus 
compris  dans  une  Table  de  mortalité  à  un  âge  donné  , 
comme  propriétaire  d'une  rente  viagère  s ,  ou  comme 
devant  toucher  annuellement  cette  somme  pendant  toute 
■  la  durée  de  sa  vie  ;  celui  qui  est  chargé  de  payer  ces 
rentes,  et  que  je  nommerai  le  banquier,  donnera  à 
la  fin  de  la  i'*  année  la  somme  i/s ,  à  la  fin  de  la  2*  , 
v"s,  à  la  fin  de  la  3",  i/'^^,  et  ainsi  de  suite;  v' ,  v", 
if"' ,  etc. ,  désignant  le  nombre  des  individus  existais  à 
la  fin  dp  ces  années.  Si  t  représente  le  taux  de  l'intérêt , 
ces  sommes  ^  rapportées  au  commencement  de  la  pre- 
mière année  (voyez  tes  Elétn,  d^Atgèbi'é) ,  deviendront 
respectivement 

v's  v"^  v^s 


et  ainsi  de  suite  ^  jusqu'à  l'âge  ou  finit  la  Table  de 


■ 
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mortalité,  Ea  les  ajoutant  on  aura  la  valeur  totale  de 
ce  qu'ont  dû  payer  les  individus  existans  à  la  première 
époque,  pour  acquérir  ces  rentes;  chacun  d'eux  aura 
donc  payé  pour  sa  part , 

La  somme  S  est  le  capital  de.  la  rente  viagère  s  ; 
c'est  aussi  la  valeur  moyenne  des  sommes  payées  par 
le  banquier ,  réparties  entre  tous  les  individus  de  la 
Table,  de  manière  qu'il  n'éprouvera  ni  perte,  ni  gain, 
si  l'extinction  des  rentiers  a  lieu  conformément  aux 
nombres  marqués  dans  cette  Table. 

La  formule  de  l'espérance  mathématique  donne  la 
même  expression  pour  S,  en  ne  considérant  si  Ton 
veut  qu'un  seul  rentier  ;  car  les  sommes  éventuelles 
rapportées  à  la  première  époque  étant 

et  les  probabilités  que  le  rentier  existera  à  la  En  des 
années 

1 ,  52 ,  3 1  etc. , 

étant* 

"^  %  —,  —,      etc. , 

son  espérance  mathématique  sera 


valeur  de  S  trouvée  ci-dessus. 
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laS.  Ces  deux  manières  de  mettre  le  problème  en 
équation,  doivent  rappeler  les  réflexions  du  n**  84 , 
et  montrer  comment  le  sort  de  l'emprunteur  qui  se 
charge  dune  seule  rente  viagère,  diffère  de  celui  du 
banquier  payant  un  nombre  de  rentiers  assez  consi- 
dérable pour  que  leurs  décès  suivent  Tordre  indiqué  j 
par  la  Table  de  mortalité.  La  première  entreprise  est 
bien  hasardeuse  ;  l'autre  ,  au  contraire ,  l'est  peu  ,  si 
toutefois  la  Table  de  mortalité  a  été  construite  ou 
choisie  d'après  la  classé  d'individus  qui  doivent  com- 
poser les  rentiers.  Quand  il  s'agit  d'un  emprunt  public 
à  rentes  viagères ,  on  doit  bien  se  garder  d'employer 
la  Table  de  mortalité  générale ,  pour  une  grande  ca- 
pitale; car  ce  ne  sont  guère  que  des  individus  choisis 
qui  s'intéressent  à  ces  emprunts  :  aussi  sont  -  ils  très 
onéreux  à  l'état  quand  on  donne  le  même  taux  sur 
toutes  têtes ,  c'est-à-dire  pour  un  âge  quelconque  , 
comme  on  l'a  fait,  en  France ,  vers  1780  ,  ce  qui  a 
produit  la  spéculation  suivante. 

Des  banquiers,  ayant  remarqué  l'avantage  que  les 
femmes  avaient  à  Genève  sur  les  hommes,  par  rapport 
à  la  durée  moyenne  de  la  vie  ,  en  ont  fait  choisir  par 
des  médecins,  un  certain  nombre  ayant  déjà  subi 
les  épreuves  de  la  petite  vérole  ,  de  la  rougeole ,  dont 
la  constitution  paraissait  la  meilleure ,  et  dont  ils  pou- 
vaient surveiller  la  conduite.-  C'est  sur  ces  têtes  qu'ils 
ont  placé  leurs  fonds ,  dont  ils  ont  formé  un  seul  ca- 
pital ,  divisé  en  actions  ,  par  un  arrangement  fait 
entre  eux,  de  manière  à  pouvoir  associer  un  grand 
nombre  de  personnes  à  leur  spéculation.  Recevant  9 
pour  100  d'intérêt,  ils  pouvaient  donner  7  pour  100  ,  * 
ce  qui  était  au-dessus  de  l'intérêt  légal ,  et  les  2  pour  100 
qui  leur  restaient ,  étant  placés  à  intérêt  compqsé  ,  à 
5  pour  loo  seulement,  devaient  en  26  ans  reformer 
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le  capital.  Or  la  vie  probable  des  femmes  de  Ge- 
nève ,  prise  à  l'âge  de  20  ans ,  surpasse  beaucoup  ce 
terme ,  puisqu'elle  s'élève  à  4^;  et  de  plus,  comme 
ce  n'est  là  que  le  terme  moyen ,  pris  sur  toutes  les 
professions ,  il  y  a  bien  lieu  de  croire  que  celui  des 
sujets  choisis  par  les  banquiers  dont  nous  parlons  aurait 
été  plus  fort ,  en  sorte  qu'on  ne  s'éloignerait  pas  beau- 
coup de  la  vérité ,  en  prenant  pour  leur  profit  ce  que 
serait  devenu  le  capital  au  bout  de  40  ans  ,  et  alors  il 
se  serait  plus  que  doublé. 

Ce  n'est  là  qu'un  aperçu  ;  car  pour  avoir  la  vraie 
mesure  du  désavantage  de  l'emprunteur  dans  le  cas 
actuel ,  il  faudrait  connaître  avec  précision  l'ordre  de 
mortalité  des  individus  de  la  classe  dont  il  s'agit,  et 
calculer  à  quel  taux  devrait  être  l'intérêt  de  Targent , 
pour  qu'ils  pussent  obtenir  9  pour  100  en  rentes  via- 
gères. La  solution  de  cette  question  dépendrait  de 
l'équation  du  n*  1 26  ;  les  données  seraient  v ,  v' ,  y" , 

v* ,   etc.  •,  on  aurait  s  =  ^ — ,  S  disparaîtrait  comme 

facteur  commun  aux  deux  membres ,  et  il  viendrait 

équation  de  laquelle  il  faudrait  tirer  la  valeur  de  ^,  ce 
qui  ne  pourrait  se  faire  que  par  des  tâtonnemens  assez 
laborieux  ,  si  Ton  n'avait  pas  déjà  un  grand  nombre  de 
Tables  construites  d'après  divers  ordres  de  mortalité  , 
et  pour  divers  taux  d'intérêt. 

127.  Il  est  évident  que  de  simples  opérations  arith- 
métiques suffisent  pour  calculer  la  valeur  de  S  et  ré- 
soudre la  question  directe  ,  en  ayant  même  égard  à  une 
circonstance  que  j'ai  négligée ,  pour  plus  de  simplicité. 
J'ai  supposé,  dans  la  construction  de  la  formule  du 
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n^  ifa5>  qu«  les  décès  ^es  rentiers  avaient  lieu  4  la  £n  de 
chaque  année  ;  mais  comme  if  A* en  est  pàè  ainsi ,  et 
que  l'on  paie  aux  héritiers  une  partie  de  la  rente  pt'^ 
portionnelle  au  temps  que  le  rentier  a  Técu,  il  finidrd^ 
pour  compenser  celte  différence ,  substituer  i(y  +  i^^ 
à  v^,  i  (»^+  v")  à  v",  etc.  Si  1  on  vouUit  établir  la  loi 
de  continuité  dans  les  décès  ,  il  faudrait  substituer  aux 
nombres  v ,  v^  v'',  • . .  •  une  expression  générale  de  la 
loi  de  mortalité  (112)  >  et  recourir  au  calcuf  intégral 
(voyez  la  BOte  III). 

Le  plus  souvent  on  n'emploie ,  pour  abréger  le 
cftksrl  ^  q«e  là  ^listinction  des  périodes  pendant  les* 
quelles  il  est  permis  de  regarder  le  nombre  annvei 
des  morts  comme  constant.  En  désignant  ce  nombre 
par  m ,  il  vient  

i/'=2îv  — îtt,    ^-litv^^afn,  41^ tts u ^^5tk ^  etc., 

<qai  change  la  valeur  de  S  en 

s  U  —  m      y  — am      v— Sm  î 

Cette  expression  se  décompose  dans  les  detDc  ^ttîte^ 

sm      f  a     ,        3  f         n       y 

n  représentant  le  nombre  d'années  de  la  période.  Si , 

pour  abréger^  on  fait  -3-7=  9>  la  première  suite; 

qui  est  une  progression  pÀr  quûlSént ,  âe#îc^âra 

a*  édition  i5  7 
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et  la  seconde  te  changeant  en 

-- T^  {>  +  3<7  +  3fl». . . . .+ /.ç— )  , 


on  posera 

1  +  aç  +  3fl» + jiç""-"  =/; 

multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par^^, 
il  tiendra 

q  +  aq^'  +  Sq^ +  nq''=fq; 

puis  ajotitant  au  premier  membre  la  progression  par 
quotient 

et  au  second ,       ■  ^  ■  ,  somme  de  cette  progression , 

on  obtiendra 

1,— ^«+" 


i  +  aç  +  59»  +  49». . . .+  (B+i)fl»=/7  +  -^g^ 


Obeeryant  alors  que 
on  formera  l'équation 

/+ (n + 09* = /9  + -7~- ; 
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^oi  Ton  déduira 

i-{x^^f  i-q     ^^' 

Àti  moyen  de  cette  dernière  somme  et  de  celle  de  la 
première  suite  >  on  à  enfin 

5' =  îfLiZlS!? ^ 2fî?  fi— ç*"*"      (yt+0<y"l 

foi^mule  où  il  ne  reste  plus  qu*à  mettre  pour  q  sa 

Valeur  -— -  ,   et  opérer  quelques  réductions ,  aux- 
1  •'  I  ■  f 

quelles  je  ne  m'arrêterai  pas.  En  l'appliquant  à  chaque 

période ,  depuis  l'âge  d'où  l'on  part  jusqu'à  la  fin  de  la 

Table  de  mortalité ,  la  somme  des  valeurs  trouvées 

pour  5^  donnera  celle  de  S.  L'hypothèse  de  Moîvre  (lia) 

est  commode  en  ce  qu'elle  ne  fait  qu'une  seule  période^ 

à  partir  de  sa  ans. 

iâ8.  Gomme  le  plus  souvent  c'est  une  Table  de 
rentes  viagères  que  Ton  construit  pour  tous  les  âges , 
Euler^  dans  le  Mémoire  cité,  p.  ao4>  a  trouvé  com* 
mode  de  dériver  le  taux  relatif  à  un  âge ,  du  taux 
relatif  à  l'âge  suivant.  Si  l'on  substitue  des  numéros 


(*)  On  parvient  bien  facilement  à  ce  rësnltat  par  le  calcul  diffëren** 
tiel  i  car  il  est  visible  que 

I  +  a^  +  V.-+»9-'  =    ^^    dy  =  —3?- 

On  tronyera  de  méine  Ja  tomme  des  sëriea  analogues  dans  un  ordti 
qaelcon(]ue» 
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inférieurs  désignant  les  âges ,  aux  accens  dont  fes  v 
sont  affectés  dans  la  formule  du  n^  ia5,  on  aura 
pour  rage  n , 

et  pour  l'âge  n+i  » 

Page  lo  phps  avancé  de  la  'ï'abie  de  mortalité  donnant 
le  dernier  terme  de  ces  suites.  Si  Ton  divise  la  seconde 
équation  par  i  + 1,  qu'on  multiplie  les  deux  membres 
àê  la  première  par  ¥m  t  ceux  de  la  seconde  par  Vn+i  » 
et  qu'on  rciranclie  les  produits  terose  à  terme ,  il  res^ 
«er»  geatemeot  l'équation 


V 


ynSn'-^S^^=S 


^■+* 


qfii  fava  eonDaître.5»  par  le  moyen.de  Si^^ ,  et  peiirra 
servir  à  cjalculer  le«.  TaleuE»  du  capital  da  la  rente  s,  en 
^^p^iyiftn^Afti  par  l'âge  le  plus  aiuncé.  Asaex  oxdinaire- 

19^.  Les  rentes  sur  deux  têtes  9e  cateRlent  d'une 
manière    analogue  ^  en   substituant  aux   probabilités 

ÎL    ÎL    ^,,  à»  »P  is£hp  le»^  valews^  succasrivei  de 

la  quantité 

qui,  dans  le  n**  119  ,  exprime  la  probabilité  de  Texi- 
slèBC«d«>yiiiw<^aieiooDq«ede9  die>râic  têtV9  sbp  iBd^fue^hss 
la  rente  est  constituée ,  ou  bien  en  appliquant  à  une  Ta- 


DES    PIIOBIBILITÉS,  229 

ble  indiquant  la  loi  suivant  laquelle  «'éteignent  un 
nombre  donné  d'associations  d'âges  donnés ,  les  consi»- 
délations  par  lesquelles  comme&ce  le  n^  ia5. 

i3o.  L'espèce  de  tontine  la  plus  siaiple^  n'est  au  foiki 
qu  une  annuité  à  terme  prob^Ie  ^  car  dans  ce  place- 
ment ,  où  les  rentiers  survivans  héritant  de  ceux  qui 
sont  décédés ,  le  banquier  paie  tous  les  ans  la  même 
somme }  jusqu'à  l'entière  extinction  de  la  classje  dearen- 
tiers  du  même  âge.  Supposant  que  S  soit  la  somme 
qu'ils  ont  placée  en  commun  ^  s  celle  que  lie  banquier 
leur  paie  chaque  année ,  et  n  le  nombre  d'années  qui 
doit  s'écouler  jusqu'au  terme  de  la  Table  de  mortalité  ; 
on  aura 


(^Elém.  d'j^lgèbre)',  quant  à  la  somme  s,  elle  se  perta- 
géra  entre  les  rentiers ,  suivant  le  nombre  d^indiyidus 
existans  chaque  année. 

Lorsque  la  classe  des  rentiers  est  très  nombreuse ,  il 
est  évident  que  le  nombre  n  est  celui  des  années  corn- 
prîsea  depuis  l'âge  où  ils  font  leur  placement  jusqu'au 
dernier  âge  marqué  dans  la  Table  de  mortalité  ;  mais 
dans  le  cas  contraire ,  le  banquier  leur  ferait  tort ,  en 
'  reculant  ainsi  le  terme  de  l'annuité.  Saint-Cyran  pro- 
pose de  prendre  pour  ce  terme  l'année  où  il  y  a  une 
probabilité  ^  que  tous  les  rentiers  seront  éteints  ;  dans 
le  cas  de  deux  rentiers ,  par  exemple ,  ce  serait  Tannée 
où  la  quantité  ff*  du  n*  iiq  ae  réduirait  à  i,  c'e*t- 
àrdire  le  terme  de  la  durée  probable  de  l'association  (*). 


(*)  Recherches  sur  les  emprunts ,  â»  part. ,  p.  48.  Si  Ton  pre-^ 
nait  cette  même  dnvéc  pour  le  terme  des  rentes  viagères  <^elcon- 
qaeB,  le  calcul,  rc^duit  à  celui  d  une  annuité',  deviendruU  beaucoMp 
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Si  les  rentiers  ne  devaient  hériter  que  d'une  portion 
do  revenu  des  décédé» ,  de  la  moitié ,  par  exemple  ^ 
le  banquier  aurait  à  payer,  à  la  fia  de  la  i'«  année  ^ 

V  H —J  =  ■  rentes  ;  à  la  fin  de  la  seconde  , 

V  +  — -—  ^3 :  et  ainai  de  suite  :  on  aurait  donc 

Téqnation 

et  chaque  rentier  toucherait  les  sommes  ,       à  la 

fin  de  la  1**  année ,   i    ■    „    -  à  la  fin  de  la  »• ,  etc. 

av 

i3i.  La  théorie  des  caisses  d^^argr^sne  diffère pa» 
beaucoup  de  celle  des  rentes  viagères  sur  une  seule 
tête  ;  et  celle  des  caisses  par  le  moyen  desquelles  on 
assure  des  pensions  aux  veuves ,  ressemble  beaucoup 
à  celle  des  rentes  viagères  sur  deux  têtes. 

Dans  les  établissen^ns  de  la  première  espèce  ,  cha- 
que associé  donne  »  soit  i^ne  somme  une  fois  payée ,  soit 
une  somnie  annuelle  ^  pour  avoir  droit  à  une  pension 
dans  un  âge  avancé  ,  ou  à  des  secours  en  cas  de  mala- 
die. Il  est  aisé  de  voir  que  pour  le  premier  cas ,  si  S 
désigne  la  somme  donnée  pour  recevoir  une  pension  s  ^ 


plus  simple  j  mais ,  excepté  dam  des  cas  très  rares,  il  donueraît  tou-^ 

'joars  des  rentes  plus  faibles  que  le  procédé  du  n^  ia5.  Sous  ce^rap-. 

port  il  conviendrait  peut-être  mieux  au  cas  oii  il  s^agit  d'une  sculo- 

rente;  car  alors  le  bân(^nier  s'expose  beaucoup  :  mais  pourquoi   le 

y  rentier  ferait-il  un  contrat  désavantageux,  quand  il  peut  obtenir  qi^ 

\iux  plus  considérable  en  prenant  part  h  ?îc  nombreux  placcmens  * 
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après  un  nombre  n  d'années ,  les  sommes  étant  rappor- 
tées à  répoque  du  placement ,  on  aura  l'équation 

m 

Si  Ton  paie  des  gommes  annuelles  S,  S,,  S»,  etc. ,  il 
£audra  substitaer  à  S  la  suite 

C'est  à  ce  cas  que  reviennent  les  retenues  que  l'on 
£ait  aux  employés  dans  certaines  administrations,  pour 
leur  assurer  des  pensions  de  retraite. 

Si  la  caisse  doit  donner  des  secours  en  n^ladie  ,  il 
£audra  introduire  dans  le  second  membre  les  produits 
de  ces  sommes  ,  réduites  à  la  même  époqfle  et  multi- 
pliées  chacune  par  la  probabilité  de  les  délivrer.  Cette- 
probabilité  doit  se  conclure  des  observations  faites  avec 
soin ,  sur  le  nombre  et  la  durée  moyenne  '  des  ma- 
ladies dans  la  classe  d'individus  à  laquelle  la  caisse  est 
particulièrement  affectée. 

L'utilité  de  semblables  établissemens  est  si  évidente , 
que  de  simples  ouvriers  laborieux  et  économes  ,  sq. 
sont  réunis  pour  en  former.  Quoiqu'ils  n'eussent  pa& 
tous  les  élémens  nécessaires  pour  bien  asseoir  leurs 
calculs  ,  et  que  leur  petit  nombre  ne  leur  donnât'  p^s 
autant  d'assurance  qu'une  réunion  plus  opnsidérable  ; 
cependant  plusieurs  de  ces  réunions,  ont  prospéré. 
Tontes  ont  "senti  l'avantage  qu'elles,  auraient  à  s'é-r. 
ten<jre  ;  mais  ,  comme  on  peut  le  voir  par  les  iuté- 
ressans  rapports  qu'a  faits  sur  ce  sujet ,  à  la  Société 
Phiian tropique  ,  M.  Dupont  de  Nemours  ,  presque 
toutes  ont  craiat  d'attirer  les  regards ,  de  peur  d'être 
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att«iiite9  par  la  versatilité  des  systèmes  financîen  d» 
Vétat  ;  car  ce  a*est  que  par  uae  grande  sufeté  dan» 
les  placemens  »  que  ces  caisses  peuvent  prospérer.  L'i- 
dée de  les  lier  avec  Tadministration  du  Mont  -  de- 
Piété^  cbmme  Ta  proposé  M.  Moorgue^  dans  le  plan 
quii  a  présenté  à  l'Institut >  serait  très  heureuse  ,  si 
pette  administration  ^  qui  peut  faire  Temploî'  des  plus 
petites  sommes  ,  et  dont  les  capitaux  sont  dans  un 
mouvement,  continuel  ^  demeurait  indépendante  des 
fonds  public^  (*)* 

i3a.  La  forme  des  caisses  affectées  aux  pensions  des 
yenves ,  peut  varier  aussi  de  plusieurs  manières  ;  mais 
il  suffit  de  consid^er  la  forme  la  plus  simple ,  pour 
pouvoir  i  au  moyen  de  ce  qu'on^a  vu  dans  les  articles 
précédons  ,  se  faire  une  idée  de  là  manière  de  traiter 
les  autres.  Que  chaque  homme  marié  donne ,  soit  en 
se  mariant >  *^oît  annuellement,  une  somme  »  sous  la 
condition  que  s'il  meurt,  sa  veuve  recevra  ,  soit  une 
somme ^  soit  une  rente  donnée;  on  exprimera  facile- 
ment les  relations  de  ces  sommes  »  en  les  réduisant 
toutes  à  la  même  époque»  et  en  les  multipliant  ensuite 
par  les  probabilités  de  les  payer. 

Si  la  condition  est  un  seul  paiement  -à  faire  par  cha- 
que membre  de  l'association  et  par  la  caisse,  ilsuJGrade 
substituer  au  nombre  v  >  dans  la  première  équatiou  du 
n**  i3ï  ,le  nombre  ee'  du  n<*  119,  calculé  d'après  des 
Tables  appropriées  à  la  classe  d'individus  dont  il  s'a- 
git, et  aux  nombres  v»,  Vn-n  ,  €tc* ,  celui  des  femmes 
qui  deviennent  veuves  chaque  année ,  lequel  est  Ja  dif- 
férence des  valeurs  de  e'f  d'une  année  à  l'autre. 

Si  lés  paiemëns  sont  faits  annuellement,  tant  par  les 

(*)  Plan  <Pune  caisse  de  prévoyance  et  de  secours^ 


DES   PKOBABILITÉS.  ^3^ 

associés  que  par  la  caisse ,  alors  c*est  la  seconde  équa** 
tion  du  n®  i3i  qu'il  faut  eosployer,  en  substituant  aux 
^»Vi%  ^A>  etc.  ,  du  premiei:  mei^bre  ,  k^  valeurs,  suc- 
cessives de  ee'  (i  19) ,  et  aux  v« ,  Vr^.,  ,  etc. ,  du  s^i^ad 
membre,  celles  de  e'f,  qui  désignent  le  nombre  de 
veuves  existantes  à  la  fin  de  chaque  année. 

r33.  Ces  e^çposés  sommAires  n'ayant  pour  but  que  de 
faire  connaître  les  relations  des  diverses  manières  de 
combiner  l'intérêt  de  ^argent  avec  les  chances  dfe  la 
mortalité ,  et  les  moyens  qu*on  peut  employer  pour 
résoudre  les  quêtions  qui  .s'y  rapportent,  )«  rmivoie 
aux  autativ  qui  eâ  ont  traité  particulièrement ,  à 
lu  téfe  desqnels'i)  tkat  placer  Euler ,  pour  son  ouvrage 
«ur  les  Caisses  des  veuves  ;  mais  je  ne  à,oi$  pas  omettre 
de  faire  observer  qiie  si ,  d«iBs  les  emprunts ,  l'équité 
exig»  qu'on  rende  aux  pvâteuvs  tout  ee  que  leur  asr 
signe  hi  formule  de  f^spérance  mathématique  j^  il  u'ea 
saurait  être  de  même  dan^  les  caisses  établies  poi^r  U»r 
épargnes,  les  aeçourf ,. etc.  Celles^ocà  ont  des  &ais'  d'ad^ 
minktration^  qui  doivent  être  supportés  par  tous  les 
membres  de  l'association.  De  plus,  tant  que  Tassociar" 
tion  est  peu  nombi:e.u3f  ^  la  caisse  4oit  pir^udre  qp^^ 
qu'ajutage ,  afi»  de  parvenir  à  former  un  fends  qui 
puisse  parer  aux  irrégularités  que  la  succession  des 
évêneméns  préseiite  par  intervalles,  ou  biçu  elle  ris- 
querait de  se  trouver  hors  d'itat  de  rçouplir  les  con- 
ditions qu'elle  s*e#t  imposées.  Elle  donnera  donc  un  in- 
térêt moins  foit  que  le  taux  ordinaire  ,  ou  fera  une 
retenue  sur  les  sommes  payées  par  les  sociétaires.  La 
réunion  de  ces  bénépçes,  multipliés  p»r  les  probabilités 
qui  lem:  correspandent ,  compose  l'avantage  du  ban- 
quîer,  comme  pour  la  loterie  et  les  jeux;  mais  sa  dé- 
termination exige  encore  qu'on  distingue  le  cas  où  la 
caisse  n'emploie  à  faire  sou  service  que  les  fonds 
a®  édition,  * 
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qu'elle  a   reçus  ,   et  celui  où  le   banquier  a   entre—' 
prb,  à  ses  risques  et  périk,  de  faire  ce  service  sur 
ses  propres  fonds ^  au  moyen  du  béoéGce  quon  loi 
alloue  (^). 


{*)  Après  avoir  négligé  pendant  trop  long-temps  d'imiter  des  e'ta^ 
blissemens  miles  qne  noas  voyions  prospérer  ^hez  nos  voisins,  nous 
paraissons  nous  y  porter  avec  im  engoùment  qae  des  spécalateurs 
s^ efforcent  de. mettre  à  profit,  en  variant  de  toute  manière  les  for- 
mes qui  peuvent  faire  naître  des  espérances  ,  ou  plutôt  des  iilu-. 
sions  «nivrantes.  Il  serait  donc  convenable  qu^ou  répandit  k  ce  sujet 
des  lumières  propres  h  éclairer  sur  des  déceptions  qui  peuvent  nuire, 
Qon-seulement  aux  particuliers  qui  entraient  les  victimes,  mais' 
aux  établissemens  ëquiubles  et  désintéressés,  dont  la  coAservatioa 
importe  beaucoup  au  bien  de  la  société. 

Le  point  fondamental  de  ces  instructions  serait  de  faire  connaître 
avec  précision  la  nature  et  les  avantages  des  diverses  formes  de  cu- 
mulations  d'épargnes  et  de  remboursemens  ,  afin  de  montrer  celles 
<^i  sont  les  plus  favorables  à  Tintérét  des  familles  et  ik  l'acquisition 
des  habitudes  qu'on  doit  encourager.  D'abord  on  doit  placer  en 
première  ligne  les  caisses  d'épargnes  dans  lesquelles  on  reçoit  des 
petites  sommes  pour  las  accumuler,  et  rendre  le  produit  entier 
à  des  époques  plus  ou  moins  éloignées ,  Comme  l'établissement 
des  enfans ,  l^ge  avancé  du  père  de  famille.  Ici ,  lorsque  l'emploi  des 
fonds  de  la  caisse  a  été  sage ,  il  y  a  peu  ou  point  de  risques  à  cou- 
rir ;  fe  travail  et  la  bonne  conduite  ont  leur  récompense,  qui  tourne 
tout  entière  an  profit  de  la  famille ,  et  par  conséquent  de  la  so- 
ciete.  \ 

Malheureusement  ce  mode  est  trop  peu  productif  quand  les  éco- 
nomies qu'on  peut  faire  sont  faibles  ;  on  a  donc  voulu ,  pour  en 
augmenter  le  résultat ,  lés  combiner  avec  les  chances  de  la  moru- 
lité  ;  et  considérant  toujours  l'activité  et  lé  travail  comme  la  res- 
source immanquable  et  nécessaire. des  familles  peu  aisées,  on  s'est 
«  borné  k  préparer  des  secours  pour  des  malheurs  imprévus  :  àh  là 
sont  nées  les  assurances  sur  la  vie  et  les  caisses  des  vetwes^  par 
lesquelles  on  assure  à  des  survivans  une  somme  une  fois  payée 
ou  une  peuMon  ponr  suppléer,  pendant  un  temps  plus  on  moins 
long  f  au  travail  dn^  père  de  famille.  De  tels  établissemens  se  re- 
commandent par  eux-mêmes  sous  tous  les  rapports ,  puisqu'ils  en- 
couragent le  sentiment  le  plus  noble  et  le  plus  utile  à  la  société , 
la  bienveillance  pour  nos  proches. 
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1 34  C'est  à  ce  dernier  cas  que  se  rapportent  les  compa- 
gnies qui  assurent  les  marcban dises  et  les  vaisseaux^  contre 
les  risques  de  mer  ou  de  guerre  ;  les  maisons ,  contre 
lés  incendies  ;  la  valeur  des  récoltes  ,  ■  contre  les  in- 


Que  par  des  circonstances  de  leur  vie ,  des  individus  sans  famille, 
ou  n'ayant  que  des  parens  aises ,  se  décident ,  pour  améliorer  plus 
sensiblement  leur  position ,  à  faire  des  placemens  viagers  ;  ce  mode, 
moins  digne  d'être  encouragé  que  les  préc^eus,  est  encore  bien 
préférable  aux  tontines,  car,  dans  l'un  comme  dans  l'autre,  le 
fonds  est  perdu  pour  les  héritiers  ;  mais  du  moins  dans  le  premier  , 
où  le  remboursement  de  ce  fonds  s'effectue  à  mesure  que  lu  vie  da 
rentier  se  prolonge ,  il  obtient  beaucoup  pins  tôt  un  revenu  meil- 
leur que  celui  qu'il  tirerait  de  la  tontine,  et  ne  perd  que  l'espérance 
frivole  d'un  revenu  eij^agéré ,  auquel  atteint  à .  peine  un  ])etic 
nombre  d'individus  privilégiés ,  ou  celle  d'une  riche  succession  , 
encore  plus  difficile  à  recueillir. 

IlnVst  donc  pas  possible  de  voir  d^ms  les  tontines  autre  chose 
que  lie  véritables  loteries  dont  les  inventeurs  s'adressent  à  la  cuph* 
dite  des  actionnaires ,  et  à  cette  passion  de  tenter  les  hasards  qui  est 
la  source  de  tant  de  désordres  dans  les  jeux.  Si  les  inconvéniens  des 
tontines  sont  moindres,  c'est  parce  que  le  tirage,  on  la  décision  du 
jeu  ,  n'a  lieu  qu'à  une  époque  très  éloignée;  mais  dès  leur  origine' il 
a  été  reconnu  que  leurs  chances  n'étaient  propres  qu'à  endormir 
l'activité  de  ceux  qui  sV  étaient  intéressés. 

A  ces  observations  morales  sur  l'effet  des  tontines ,  relativement 
aux  rentiers ,  il  faut  joindre  la  difficulté  de  les  amener  à  l'état  d'un 
jeu  égal ,  en  les  assujetti^ant  aux  règles  du  calcul  des  probabilités. 
Leurs  auteurs,  ne  cbei;;cbant|  guère  qu'à  présenter  des  chances 
déduisantes ,  sans  s'astreindre  à  la  détermination  exacte  des  probabi- 
lités qui  dépendent  d'opérations  presque  impraticables  par  leur  lon- 
gueur,  se  bornent  à  réunir  les  associés  en  classes  dont .  l'étendue  est 
telle  que  les  plus  jeunes  ont  sur  les  autres  un  avantage  très  marqué; 
vient  ensuite  la  difficulté  de  partager  les  fonds  à  l'expiration  de 
chaque  classe  ou  de  la  tontine.  Pour  échapper  à  ces  embarras,  il  n'y 
aurait  qu''une  seule  manière,  céderait  de  ne  grouper  ensemble  que 
des  individus  de  mémo  âge,  dans  les  marnes  circonstances,  ù'asr 
signcr  l'héritage  de  chaque  classe  an  dernier  survivant;  mais  c'c^t 
nn  mode  impraticable  dans  des. associations  formées  d'un  nombre 
peu  considérable  d'individus  j^  et  il  est  bien  à  désirer  que  ce  nom- 
bre  demeure  toujours  renfermé  dans  des  limites  très  étroites. 

Purnii  les  lalbons  r[ii''oi\  a  fait  Vuîoir^a  (jureur  des  tontines,  on 
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tempéries  des  saisons,  et  en  général  tous  les  genre» 
de  commerce  qui  dépendent  d*évèuemens  soumis  au 
hasard.  Celui  qui  se  livre  à  de  pareilles  spéculations 
doit  trouver  dans  le  taux  qu*il  exige ,  premièrement  une 
probabilité  très  considérable  de  ne  pas  entamer  ses 
fonds  an-'delà  d'une  certaine  limite ,  afin  de  pouvoir 
continuer  suffisamment  sa  spéculation  ;  secondement , 
ime  probabilité  assez  grande  d'obtenir  nn .  profit  au 
moins  égal  à  l'intérêt  que  ses  capitaux  lui  auraient 
rapporté  dans  un  {)lacement  qui  ne  lui  eût  fait  courir 
aucun  danger ,  plus  au  salaire  auquel  lui  donne  droit 
le  travail  qu'exige  de  lui  son  entreprise. 

Le  premier  élément  à  déterminer  ici  est  le  risque  de 
perte  et  la  probabilité  de  succès.  Il  ne  serait  pas  aisé 
de  dire  comment  on  s'y  e^it  pris  à  l'égard  de^  risques 


mm^ 


û^a  pas  man^a^  de  dire  qne,  par  lecr  moyen,  le  capital  était 
conterréj  mais  peut-on  dire  qne  cdni  des  rentes  viagères  soit 
perda  pour  la  woeiélé  ?  Le  rentier  qui  a  eu  pins  d^aisance  ,  con- 
sommant à  raison  de  son  reyenn ,  a  contribué  au  mouvement  de 
l'industrie  et  du  commerce,  et  c'est, là  tout  ce  qiie  la  société 
peut  demander  en  g^éral.  Que  lui  importe  qu'un  particulier 
devienne  très  riche,  tandis  que  d'antres  languiront  dans  le  be- 
soin? Le  but  de  la  société  est,  ou  doit  être,  de  distribuer  le 
mieux  qu'il  est  possible  entre  ses  membres  les  douceurs  que  pro 
cure  la  civilisation ,  et  non  pas  de  les  accumuler  dans  un  petit 
nombre  de  mains,  en  favorisant  l'établissement  des  grandes  fOr- 
ton  M  aux  dépend  des  petites. 

Ceux  qui  désireront  plus  développement  sur  ce  sujet ,  pourront 
consulter  le  Moniteur  du  4  octobre  ]8ai,  qui  contient  un  rapport 
fait  à  l'Académie  des  Sciences,  dans,  lequel  M.  Fourier  a  exposé 
avec  étendue  les  principes  rationnels  pour  juger  les  divers  genres  de 
placcmens.  Quant  au  calcul  et  aux  données  sur  lesquelles  ce  calcul 
est  fondé,  nous  renverrons  h  l'ouvrage  que  M.  Francis  Baily  a 
publié  sous  le  titre  de  The  Doctrine  of  UJe  annuities  and  aS' 
surances f  etc.,  déj4  cité  p.  201. 
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maritimes  ;  car  je  ne  sache  pas  qu'on  ait  dressé  des 
listes  exactes  et  long-temps  continuées  des  vaisseaux 
qui  se  sont  perdus ,  ou  qui  ont  été  pris  dans  diffé- 
rentes guerres.  La  construction  et  le  dépouillement  de 
ces  listes  exigeraient  beaucoup  de  détail ,  puisque  dana 
la  classification  des  évènemens ,  il  faudrait  considérer 
le  lieu  et  le  temps ,  soit  du  départ ,  soit  de  Tarrivée,  la 
force  du  vaisseau ,  celle  de  l'équipage.  Le  détail  de  la 
valeur  des  pertes  serait  encore  plus  considérable^  puis- 
qu'on assure  non -seulement  le  corps  du  navire ,  mais 
l«s  marchandises  qu'il  porte  ,  et  qu'on  répond  des  ava- 
ries que  ce  corps  ou  ces  marchandises  peuvent  éprou- 
ver. Il  ne  paraît  même  pas  possible  d'apprécier  avec 
quelqu'exactitude  cette  foule  de  circonstances  ;  mais  il 
est  vraisemblable  que  les  profits  du  commerce  mari- 
time ayant  été  d'abord  très  considérables ,  les  négo^ 
cians ,  dana  la  vue  de  *se  procurer  des  rentrées  cer- 
taines ,  ont  pu  faire  sur  ces  profits  des  sacrifices  assez 
grandsr  pour  tenter  àea  spéculateurs  hardis.  L'exemplef 
des  gains  que  ceux-ci  ont  faits  leur  a  bientôt  donné  àes 
concorrens  ;  d'un  autre  côté,  le  bénéfice  des  marchanda 
devenant  moindre ,  les  dangers  diminuant  par  le  per- 
fectionnement de  la  navigation ,  les  uns  ont  appris  de 
f  expérience  eë  qu'ils  devaient  abandonner ,  et  les  au- 
tres ce  qu'ils  devaient  exiger  pour  ne  pas  trop  com- 
promettre leur  fortune  (*). 


(^)  9'ai  yo  daos  nn  Mémoire  manuscrit,  dont  Fauteur  paraissait 
àiuez  au  fait  de  la  pratique  des  assurances  maritimes ,  que  le  risque 

en  temps  de  paix  était  estimé  à  ~  dans  les  cas  les  plus  ordinaires  , 

ce  qui  exigeait  nne  prime  de  i  et  7  pour  f .  On  trouve  dans  les 
jinnales  de  Chimie  et  de  Physique ,  un  extrait  du  Tableau  des 
Mégioiu.mtctitpteSf  par  M  .Scoresby,  oii  sont  vapportés  des  faits  qui 
donnent  la-  mesore  du  danger  de  perte  po«r  les  Mtimens  bollanduis 


a3S  TRAITÉ   tLÉMKÂ'TAIIlE 

Si  Ton  yottlaît  appliquer  ànjourd'hoî  le  calcul  à 
ce  genref  d'assurances ,  il  y  aurait  de  grandes  recher- 
ches à  faire  dans  les  ports ,  pour  se  procurer  des 
données  exactes;  mais  il  y  a  tout  lieu  de  croire  qu*oa 
n'en  retirerait  pas  beaucoup  de  firuit;  car  TAcadé^ 
mie  des  Sciences  proposa  trois  fois  ce  su) et  de  prix , 
de  1783  à  1787 ,  et  ne  put  rien  obtenir  de  satisfai- 
sant. La  théorie  n'était  pas  dif&cile  à  établir»  mais  les 
faits  ont  toujours  manqué  ;  «t  ensuite  la  considération 
d'un  nombre  fort  grand  de  risques  ayant  des  proba^ 
bilités  et  des  valeurs  différentes ,  aurait  rendu  les 
calculs  impraticables ,  à  moins  que  Ton  n*eût  réduit 
tous  les  risques  qui  offraient  quelque  analogie ,  à  un 
seul,  d*uQe  probabilité  et  d'une  valeur  moyenne  ,  ce 
qui  aurait  été  moins  exact ,  mais  ce  qu  il  parait  impos- 
#ble  d'éviter  de  faire ,  même  pour  les  autres  genres 
d'assurances.  Il  aurait  fallu  aussi ,  dans  la  ï'igueur , 
faire  usage  des  formules  qui  donnent  les  probabilités 
à  posteriori;  mais  il  n'était  guère  moins  nécessaire  de 
sacrifier  encore  ce  point  à  la  brièveté  ('^.). 


Cl  anglais  qui  vont  pécher  la  baleine  vers  le  Spitzberg  et  la  baye  de 
Baffîn.  C^étaît  d^abord  4  sur  100  ou  — r  pour  les  Hollandais,  dans 

Icscnrirons  duSpitzberg,  puis  a  sur  100  ou  r-  près  du  détroit  de 

Davis ,  et  maintenant  moins  de  pour  la  ilotte  anglaise  des 

100  *  ^ 

baleiniers  qui  fréquentent  ces  parages  {Annales,  etc.,  t.  XyiII, 

pa;,'.  45}. 

Suivant  le  Mémoire  manuscrit  que  j'ai  cité  plus  haut,  le  risque 

d'incendie  est  estime   — •  pour  les  maisons  couvertes  en  ardoises 

doooo  , 

et  bâties  en  pierres. 

(*)  £n  examinant  le  sujet  de  plus  près,  la  difficulté  parait  aug- 
menter encore;  car  les  naufrages  arrivant  en  grand  nombre  par 
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i3B.  En  réduisant  donc  la  question  à  4* état  le  plus 
simple  9  ne  considérons  que  deux  évènemens,  Tun  en- 
tièrement heureux,  dont  la  probabilité  soit  e,  l'autre 
faisant  payer  par  l'assureur  une  somme  a,  et  dont 
la  probabilité  soitf\  désignons  par  p  le  nombre  des 
vaisseaux  assurés  ^  eV  par  b  la  somme  que  l'assureur 
reçoit  pour  chacun.  Cela  posé ,  la  somme  des  tenues 
du  développement  de  (e  +/)' ,  à  partir  du  premier 
terme  jusqu'au  terme  affecté  de  e^^[f^  inclusivement, 
donnant  la  probabilité  que  le  nombre  des  évènemens 
malheureux  ne  surpassera  pas  q  (âs),  si  l'on  étend 
cette  somme  jusqu'au  terme  où  elle  cesse  d'être  moin- 
dre que  la  probabilité  à  laquelle  l'assureur  veut  ar- 
rî?er,  de  ne  pas  outrepasser  la  plus  grande  perte  c 
qu'il  consente  à  éprouver  ,  et  que  q'  représente  la  va- 
leur particulière  de  9  à  ce  terme ,  q'a  — -  -ph  sera  la 
plus  grande  perte  correspondante  à  la  probaî^ilité  fixée. 
En  l'égalant  à  c,  on  aura  l'équation 

da'—vh'=zc.      d'où       &  =  2 ; 

V 

puis  représentant  paç  g-  le  gain  que  donne  l'opération 
lorsque  le  nombre  des  évènemens  malheureux  est  réduit 
à  9%  on  formera  l'équation 

pb  —  q'a^zg, 
dans  laquelle  mettant  la  valeur  de  pb ,  tirée  de  Féqua- 


•« 


Tefièt  des  ouragans,  la  probabilité  de  la  perte  d'un  navire  ne  saurait 
plus  être  regardée  comme  celle  d'an  eVènement  simple  :  il  faudrait 
remonter  jusqu'à  la  probabilité  propre  des  ouragans  dans  telle  ou 
telle  région,  et  la  combiner  avec  la  probabilité  de  la  perte  d'un  na- 
▼ire  dans  ces  cireonstances. 


y  •  r 


340  THAITK   ÊLËMEISTAIRE 

tins  précédente ,  on  aura 

q'a—c^^''az=ig,         eu        9'  —  q"  =iz'  — -^, 

ce  qui,  iorsqu*on  se  donirera  g,  fera  coimaitre  ^' 
par  (7^,  indépendamment  de  p.  Calculaiit  a.^ors  U 
probabilité  .correspondante  à  la  taieur  dé  q* ,  ot 
verra  si  elle  donne  tuie  espéranee  soffibante  d*at^ 
teindre  au  bénéGce  que  comporte  la  nature  de  Fen- 
trepiifie. 

Si  cela  n  était  pas ,  on  pourrait  augmenter  cette 
probabilité ,  en  prenant  pour  l'exposant  p  qui  marque 
le  nombre  des  vaisseaux   assurée  ,  des  nombres   de 

pkiâ  en  plus  grands  ^  afin  que  le  rapport  ^ ^   de^ 

venant  de  plus  en  plus  petif ,  la  somme  des  termes 
compris  entre  Ceux  qui  sont  affecté  de  é^'ff  eC  de 
eP^'y»* ,  et  composant  la  différence  des  probabilités 
de  perte  et  de  gain  ^  décroisse  de  plus  en  plus. 

i36.  Pour  bien  concevoir  Tu^ge  de  ces  formules ,  il 
est  à  propos  de  âe  former  une  idée  de  la  marcbe  des 
valeurs  qu'elles  prenAeût  dans  dearcaspartrculrers:  â  cet 

effet,  j'ai  supposé  e  =  -^  ,  /=s  — - j  «t  Je  rapporte 

ci-dessous  les  la  premiers  termes  du  développement 

■^ — )r j     «  avec  les  .sommes  résultantes  de 

l'addition  successive  de  ces  termes. 
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Pertes. 


O 

X 

3 

4 


Probabil. 


Sommes 
des  probab. 


0,133980 
0,270667 
0,272034 

o,i8i355 

0,090220 
0,035723 


o, 133980 
0,404647 
0,676681 
o,858o36 
0,948266 
o> 983979 


Pertes. 


7 
8 

10 
11 


Probabil. 


0,011727 
0,Oo3283 
0,000800 
0^000172 

o,oooo33 
o,ooooo5 


^mmcs 
(les  probab. 


0,996706 

o> 998989 
o> 999789 

0^99996' 

0,999984 
o> 999999 


Dans  ce  Tableau ,  qu^on  peut  regarder  comme  ex- 
primant les   èvènemens  de  l'assurance  de  200  vais- 

seaux ,  soiunis  chacun  au  risque  de  - —  ,  la  colonne 

^  lOO 

marquée  probabilités  indique  celle  de  la  perte  iso- 
lée de  o  ,  1 ,  2, ...  1 1  bâtimens  ,  et  la  colonne  des 
^sommes  y  la  probabilité  que  la  perte  n'ira  pas  au  delà 
du  npinbre  indiqué  dans  I«i  première  colonne. 

Eu  prenant  la  valeur  de  7  vaisseaux ,.  ou  7a  pour 
la  somme  c ,  perte  extrême ,  et  supposât  que  Tassureur 
veuille  obtenir  une  probabilité  100000  contre  1 ,  que 
Tévèuement  n'outrepassera  pas  cette  limite  ,  il  faudra 
descendre  jusqu'au  terme  où  la  somme  des  probabilités 
surpasse  0,99999  ;  ce  qui  a  lieu  au  1 1?  terme ,  qui  ré- 
pond 4  9'=  10.  Par  ce  nombre,  l'équation 

•       Q  u  —  C     ,  *       ,        3a 

o=;-î ,  donlieorr: , 

p  200* 

c«st-à-dire  1  ^  p.  f  de  la  valeur  de  cbaque  vaisseau. 
Si  l'on  voulait  ensuite  connaître  la  probabilité  que  le 
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bénéGce  de  l'assureur  ne  tombera  pas  au-d  ->ssous  d'une 
certaine  limite  ,  par  exemple  du  lo*  de  la  somme  c,  il 
feuidrait  prendre  g  =  0,7a ,  et  l'équation 

d'— a''=îiS,  conduirait  à  10— g''=7,7  ou.9"=2,3^ 

valeur  qui  tombera  entre  celles  de  q  au  3?  et  au 
4*  termes.,  auxquelles  correspondent  des  probabilité» 
0,676681  et  o,858o36  ;  on  peut  donc  s'arrêter  â  en- 
viron ^.  On  aurait  une  probabilité  plus  forte  en  don- 
nant une  valeur  plus  grande  à  £ ,  ce  qui  diminue- 
rait celle  de  c. 

Dans  Vhypothèse  établie  ci-dessus ,  il  suffit  d'aller 
jusqu'au  4*  terme  pour  n'être  pas  encore  en  perte  , 
puîque  celle  de  3  vaiâseaux  test  compensée  par  les^ 
primes  reçues  pour  tous  :  l'assureur  aura  donc  la  pro- 
babilité ô,858o36  >  g  /^e  ne  pas  entamer  ses  fonds. 

Quand  on  porte  à  4op  lé  nombre  des  vaîisseaox 
astres  ,  et  qu'on  fait  en  conséquence  le  développa-- 
ment  dé  * 


( 


100  100/ 


0 


pour  former  le  tableau  analogue  à  celui  \d'e  là  page  prédé- 
dente ,  si  l'on  taâintient  k  pfimea  i  1  p.  § ,  comme  tn- 
dessus  ,  qu'on  cherche  la  limite  de  la  perte  qui  répond 
à  une  probabilité  de  looooo  contre  1 ,0»  trouve  qu'elle 
tombe  entre  le  ÏB*  et  le  i6«  termes  v  où  la  somme  des 
probabilités  s'élève  «  0,9999967 ,  ce  qui  répond  à  la 
perte  dé  U  où  ï5  bàtîmèiïrf',  'c'eSt^à^ite  d'une  somme 
comprise  eiitré  i^à  et  i5a  -,  mais  le  produit  âfe  pcùOei 
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étant  6a ,  ramène  cette  limite  entre  8a  et  90^  S^  Vo^ 
voulait  la  réduire  kja,  il  faudrait  augmenter  un  peu 
la  prinie,  ou  se  contenter  d'une  probabilité  plus  pe- 
tite^ car  elle  serait  donnée  par  le.  14*  termes  répondant 

Quant  à  Ja  probabilité  du  gain  de  la  lo*  partie 
de  9a  9  an  aurait  pour  la  déterminer  Téquation . . . 
iB^f^q^z^Q,^,  ce  qui  donnerait  g"  =5,  Bt  mènerait 
SOI    6*   terme ,   ou  la    somme   des    probabilitéli   est 

0,7859190,  envirpn  ^.  Enfin,  la  probabilité  que  las- 

«uretir  n'entanienait  pas  ses  (onàs,  se  formant  de  la 
somme  des  7  premiers  termes  an.  dévelop  ement  cal- 

û 

culé  ,  s'élçverait  à  0,8903749,  près  de  — . 

/ 

137. La  comparaison  de  ces  résultats  avec  ceux  du  pre- 
mier exemple ,  Fait  voir  que  la  limite  de  perte  corres- 
pondante à  une  probabilité  de  loocoo  contre  r,  croît 
à  la  vérité ,  mais  dans  un  rapport  beaucoup  moindre 
que  le  nombre  des  vaisseaux  assurés  ,  et  que  la  proba- 
iadlité  du  gain ,  et  celle  de  ne  pas  entamer  les  fonds  , 
augmenti^nt  aussi  ,  ce  qui  établit  Vkvatît^^e  qu*obtient 
l'assureur  :quand  il  multiplie  ses  entrepnsés.  Ce»  remar- 
ques sont  assez  infportautes  pom*  qu'on  cherche  à  les 
constater  <par  des  déterminations  relativ-es  à  un  très 
grand  nombre  d'assurances  ;  et* est  ce  j'ai  fait  en 
calculaat  les  y 2  premiers  termets  du  développement 
de 


( 


IQO         100/ 


qui  conduisent  à  une  somme  de  prolsabilités  déjà  fort 

16..    ' 
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supérieure  à  celle  de  looooo  contre  i.  En  faisant  usage 
tiles  logarithmeâ  ,  le  travail  n*est  pas  aussi  considérable 
qu'on  pourrait  le  croire  d'abord  ;  mais  pour  obtenir 
une  exactitude  suffi^nte,  il  faut  employer  à  ta  formation 
des  puissances  de  99  »  des  logarithmes  ayant  au  moins 
10  décimales. 

Cest  entre  le  69*  et  le  70*  termes  que  la  somnie  des 
probabilités  atteint  0^99999  ;  au  70*  terme  on  a  ^'=69. 
La  perte  correspondante  à  ce  nombre  serait  donc  69a  ; 
mais  les  primes,  toujours  à  1  ^  p.  ^>  formant  un 
total  de  60a  »  la  perte  effective  serait  seulement  de  9a , 
résultat  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  de  celai  qu'ont 
donné  4^)o  assurances. 

Pour  un  gain^u  moins  égal  à  la  10*  partie  de  9a , 
on  trouve  ^"^=59  ,  ce  qui  donne  une  probabilité  égale 
à  0,9983161  y  ou  plus  de  5o6  contre  1. 

ËnÈn ,  les  primes  couvrant  la  perte  de  60  vais- 
seaux, la  probabilité  que  les  fonds  de  l'assureur  ne 
seront  pas  entamés  est  0,9988661,  plus  de  800 
contre  1. 

Si  Ton  trouvait  le  gain  de  0,9a  bien  petit ,  lorsque 
l'entreprise  «nbrasse  4ooo  assurances ,.  et  que  d'ail- 
leurs il  doit  être  augmenté  en  raison  de  l'accroisse^ 
ment  des  frais  d'administration  »  on  perdrait  sur  la 
probabilité,  puisqu'il  faudrait  remonter  à  un  terme 
moins  avancé  dans  le  développement;  mais  on  trou- 
verait encore  des  probabilités  assez  fortes  pour  des 
gains  beaucoup  plus  considérables.  Par  exemple ,  celle 
que  le  nombre  des  bâtimens  perdus  ne  s^élevera  pas 
au-dessus  de  48,  événement  qui  laisse  encore  ma  de 
bénéfice  à  l'assureur;  cette  probabilité  »  dis^je,    est 

de  o,9o86ao4>— * 
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Ce  dernier  exemple  montre  bien  que  les  ayantages 
de  l'assureur  croissent  beaucoup  plus  rapidement  qu^ 
ses  risques  ;  et  le  peu  de  changement  qu'a  subi  la  va- 
leur de  c,  en  passant  de  p=4oo  à  pz=^ooo,  semble 
indiquer  que  la  prime  et  la  probabilité  extrême  de 
perte  demeurant  les  mêmes ,  cette  valeur  de  c  est  sus* 
ceptible  d'une  limite  dont  qa  doit  approcher  beau-* 
coup  y  dans  les  hypothèses  établies  ci-dessus. 

Pour  la  déterminer  en  général ,  il  faudrait  pouvoir 
assigner ,  au  moyen  des  quantités  p ,  e,f,  la  valeur 
que  doit  avoir  q  ,  quand  la  somme  des  termes  du  déve>- 
loppement  de  (e  +f)^i  depuis  le  premier  jusqu'à  celui 
qui  est  affecté  de  é^'^fi  inclusivement ,  a  une  valeur 
donnée  ;  c'est  ce  qu'il  paraît  assez  difficile  de  faire  à 
priori.  Mais  quand  le  second  terme  du  binôme  est 
comme  ci-dessus  >  très  petit»  le  nombre  des  termes  à 
calculer  n'est  pas  très  considérable,  et  le  calcul  peut 
être  abrégé  par  des  artifices  convenables  à  ce  cas 
particulier  9  ou  par  des  tables  dressées  d'avance  {voyez 
à  ce  sujet  la  note  I)  (*).    . 

1 38. Afin  de  donner  aux  calculs  précédens  toute  l'exac- 

(*}  Les  calculs  précëdens  fournissent  des  exemples  remar- 
quables de  la  propoaicioD  énoncée  dans  la  note  de  la  page  1 14  j  cai 
dans  les  développemens  de 


\.i6ô       Too/       '       xjoo       looy      '      Vioo       100/ 


4*00 


les  plus  grands  termes,  savoir,  le  3«  du  i^'  d^eloppcmcnt ,  le  5*  du 
second  et  le  4.1*  du  troisième,  étant  respective/nent 

0,372034,        o,iç)635i ,        o,o63a64, 

dccroÎMCAt ,  comme  on  voit ,  assez  rapidement  ;  la  somme  des 
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tifude  dont  ils  sont  susceptibles ,  il  dut  tenir  compte 
de  la  dtférenoe  des  époques  auxquelles ,  surraut  le 
contrat  d'assurance ,  les  sommes  a  et  &  doireot  se 
payer,  on,  ce  qui  est  la  même  chose,  substituer  aux 
lettres  a  et  &  les  valeurs  de  ces  sommes,  réduites  à 
la  même  époque.  Quant  â  la  valeur  des  probabilités 
exigées  pour  la  perte  et  le  gain,  on  la  déterminerait 
â  posteriori,  si  Ton  connaissait  les  résultats  moyens 
d'un  assez  grand  nombre  d'opérations  suivies  avec 
succès ,  ou  bien  â  priori ,  en  les  comparant  avec  des 
probabilités  de  risques  auxquels  on  s'expose  volontai- 
rement ,  sur  des  moti&  ^ns  ou  moins  légen.  L'un  et 


tCfiDes  qoi  les  précèdent ,  prenaat   les  ^alciin 

0,404547  •        0,43^488,         0,478655 , 

>'«pproehede  plus  en  pkudc  o,  5  on  * ,  et  le  reste  des  tcnnei  de 
chaque  puissance,  égal  au  complénient  à  l'onité,  donne  ies  t»* 
leurs 

o,3a33i9 ,        0,371 161 ,        o,458o8i , 

moindres  qne  les  précédentes,  mais  tendant  anssî  vers  |. 
'  Persuadé  que  les  applications  particulières  frappent  bien  pins 
Tesprit  que  de»  énoncés  généraia,  i'ai  crn  pouvoir  m'.arréter  sur  les 
précédentes  ,  qui  mettent  en  évidence  les  propriétés  de  la  fonnaie 
du  binôme  ,  sur  lesquelles  reposent  les  résnluts  les  plus  imporUns 
du  calcul  des  probabilités  (a6,  27,  28,  34),  et  entre  autres  celle 
accumuUtion  des  termes  plus  forts  dans  ks  environs  de  celui  qui 
«st  le  pins  grand  de  tous  (3o).  Elle  est  bien  indiquée  par  la  rapidités 

avec  laquelle  décroît  le  rapport  du    nombre   des    tenues 

compns  entre  ceux  qui  répondent  h  la  limite  delà  perle  et  k  celle  du 
gain ,  avec  le  nombre  loul  des  termes  du  développement.  Dans  les 
exemples  précédens ,  ce  rapport  devient  successivement 
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l'autre  de  ces  moyens  ont  été  proposés  par  Condorcet , 
â  Farticle  ASSURANCE ,  dans  \e*Dictionnaire  de  Ma- 
ihèmatiqttes  de  F  Encyclopédie  méthodique,  et  bientdl: 
^'indiquerai  les  bases  du  second. 

iSg.  A  près  avoir  discuté  les  intérêts  de  raésurenr ,  îl 
fa^udrait  s'occuper  de  ceux  de  I*aisstiré|  maïs  cela  me 
mènerait  trop  loin.  Je  me  bornerai  à  remarquer  que  la 
garantie  des  sommes  assurées  ne  peut  être  fixée  que 
par  une  probabilité  convenue  pour  celle  de  Ja  plu» 
grande  perte  ,  dont  l'assureur  soit  tenu  de  répondre  ; 
on  peut  alors  exiger  que  la  somme  destinée  à  cou- 
vrir cette  perle  soit  préalablement  déposée  ou  assi- 
gnée sur  des  gages  suffisans.  On  voit  que  cette  somme 
doit  être  la  même  que  celle  qui  a  été  désignée  par  c 
dans  le  n°  137. 

Je  terminerai  ce  qui  regarde  les  assurances  ,  en 
faisant  observer  que  leur  propriété  caractéristique 
.est  de  tendre  à  ramener  à  une  valeur  moyenne 
le  bénéfice  de  toutes  les  entreprises  du  même- 
genre  ,  en  quelque  nombre  qu'elles  )50Îei^t  ;  car 
c'est  avec  le  gain  que  les  assureurs  font  sur  le» 
assurés  qui  réussissent  ,  qu'ils  indemnisent  ceux  qui 
perdent  :  c'est  donc  à  peu  près  comme  si  tous  avaient 
rais  leurs  fonds  en  commun  et  étaient  convenus  de 
réparer,  au  moins  dans  une  certaine  proportion  ,  les 
pertes  particulières.  Ainsi,  à  l'égard  des  récoltes  , 
c'est  reverser  Bans  les  cantons  où  elles  ont  souffert  , 
une  partie  de  T excédant  obtenu  dans  ceux  où  elles 
ont  prospéré.  Les  assureurs  sont  les  agens  intermé- 
diaires de  cette  association  fictive  ,  et  le  profit  qu'ils 
font  doit  être  considéré  comme  le  salaire  des  fonctions 
qu'ils  y  remplissent  (*).  S'il  existait  un  autre  moyen 


(*)  Le  principe  indi^^  ci-deMus  est  prëcisëment  celui  qni  fert  d& 
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de  diviser  les. risques ,  Tassiirance  deviendrait  super- 
flue; et  cela  «urait  lieu  naturellenient  pour  le  négociant 
qui  i)rendratt  part  immédiatement  à  tm  très  grand 
nombre  d'entreprises ,  et  le  propriétaire  qui  aurait  de» 
posDessions  disséminées  dans  un  grand  nombre  de  can- 
tons éloigné»  les  una  des  autres* 

De  la  Probabilité  des  témoignages  et  des  décisions^ 

140.  Lorsqu'on  peut  l'assimiler  au  jet  d^un  dé,  te 
témoignage  admet  rapplîcatiou  du  calcul  des  probabi- 
lités; et  c'est  ce  qu'on  a  d'abord  essayé  de  faire  en 
supposant  que>  sur  un  nombre  donné  de  dépositions, 
le  même  témoin  dît  ou  rencontre  un  même  nombre  de 
fois  la  vérité.  Nous  commencerons  par  tirer  les  prin- 
cipales conséquences  de  cette  hypothèse^ dont  nous  dis* 
cuterons  ensuite  la  convenance  avec  le  sujet. 

Soit  v  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  le  témoin 
dit  vrai ,.  m  celui  des  cas  contraires  ;  la  probabilité 

de  la  vérité  de  sa  déposition  sera  — : — .  et  la  pror 

v  +  ni  *^ 

habilité  contraire 


Supposons  qu'un  autre  témoin  ^  pour  lequel  les 
nombres  analogues  aux  précédens  soient  1/'  et  m' , 
dépose  du  même  fait;  les  probabilités  pour  et  contre 


V  m 


la  vérité  de  son  témoignage  étant  -7— — 7  et  -7 7 . 

V  -+•  m       V  +7n. 


bassaux  assurances  mutuelles,  comme  cdleqm  a  lieu  à  Paris 
pour  les  maisons  incendices.  Lçs  frais  de  nigie  sont  les  seuls  à  ia 
charge  des  assures,  puisqu'^Un'y  9  ^oint  de  Ipe'nc'fices.  à  donner  aux 
assureurs.'  M.  Fouricr  a  fait  sur  ce  sujet  un  Mémoire  très  intéres- 
sant, dont  on  trouve  rexti*ait  dans  las  jtHnales  de  Chûnie  et  de-. 
Physique,  c  X,  p.  177  (fcTrier  iSiqJ. 
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on  aura ,  ayant  que  les  dépositions  soient  connues  »  les 
probabilités 

i/u'  '  mm'  ,  rs^  ' 


que  les  témoins  s'accorderont ,  soit  pour   dire  vrai  ^ 
aoit  pour  mentir,  et  les  probabilités 


f\  > 


qu'ils  se  contrediront,  le  premier  déposant  la  vérité, 
le  second  mentant,  et  vice  versa. 

Quand  les  dépositions  seront  connues  et  qu'elles  s'ac- 
corderont, il  n'y  aura  que  les  deux  premiers  évènemens 
indiqués  ci-dessus  qui  seront  possibles;  on  aura  donc 
les  probabilités 

v/  mm^ 


«*  rTT-r— :— /(i3). 


v/  +  mm^  W  +  mm! 

« 

que  l'accord  des  témoins  sera  en  faveur  de  la  vérité , 
ou  bien  pour  le  mensonge. 

S'ils  se  contredisent  y  les  deux  derniers  évènemens 
devenant  alors  les  seuls  possibles,  il  en  résultera  les 
probabilités 


vmf  m/ 


vm'  +  m/  *       v/n'  -f-  mv'  * 

que  la  vérité  sera  dans  la  déposition  du  premier  té- 
moin, ou  dans  celle  du  second. 

1^1.  Il  est  facile  d'étendre  ces  dernières  formules 
à  un  nombre  quelconque  de  témoins  ;  et  si  l'on  assigne 
à  leur  témoignage  la  même  probabilité  ,  en  posant 
V  :;:;;:  v'  =-  çtc, ,  m  ===  jh'  =  etc» ,  que  p  soit  le  nombre 
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de  ces  témoins  et  qa*ik  s'accoxdent,  îl  en  résultera 
pour  la  vérité  du  fait  déposé  ,  la  probabilité 


V'+Jïlf* 


et  -—- — -  pour  le  contraire. 

En  diyîsant  les  deux  termes  de  la  première  fi-actioa 
par  v^ ,  sa  nouvelle  forme ,  fera  yoir  qu'elle 

augmente  avec  p  lorsque  v'^m,  et  qu'elle  décroit  ai 
v^m;  que  par  conséquent,  lorsque  les  témoins  mentent 
ou  se  trompent  plus  souvent  qu'ils  ne  disent  la  vérité» 
plus  ils  sont  nombreux  et  moins  la  concordance  de 
leurs  dépositions  a  de  poids. 

S'ils  se  contredbent ,  et  qne  sur  la  totalité  il  y  en 
ait  p  affirmant  et  g  niant  le  même  fût ,  la  probabilité 
que  les  premiers  disent  vrai  sera 

v^m*  m'y* 

y  et  sa  contraire^ 


En  divisant  les  deux  termes  de  ces  fractions  par  v^mf, 
on  les  change  en 

et 


qu'on  obtiendrait  pour  les  probabilités  correspondantes 
À  l'accord  de  p— 9  témoins  ;  la  valeur  de  la  déposition 
se  réduit  donc ,  dans  ce  cas  »  à  celle  d'une  déposition 
unanime  faite  par  un  nombre  de  témoins  égal  à  l'excès 
du  nombre  de  ceux  qui  affirment  sur  celui  de  ceoK  qui 
nient. 

i4a>  Lorsqu'une  personne  rapporte  ce  qu'elle  tient 


r 
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d'une  autre ,  que  cette  autre  avait  reçu  d'une  autre  , 
et  ainsi  de  suite ,  cette  sorte  de  témoignage ,  qui  s'ap- 
pelle tradition,  donne  lieu  à  toutes  les  combinaisons 
indiquées  au  commencement  du  n*'  140  ;  car  dans  la 
chaîne  de  témoins  qui  ont  déposé  successivement  du 
fait ,  le  dernier  étant  seul  entendu  par  la  personne  qui 
prend  l'information,  laisse  douter  si  celui  qui  le  pré- 
cède a  dit  ou  non  ce  qu'il  lui  fait  dire ,  et  en  même 
temps  si  cette  première  déposition  était  une  vérité  ou 
un  mensonge.  £n  ne  considérant  donc  que  deux  per- 
sonnej  dans  la  chaîne  des  témoins ,  il  en  résulte  les 
quatre  probabilités  exprimées  dans  le  n^  cité. 

Les  deux  dernières  correspondent  évidemment  à  la 
fausseté  de  la  tradition ,  puisque  l'un  des  deux  témoins 
a^nenti.  Mais  s'il  s'agissait  de  témoignages  rendus  par 
oui  ou  par  non,  de  propositions  entièrement  contra- 
dictoires ,  alors  la  deuxième  probabilité ,  qui  suppose 
que  les  deux  dépositions  successives  auraient  étvfaussesy 
répondrait  à  la  vérité ,  aussi  bien  que  la  première , 
qui  les  suppose  vraies.  En  effet  ^  le  premier  témoin 
ayant  dit  oui  lorsqu'il  fallait  dire  non,  le  second ,  qui 
rapporte  le  contraire  de  ce  qu'il  tient  effectivement  du 
premier,  prononce  ouï ,  c'est-à-dire  la  vérité  :  on  au- 
rait donc  dans  ce  cas ,  pour  la  vérité  de  la  tradition  , 
la  probabilité 

V/+ tutti'  .  VT7l'-f" ''^*''  y^% 

,  et  sa  contraire,  -p — ; — -7-7- — n  (*)• 


(*)  Ce  cas  singulier  a  ët^remàrt^é  par  M.  P.  Prévost,  professear 
de  philosophie ,  à  Genève ,  dans  ses  leçons  sur  le  calcul  des  probabi- 
lités, où  il  a  distingoë  les  témoignages  en  simultanés  ou  oculaires, 
et  successifs  ou  traditionnels.  Voyez  le  3«  volume  de  ses  Essais 
de  Philosophie  f  pag.  86,  et  un  Mémoire  qui  loi  est  commun 
avec  M.  l'Huilliei ,  et  qui  est  inséré  dans  cc\ix  de  V  Académie  de 
Berlin,  année  1797,  pag.  iSi.C^est  de  ce  dernier  écrit  que  j'ai  ex- 
trait en  grande  partie  cet  article  et  les  deux  suivans. 


i 
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La  première  de  ces  probabilités  surpasse  toujours  la 
seconde ,  lorsque  Ton  a  en  même  temps 

v^m,    y^m'f    ou    v<7»,    v'"<m'; 

car  la  dilFérence  des  numérateurs  est 

v/  +  mm' —  vm'  —  m/  =  (y  —m)  (/ —  m^  > 

produit  positif  quand  ses  deux  facteurs  sont  de  même 
signe. . 

143.  Si  la  diaîne  traditionnelle  se  compose  d'un 
nombre  quelconque  p  de  témoins ,  et  que  les  déposi-* 
tions  de  chacun  aient  une  égale  probabilité ,  les  di- 
verses combinaisons  de  la  vérité  et  de  Terreur  seront 
données  par  le  développement  de 

(i/  +  myz^  vP+^  vP-'m  ,|,^^P~9  v'^m» 

1  1.2 

i.a.3  • 

dans  lequel  tous  les  termes  où  l'exposant  de  m  est 
pair  y  indiquant  un  nombre  pair  de  mensonges  succes- 
sif ^  devront  être  pris  en  faveur  de  la  vérité  de  la  tra-* 
ditioïKi  si  les  dépositions  ne  peuvent  varier  que  contra- 
dictoirement.  Sa  probabilité  sera  donc 

^p    1     P(P  — 0  ^-.yy^a    ^     etc. 

'  1.2 

(v  +  my 

et  la  probabilité  contraire , 

(v  +  my        '■  ^^ 


\ 
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On  simplifie  beaucoup  ces  expressions  ,  en  observant 
tque  le  numérateur  de  la  première  équivaut  à 

(v+mV+Cv  — mV 
a 

et  celui  de  la  seconde  à 

(y  +  m)y  —  (4/ .—  my 

parce  qu'elles  deviennent  alors  respectivement 

{y  +  my -f  {y  >-. m)P ^f         (^f-^rriSPy 

fl(i/+my  "~a  l^"'"Vv  +  myr 

(y  -f  m)y—  (y — my  1  f  /y  — mVl 
2(y  +  my  "ar       V  +  m^ /* 

i44-  I-^s  deux  espèces  de  témoignages  que  nous 
avons  considérées  précédemment  peuvent  se  combiner. 
Par  exemple^  un  nombre  p  de  témoins  déposent  chacun 
séparément  sur  un  fait  qu'ils  tiennent  d*un  individu  qui 
Ta  vu  :  alors  la  probabilité  que  les  témoins  rappor- 
tent fidèlement  ce  que  celui-ci  leur  a  dit ,  est  /  s'ils 
sont  unanimes ,  • 

■    Zr+l^r  ('40 .  et  «a  contraire ,  -j^-^-j. 

Sapposant  que  la  probabilité  du  témoignage  de  celui 

qui  a  vu  le  fait  soit  aussi '• —  ,  la  contraire  — ^^ 

y-+-/n  v4~m  * 

Ja  probabilité  de  la  vérité  de  la  déposition  finale  sel-a 
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changer  avec  la  nature  du  fait  :  maû  c'est  encore  îc^i 
une  de  ces  circonstances  dont  j*ai  parlé  dans  le  n**  76  ^ 
où  Ton  cherche  à  donner  an  calcul  une  fonne  qui 
rapproche  ses  résultats  des  aperçus  du  bon  sens.  On 
voit  bien  qu'il  faut  substituer  au  rapport  constant  par 
lequel  on  représente  la  probabilité  du  témoignage, 
suivant  l'hjpothèse  du  n**  i^o  ^  une  expression  qui  le 
fasse  décroître  ayeç  la  vraisemblance  propre  du  fait 
attesté;  mab  on  ne  trouve  pas  dans  la  nature,  du 
sujet  y  des  conditions  assez  étroites  pour  établir  une 
relation  précise  entre  ces  deux  élémens.  On  s'est  ar- 
rêté à  regarder  la  probabilité  propre  du  &it  comme 
représentant  celle  d'un  second  témoignage  recmeilii 
concurremment  avec  le  premier,  ce  qui  donne  pour 
cette  déposition ,  les  probabilités 


vv'  mm' 


en  supposant  que  la  probabilité  propre  du  fait  soit 

-7—, — , ,  et  sa  contraire  -7—; — ,  (*). 

Si  ce  fait  est,  par  exemple ,  l'extraction  d'une  boule 
blanche ,  d*une  urne  qui  ne  contient  que  cette  boule 
mêlée  avec  993  999  boules  noires ,  on  aura 

i/=i,         m' =  999  999, 

et  la  probabilité  favorable  au  témoignage  sera  ré-- 
duite  à 


^+999  999"* 


(*)  C'est  ce  qu'a  fait  Condorcet,  Mém.  de  PAcad.   des.  Scien- 
ces,  ann.  1783 ,  p.  553. 


n 
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i47*  M.  Laplaoe,  considérant  à  part  là  probité  du 
témoin  et  son  intelligence ,  exprime  séparément  la  pro- 
babilité que  le  témoin  dit  ce  qu'il  a  vu  ou  eiitendu , 
et  celle  qu'il  a  bien  vu  ou  bien  entendu  (^*).  De  là 
résultent,  sur  sa  déposition  ,  les  quatre  hypothèses 
•uivamtes  :        * 

i*>.  11  connaît  la  vérité,     \    ^       *.  j^     i      /  .., 

.,     ,  j       „  >  et  veut  «ire  la  vente, 

s®,  ou  il  est  dans  1  erreur,  ) 

3®.  Il  connaît  la  vérité ,     )    ^ 

"*  veut  mentir. 


^ 


.}" 


^  ép.  pu  il  est  dans  Terreur. 

La  dernière  comprend  un  cas  semblable  à  celui  du 
double  témoignage  erroné^  (i  4^2)  ,  puisqu'en  cherchant 
à  tromper  sur  cette  vérité  qu'il  <ie  connaît  pas ,  le  té- 
moin peut  la  rencontrer*  Il  est  d'ailleurs  vbible  que 
cette  classification  des  évènemens  revient  à  faire  du 
témoin  deux  personnes ,  qui  déposent  l'une  après 
l'autre,  dans  chaque  cas.  Combinant  les  «deux  té- 
moignages successifs  avec  la  probabilité  propre  dû  fait, 
M.  Laplace  calcule  la  probabilité  de  chaque  hypo- 
thèse ,  et  divise  par  la  somme  de  toutes  ces  proba- 
bilités, la  somme  de  celles  qui  sont  pour  la  vérité 
de  la  déposition. 

En  nommant ,  avec  lui ,  p  la  probabilité  que  le  té- 
moin vent  dire  la  vérité,  r  la  probabilité  qu'il  l'a  saisie , 

« 

et  -  celle  du  fait  rapporté  ^  qui  est  ici  l'extraction 
du  nuMero  i ,  d'une  urne  qui  en  contient  n ,  on  aura 


(*}  Théorie  analytique  des  Probabilités,  p. 

a«  édition,  .  >7 
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pour  la  Téftté^  dan*  la  première  hypothèse ,  la  proba^ 

bilité  ^. 
n 

Dans  la  seconde ,  où  le  numéro  i  n*eat  pas  sorti ,' 

la  probabilité  de  cet  éyènement  est ^  et  celle  de 

Terreur  du  témoin  est  i  —  r;  cependant  il  n*en  faut 
pas  conclure  que  la  probabilité  composée  soit 

p(i  —  r;  — ^^^,  parce  qœ  la  non  «ortie  du  numéro  i 

n*est  pas  tout  révènement  arrivé;  il  y  a  encore  le  faux 
aperçu  du  numéro  i  parmi  les  n  -*  i  qui  ne  sont  pas 

sortis  >  illusion  dont  la  probabilité  est .  En  ayant 

égard  à  cette  circonstéfice ,  la  probabilité  de  révène- 

ment  devient  X  — -  =2 -,  et ocHe  de  rhypo-- 

n  n  —  in  •  "^ 

thèse ,  £^1=:!^.  •    . 

Dans  la  troisième ,  il  faut  combiner  .enseinble  les 
probabilités  1  — p  que  le  témoin  menti  r  qu'il  connaît 

la  vérité  .  et  ~  celle  qui  résulte  de  la  non  sortie  du  nu- 
n 

méro  i  et  du  choix  qu*en  fait  le  témoin  ;  on  a  pour 

réanltat  ^^^^i^. 
n 

Dans  la  quatrième  hypothèse  ,  (i  «— p)(i  —  r)  tst 
la  probabilité  propre  du  témoignage ,  puisque  Je  té- 
moin ment  et  ne  connaît  pas  la  vérité  ;  mais  révène- 
ment peut  être  la  sortie  ou  la  non  sortie  du  numéro  L 

La  probabilité  du  preimer  cas  eist  -  -,  lé  témoin  croyant 

un  autre  numéro  sorti  >  fera  tonjoun  le -choix  de  loa 
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4tiODcé  parmi  n  — - 1  nnméros  teuleiamt  ;  I4  probfd>î-i 
lité  que  ce  choix  tombera  sur  i  «era  par  cooséquent 

:  et  comme  ce  choix  doit  concourir  avec  la 

n  —  1      * 

sortie  du  numéro  i  y  la  probabilité  de  réyènemenl:  sera 
,  celle  de  ce  cas  du  témoignage,        ^^  **"  7 . 


«t  il  ne  faut  pas  oublier  qu*il  est  en  faTenr  de  la 


^vérité» 


Si  Ton  ne  le.  distingue  pas  de  tons  ceux  qui  sont 
compris  dans  .la  dernière  hypothèse ,  .l'opinion  du 
témoin  portant.touîomrs  .sur  Ja  sortie  d'un  jmméf  o  qui 

n*est  pas  (  ^  aura  nne  probabilité >  ;  la  prohabilité 

qu'il  choisira  celui-là  parmi  les  n  «^  1  numéros  qn'il 

croit  n'être  pas  sortis,  sera  — : —  ;  et  la  probabilité  d^ 

riTènement  sera  par  conséquent  encore  -  ;  ainsi  la 

probabilité  de  l'hypothèse  «^era  ^ — .  .  .   . 

On  aura  donc  enfin  *-. 

n  "^      n(n—\) , 


pr-    p(i  — f)      (I— p)r      {i^pXh—rj 

(1— p)(i-r-i9  •     •  î 


pr 


expression  qui  se  réduit  àp,tir^sz:i^ Qmt-i^fT^fl^h  Jà 
le  témoin  n  est  pas  susceptible  de  sa  ^ompoFv:?!  foi^ 
diminue  à  mesure  que  n  augmentei 

Peut^  être  dans  cette  questicHi  pcmrmt^  <m  ^àmp 

17.. 
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quelque  doute  sur  la  nécessité  de  faire  entrer  dand  lé 
calcul  la  probabilité  du  choîi^  que  le  témoin  fait  d'un 
numéro  antre  que  celui  qu*il  sait  ou  qu'il  croit  être 
sorti  ;  et  comment  d'ailleurs  déterminer  séparément  les 
probabilités  r  etp7  II  est  donc  difficile  de  croire  que 
îa  formule  ci-dessus  senre  autrement  que  comme  un 
exemple  des  considérations  ingénieuses  que  peut  fournir 
lé  sujet.qui  nous  occupe.  Je  irapporterai  encore,  dans 
cette  ^ne,  la  question  suivante  tirée  du  même  ou- 
vrage. 

i48.  Soient  deux  urnes  Aet  B  ,  la  première  conte-- 
nant  n  boules  blanches,  et  la  seconde  n  boules  noi* 
resj  on  a  tiré  de  Vune  de  ces  urnes  ^  on  ignore  de 
laquelle  >  une  boule  qui  a  été  mise  dans  T autre ,  et 
ensuite  oH  a  tiré  une  boule  de  cette  dernière.  Deux 
témoins^  dont  F  un  n'a  vu  que  le  premier  tirage^  et 
Fautre  que  le  second ,  affirment  qu'il  en  est  sorti  une 
boule  blanche  ;  quelle  est  Ig,  prohabilité  de  ce  fait? 
La  difficulté  se  trouve  ici  dans  l'ensemble  des  deux  té^ 
moignages  ;  car  chacun  en  particulier  n'affirme  qu  une 
chose  très  possible,  puisque  Tune  des  deux  urnes  ne 
renfermant  que  dfs  boules  blanches ,  si  l'on  ne  consi- 
dère qu'un  seul  tirage ,  la  probabilité  que  la  boule  a 
été  prise  dans  cettie  urne  est  ^.  Mais  si  l'on  suppose  que 
le  premier  tirage  ait  eu  lieu  dans  l'urne  A^  le  deuxième 
ayant  nécessairement  lien  dans  l'urne  B ,  qui  ne  con- 
tient de  boule  blanche  que  celle  qui   est  sortie  de 
l'urne  jé  y  la  seconde  apparition  de  cette  boule  devient 
d'autant  moins  probable  que  le  nombre  des  boules 
noires  est  plus  grand  ;  et  ce  cas  est  le  seul  dans  lequel 
ks  tétiioignàges  prissent  être  vrais  tous  deux. 

^Soîenlfdpnc  9  et  i^'  les  probabilités  de  la  véracité 
de  chaque  témoin  en  particulier,  et  évaluons  celle 
des  diverses  ^ypolftèies  que  le  sujet  présente,  l^  C'est 
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]urne  A  qui  a  foprjni  le  premier  tirage  :  j  étaut  ^a 
probabilité  de  ce  fait  >  q  celle  que  le  témoin  dit  vrai , 

la  probabilité  de  la  dépo:)ition  est  -;  mais  rnme^^loKs«* 

a 

qu'on  j  fait  le  second  tirage ,  contenant  n -f:  >  boules  ^ 

dont  une  blanche^  la  probabilité  du  fait  attesté  par  le 

second  témoin  est^ — r—  \  celle  qu'il  dit  la  vérité  étant 

a' 

q\  —77*'  exprime  la  probabilité  de  sa  déposition  , 

et  -7~ — r  celle  de  la  vérité  de  leur  accordé 
fi(/^  +  i). 

a^.  Si  le  52*  témûin^meQty  la  boule  sortie  de  l'urne  B 
était  noire  ;  alors  la  probabilité  ■  ;  -  de  cette  sor- 
tie ,  combinée  avec  1— -9'^  probabilité  du  mensonge 
du  2*  témoin ,  donnera  pour  la  fausseté  de  sa  dépo- 

iition,  ' — ~— i  et  pour  la  vérité  de  Thypothèse 
q(^i  —  q')n 

"  3^.  Si  le  1"  témoin  ment^  la  première  boule  était 
noire  et  sortait  nécessairement  de  l'urne  i^;  la  probabi- 
lité de  cette  partie  de  l'hypothèse  est  -^  (  1  ->-  q).  Alors 
le  second  tirage  s'étant  fait  dans  l'urne  A^  qui  renfer-^ 
maît  n  boules  blanches  et'i  seule  noire ,  la  probabilité 

de  la  sortie  d'une  boule  blanche  sera  — r^-  ,  celle  de 

n  + 1  ' 

a'n 

la  déposition  du  second  témoin  --^r —  et  celle  de  l'hy- 

^  n+ 1 

,,     (1 — o)cf'/i 
pothese  — z — ;■  \  . 

4"^.  Si  le  a^  témoin  ment  aussi  ^  la  boule  sortie  de 
Turoe  A  au  fi*  tirage  était  noire  /la  probabilité  de  cette 


* 
\ 
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«ortit  itant  alors  "  »  célU  d^  la   prot)abiIiti  de 

ç«na  partie  de  rhjrpothèae  Mra    '^  »  et  celle  de  toute 

La  probabilité  relative  delà  prenûère  hypothèse ,  la 
seule  qui  r^de  le>  4'Bmt  témoSgoages  Trais ,  «era*  donc 


■ti*""^ 


et  diminuera  à  mesure  que  n  augmentera.  Si  l*on  fait 

y=9'  =  ^,  ii  =  iQOoooo,      . 

81 
en  obtiendra  la  trè» petite  fraction    ^  '■  . — rr-- • 

^  10  000  08a 

149  •  Là  discussion  des  témoignages  touchant  à  des 
matières  sur  lesquelles  on  avait  pris  d'avance  un  partie 
il  est  arrivé  que  plusieurs  auteurs  ont  arrangé  le  calcul 
pout  le  résultat  qu'ils  voulaient  ^  ou  qu'ils  avaient  be- 
soin de  trouver.  Ce  n'est  qu'ainsi ,  du  moins ,  qu'on  peut 
expliquer  la  théorie  des  témoignage»  simultanés ,  pu- 
bliée sans  ncta  d'auteur ,  dans  le.n*  a56  des.  TVan- 
sactiûns  philosophiques  (p.  369,  année  iCgs)»  le  plus 
ancien  écrit  que  je  connaisse  sur  ce  sujet ,  et  qui  a 
été  ad'optée  par  Bîc'qùilley  ;  dans  son  ttaité  Bu  Cal- 
cul  des  Probabilités  (en  1783).  Effrayé  sans  douté 
pour  le  but  qu'il  voulait' atteindre ,  de  là  rapidité  avec 
laquelle  diminue  la  probabilité  de  ces  témoignages 
lorsque  Ton  combine  entre  elles ,  comme  on  le  doit , 
les  diances  de  chaque  témoignage ,  et  qile  sa  probabî- 
liti  propre  eift  au^^essous  de  î  O'iÔ»  l*àute:^r  an^Iair 
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avance  que  lorsqu'un  premier  témoin  a  déposé  d'un 
fait ,  sa  confirmation  par  un  second  téinoin  détruit  touf- 
feurs une  partie  de  l'incertitude  qu'a  laissée*  le  pre*- 
mier,  et  diminue  en  conséquence  la  probabilité  con^ 
traire  ,  d'une  partie  proportionnelle  â  la  probabilité  de 
la  seconde  déposition.  Pat  exemple ,  si  |  exprime  la 
probabilité  du  premier  témoignage ,  j  celle  du  second  » 
celui-ci  ajoutera  à  la  première  ^.j,  et  l'on  aura  en  con- 
séquence ,  po^ir  Tensemble  des  deux  témoignagesj  la  pro- 
babilité 

3'*"4'-3~ia' 

tandis  que  suivant  les  formules  du  n^  140^  elle  ne  serait 
que  f.  .        *    . 

En  raisonnant  de  même  sur  un  nombre  quelconque 
de  témoignages  où  les  probabilités  de  l'erreur  seraient 
h,  rt! y  rt ^  etc.  y  on  trouvera  pour  celle  de  la  vérité 

1  —  tt^-^nix  -—  7i')=  i —  nri  ,  par  a  témoignages  ^ 
•  1  -p-  wi'  +  nv!{;\  —  '^O  :^  1  —  nvln"^  par  3 , 

expressions  dont  les  valeurs  ferment  une  suite  croissante 
quelles  que  soient  les  probabilités  n^  n',  etc.»  et  de^uellés 
il  résulte  par  conséquent ,  que  la  probabilité  d'un  fait 
croît  toujours  avec  le  nombre  des  témoins  oculaires^ 
Cette  conclusion  peut  être  commode  dans  certains  das  , 
mais  elle  suffit  aussi  pour  montrer  la  fausseté  de  l'hy- 
pothèse ;  car  il  ne  faut  qu'un  peu  réfléchir  pour  se  con- 
vaincre de  la  difficulté  et  presque  de.  l'impossibilité  où- 
èont  des  spectateurs  ignorans  et  nombreux  ^  de  ne  pas. 
ie  tromper  sur  l'apparence  des  faits  extraordinaires. 
Lorsque  les  faiseurs  de  tours  opèrent  adroitement ,  et 
qu'on  fait  abstraction  de  la  défiance  que  doiyent  inspirer 
à  des  esprits  éclairés  les.  apparences  contraires  ài'expé^ 
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rience  de  toin  les  jours,  aucaii  des  spectatevrs  a-t-H 
ponFnepas  croire  à  la  réalité  des  prodiges  qu'on  laipré- 
dcnre,  d*autre  motif  que  le  W  et  la  forme  db  specta- 
cle? Qu'au  Heu  des  circonstances  qui  avertissent  de  l'il- 
lu:$ion ,  Hn  sérieux  solennel  accompagne  ces  prétendu» 
prodigues  ;  qu'ils  soient  attribués  à  un  pouvoir  surnatu- 
rel ;  qu'ik  tendent  à  exciter  l'enthousiasme,  à  careaserle 
goût  que  le  vulgaire  a  pour  ce  qui  sort  des  voies  ordi- 
naires de  la  nature ,  ou  pour  trancher  les  difficultés  de- 
vant lesquelles  la  raison  est  forcée  de  s'arrêter  :  il  est 
bien  certain  que  plus  les  témoins  seront  nombreux,  plus 
la  probabilité  de  Terreur  augmentera.  Hume  l'a  bien 
prouvé  \  les  prodiges  sont  très  difficiles ,  pour  9e  pas^dire 
impossibles  à  constater  (*).  Ce  n'est  pas  que  les  phéncv 
mènes  les  plus  répétés  dans  la  nature,  vus  une  première 
fois ,  ne  puissent  paiiser  poor  des  prodiges,  et  qu'il  soit 
couforme  à  la  saine  raison  de  faire  des  bornes  de  notre 
expérience  la  limite  du  possible  ;  mais  au^sî  n'est-ce  pas 
la  première  apparition  de  ces  phénomènes  qui  en  con- 
state l'existence.  Long-temps  on  a  nié ,  et  avec  raison  eu 
égard  au  caractère  des  relations ,  au  but  des  narrateurs , 
la  chute  des  pierres  tombées  du  ciel.  Cet  exemple  très 
récente  la  manière  dont  un  fait  extraordinaire  finir  par 
prendre  place  au  nombre  des  réalités,  prouve  bien  que 
cest  par  des  observations  successives,  particulières!,  et 
par  des  discussions  désintéressées  que  la  vérité  s'établit. 
Si,  lorsque  le  géomètre  Fatio  de  Duiilier,  égaré  par  un 
enthousiasme  fanatique  >  entreprit  publiquement  à  Lon- 
dres de  ressusciter  un  mort  (en  1707),  il  eût  été  de  mau- 
vaise foi ,  qu'il  eût  pris  ses  mesures  en  conséquence  de 
son  bût, .et  qu'il  eût  été  moins  surveillé  par  la  police  du 
gouyternement,  à  coup  sûr  il  n'aurait  pas  manqué  son 


«•i«i*i*"W««"t»^*""^^^^"^^"*W' 


{*)  Essais  philosophiques  sur  tes  Miracits. 


DES   PROBABILITÉS.  a6S 

prodige.  La  liqaéfaçlion  dîi  sang  de  saint  Janvier  à 
Naples ,  a  toujours  de  nombreux  témôîna  qui  voient  quel- 
que chose  de  solide  en  apparence^  devenir  coulant;  maîa 
qu'est-ce  qui  établit  que  cette  masvse  est  du  sang,  coagulé, 
que  c^^t  celui  de  saint  Janvier,  et  que  son  changement 
d'état  n'est  pa^  un  effet  chimique?  Les  prodige.*  opérés 
dans  les  temples  des  Payens,  qui  précédaient  ou  accom- 
pagnaient le*  oracles ,  et  dont  quelques-uns  ont  été  re- 
produits sous  nos  yeux  par  l'art  du  ventriloque  >  étaient 
dans  l'antiquité  des  faits  appuyés  sur  une  multitude  de 
témoignages^  Aussi  voit-on  que  des  hommes,  d'ailleurs 
.d'ungr^iid  sens,  paraissentydonneruneentière  croyance, 
et  que  dans  les  débats  de  la  religipn  chrétiemie  avec  les 
anciens  cuites ,  le  plus  souvent  on  accorde  de  part  et 
d'autre  la  réalité  des  miracles  ,  on  ne  diffère  que  sur  le» 
êtres  auxquels  on  les  attribue  (*). 

Plus  tard,  en  recueillant  les  témoignages  de  ceux  qui 
ont  vu  des  revenans,  qui  ont  eu  une  part  active  ou  pas- 
sive à  des  opérations  magiques,  des  sortilèges,  n'en 
trouverait-on  pas  plus  qu'il  n*en  faut  pour  donner  à  ces 
chimères  une  très  grande  probabilité?  et  elles,  étaient 
tellement  conformes  alors  au:ç  habitudes  de  l'esprit  ^ 
qu'on  y  croyait  sur  les  plus  légers  indices. 

i5o.  Si  donc  l'hypoth^  du  n^  i^o,  adoptée  par  les 
géomètres  les  plus  célèbres,  qui  ont  traité  ce  sujet,  nç 
répond  pas  exactement  à  toutes  le^t  circonstances  qu'il 
présente ,  ce  n'est  pas  parce  qu  elle  accorde  trop  peu  de 
poids  au  témoignage  ^  mais  bien  parce  que  ce  sujet  ne 
saurait  se  prêter  au  calcul  à  cause  que  la  véracité  et  la 
sagacité  des  hommes,  quand  ils  sont  fortement  agités., 
éprouvent  des  changemens  brusques ,  et  principalement 

J  -       -     ■  -   -  ■  ■     ^ : ■ — ^— ^— .— ^^^— 

(*)  Ployez  dans  Tacite  (^isf.  lib.  iV,  cap.  &i^  le  miracle  ope'ré  par 
Vcspasiendans  Alczandrfè  y  le  Traité  d*Origène  contre  Celse  ^  eî, 
juliani  imperatoris  opéra  y  Lipsix  ,  i^xfi,  p<  191»  2«  pagiiK   .- 
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lorsqu'il  s'agit  de  faits  merveilleux.  Outre  que  ces  faits 
offrent  plus  de  causes  d'illusion  que  les  autres^  notre 
penchant  à  l'enthousiasme  nous  rend  peu  capables  de 
les  examiner;  et  par  eux-mêmes,  ou  parles  suggestions 
du- charlatanisme  y  ils  se  lient  presque  toujours  à  de 
grands  intérêts  qui  nous  préoccupent  fortement  ou*  qui 
font  taire  la  voix  de  notre  conscience. 

Cependant ,  sans  recourir  à  des  liypothèses  plus  ou 
moins  compliquées ,  la  lecture  de  l'Histoire  suffit-  pour 
nous  faire  apprécier  le  peu  de  confiance  que  mérite  le 
témoignage,  lorsqu^il  tend  à  établir  des  faits  contraires 
à  Tordre  accoutumé  de  la  nature ,  puisque  les  prodiges 
si  multipliés  dans  les  temps  d'ignorance,  diminifent  avec 
l'accroissement  des  lumières,  qui,  ramenant  l'esprit  de 
doute  et  d'examen ,  rend  très  difficiles ,  ou  au  moins 
très  peu  durables ,  les  illusions  si  fréquentes  lorsque  les 
sciences  sont  encore  dans  l'enfance.  On  ne  peut  pas  as^ 
signer  des  nombres  précis  pour  les  degrés  de  valeur  du 
témoignage  dans  chaque  circonstance  ;  mais  comme  en 
parcourant  les  temps  et  les  lieux,  on  voit  les  prodiges 
les  plus  accrédités  reconnus  poiu:  fasx,  et  remplacés  par 
d'autres  qui  ont  bientôt  à  leur  tour  le  même  sort  ;  on 
^péut  dire  que  plus  on  embrasse  de  temps  et  d'espace , 
plus  on  reconnaît  la  faiblesse^e  la  probabilité,  de  ce 
genre  de  faits ,  et  que  la  conAnce  des  lois  de  la  nature, 
dont  les  voyages  et  les  découvertes  scientifiques  nous 
apportent  chaque  jour  de  nouvelles  preuves ,  doit  servir 
de  base  à  tous  nos  jugemens.  ' 

Cet  afFaiblissement  du  témoignage  avec  le  temps ,  n'a 
tien  dé  commun  avec  l'oubli  dan^  lequel  tombent  à  la 
longue  les  faits  simples  confiés  à  la  seule  mémoire  des 
faommes ,  ou  à  des  monumens  que  la  vétusté  et  les  révo- 
lutions détruisent. assez  promptement,  parce  qu'ils  sont 
peu  multipliés.  Les  données  manquent  pour  soumettre 
au  calcul  cette  perle  des  souvenirs  ;  mais  l'art  de  l'impri- 
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ineriç  Fa  prodigieusement  diminuée;  et  tant  que  les  ou- 
,vrage9  où  sont  consignées  lies  discussions  profondes  ou 
piquantes ,  qui  classent  suivant  leur  véritable  impor- 
tance ,  les  faits  et  les  opinions  dont  se  composent  les 
sciences  et  la  philosophie ,  subsisteront ,  il  sei^a  impos- 
sible de  ressusciter  d'une  manière  durable  les  au* 
ciennes  erreurs ,  ou  d'eh  établir  de  nouvelles  (*)• 

i5i.  Les  décisions  rendues  à  la  pluralité  des  voix  » 
par  des  assemblées  ou  des  tribunaux,  ont  un  grand  rap- 
port avec  les  témoignages  et  peuvent  être  également 
soumises  au  calcul  des  probabilités,  si  Ton  suppose  que 
les  habitudes  de  Fesprît  de  chaque  votant  soient  assez 
constantes  pour  qu'il  y  ait  toujours  le  même  rapport 
entre  le  nombre  des  votes  où  il  prononce  conformé- 
ment à  ta  vérité ,  et  celui  des  votes  où  il  se  trompe  ;  en-^ 
«orte  que  v  désignant  le  prejuier  de  ces  nombres ,  et  m 
le  second,  la  probabilité  de  la  vérité  d'un  voté  soit 

y  et  sa  contraire , 


Les  difFérens  termes  du  développement  de  (v+m)^ 
indiqueront  toutes  les  combinaisons  suivant  lesquelles 
pourra  se  partager ,  entre  la  vérité  et'l'erreur,  un  nom- 
bre p  de  votans  supposés  également  probes  et  également 
éclairés  :  ainsi  le  termes  général 

^      p(p-i)...(p-q  +  i)^^ 

1 .a. 5. .  .q 

^         -  - 

(*)  C'est  en  confondaat  les  c£Fets  du  progrès  des  lumières  avec 
Taffaiblissement  de  la  trafJition,  que  Graig  eut  la  bizarre  ide'c  d'ap- 
piiqner  le  calcul  à  la  tb'ëologie ,  afin  d^assigner  la  darëc  dncbristia- 
nisme,  d'apfès  rafiàiblissement  graduel  des  témoignages  sur  lesquels 
il  est  fonde ,  et  croulait  pour  cette  dnrëe  1454  ans,  h  partir  de  1699. 
An  bout  de  ce  terme  un  second  ayènemeAt  de  J.  G.  et  une  seconde 
révëlation  deraientrç'tablir  la  foi  dans  toute  sa  force.  (Voyez  7%eo- 
èegim '•knnidHèi'Prineipià  maikêmatiea,) 
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exprimant  le  nombre  des  combioaùons  dans  Tesquelles 
il  y  a  p  —9  voted  pour  la  vérité  et  q  pour  l'erreur,  la 
probabilité  de  ce  partage  sera 

Si  l'on  demande  la  probabilité  que  la  décision  *  sera 
rendue  à  l'unanimité  ,  sans  distinguer  les  votes  pour  la 
vérité  de  ceux  qui  sont  pour  Terreur^  on  aura 

Lorsque  la  décision  est  portée  et  qti'ah  sait  le  nombre 
des  votans  qui  ont  été  pour  et  de  ceux  qui  ont  été  contre , 
il  ne  faut  plus  alors  faire  entrer  dans  la  probabilité  cher- 
chée ,  que  les  combinaisons  qui  s'accordent  avec  ces 
données;  et  on  trouve,  comme  dans  le  n°  141 ,  q»e  Im- 
probabilité de  la  vérité  d*une  décision  rendue  à  l'una- 
nimité par  un  nombre  p  dé  votans  ,  est 


vP 


et  fi'eulement 


vP+mP' 


lorsque  p  sont  pour  cette  décision  et  q  contre,  ou  qu'elle  ' 
n'a  obtenu  que  la  pluralité  p  —g.  De  plus,  les  remar- 
ques faites  sur  la  marche  de  ces  probabilités  ,  lorsqu'il 
s'agissait  des  témoignages  (i40i  oi^^  également  liçupour 
les  décisions  j  et  s'accordent  avec  le  bon  sen^j  en  indi- 
quant qu'on  doit  attendre  la  justesse  des  décisions,  plutôt 
des  lumières  que  du  nombre  des  votans. 

i52.  En  supposant  qu'ici,  comme  dans  tous  les  aiities 
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genres  de  hasard ,  les  éyènemens ,  quand  ils  sont  très  ré- 
pétés, manifestent  des  rapports  fort  approchans  de  leur 
probabilité ,  on  peut  déterminer  le  rapport  des  nombres 
y  ttiriy  lorsque  Ton  connaît,  dans  une  longue  suite  de 
décisions,  le  rapport  du  nombre  total  au  nombre  de  celles 
qui  ont  été  portées  à  Tunanimité,  et  le  nombre  des  yo- 
tans  qu'on  suppose  ayoir  toujours  été  le  même  ;  «car  si  l'on 

désigne  ce  rapport  par  - ,  on  aura  sensiblement 

(y  +  my      n 

Ce  moyen  a  été  proposé  par  M.  Laplace  (*)  ;  et  eji 
faisant  pour  abréger 

sce,      dou 


on  en  tire  Téquatioii 

n 

tpii  fâ-a  connaître  la  yaleur  de  la  probabilité  e.  Cette 
équation,  qui  ne  monte  qu'au  a*  degré  quand/7-=:5. 


donne  -alors  e  =  i  =tl/  2 ;  et«}  Ton  suppose  que 

la  moitié  des  décisions  ait  été  portée  à  Funanimité ,  ou 

T        1 

que  -=^,  on  en  déduit  6=0,789  :  c'est  la  probabilité 

de  la  vérité  de  chaque  yote,  d'après  l'hypothèse  établie. 
Tirant  ensuite  de  l'équation  ei-dessUs  la  yaleur  dee'', 
pour  la  substituer  dans  la  formule 

t^)  Théorie  analytique  des  Probabilités  i  pag.  460. 
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qui  exprime  la  probabilité  de  la  vérits  cPeoe  décision 
rendue  à  Tunanimité,  on  obtiendra     * 

I 

on  aurait  pu  également  éliminer  (i— «ey  au  Heu  de  e^. 
Ces  formules  sont  très  simples;  mais  elles  supposent 

constant  le  l'apport  —  ^  hypothèse  qui  paraît  d'abord 

inadmissible  pour  un  long  espace  de  temps ,  pendantle^ 
quel  les  principes  pblitiques,  administratifs  et  judiciaires 
varient  avec  l'état  des  lumières ,  et  les  opinions  adop- 
tées sur  les  droits  communs  à  tous  les  hommes ,  ou  par-* 
ticuliers  à  certaines  classes  de  la  société ,  et  qui  même 
ne  peut  avoir  Jieu  qua*nd  ces  circonstances  n'auraient 
pas  changé.  ' 

1 53.  £n  effet ,  la  formule 


ifT^+mJ"^' 


préseiïte  une  conséquence  que  le  bon  sens  rejette.  Elle 
demeure  la  même  tant  que  le  nombre  p  —  ç  ne  change 
pas  /  quel  que  soit  d'ailleurs  p-j-q  qui  exprime  celui  des 
votaps ,  en  y  faisant ,  par  exemple  ,pr=fl5,fl  =  io,  ou 
bien  p=a20,  et  q  =  aoB.  Dans  ces  deux  cas,  la  ma- 
jorité P'^q  est  également  de  i5  voix;  mais  on  ne 
pourra  s'empêcher  d'attacher  bien  plus  de  confiance  à 
la  première  décision  qu'à  la  seconde»  parce  qu'on  pst 
porté  à  estimer  le  poids  de  la  majorité  û^  suffrages , 
non  par  leur  nombre  absolu ,  mais  par  le  rapport  de  ce 
nombre  avec  celui  des  votans  (*).  ^ 

En  cherchant  à  se  rendre  compte  de  Texception  qu9 

'  »       I     I      ■——■III»       m    I.  ■  I  .—1— ^i— ^— — — — — — iM^i^.^ 

(*)  Essai  sur  la  Probabilité  des  Décisions,  p.  ^2. 
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fait  ici  iaraison  naturelle  à  une  déduction  rigoureuse  du 
calcul ,  il  faut  reconnaître,  ^ec  Gondorcet^  que  cette 
diminution  de  confiance  porte  alors  sur  la  probabilité  de 
]a  vérité  de  chaque  vote,  probabilité  qu'on  regarde 
comme  plus  petite  quand  la  décision  est  rendue  à  une 
faible  pluralité  que  dans  le  cas  contraire ,  ce  qui  peut 
tenir  à  la  difficulté  particulière  de  la  question  à  décider. 
Par  là  on  rentredans  les  principes  généraux  sur  lesquels 
le  calcul  et  le  bon  sens  s'accordent  ;  car  le  plus  grand 
terme  du  développement  de  (f/  -|-  my  étant  celui  où 
les  exposans  des  lettres  v  et  m  sont  dans  le  rapport  de 
ces  nombres ,  ou  s'en  approchent* le  plus  (29)  ,  ces  ex- 
posans indiquent  la  division  des  votes  la  plus  probable 
dans  une  assemblée,  et  toute  autre  l'est  d'autant  moins  ^ 
qu'elle  s'écarte  plus  de  celle-là. 

Une  longue  suite  de  décisions  portées  par  les  mêmes 
votans,  «urdes  questions  de  même  genre ,  à  une  pluralité 
à  peu  près  constante,  ferait  donc  connaître  les  limites  du 
partage  le  plus  probable  des  votes,  et  conduirait  à  des 
valeurs  approchées  du  rapport  des  nombres  v  et  m  ; 
mais  ce  moyen  de*  le  déterminer  n'est  guère  plus  prati- 
cable que  celui  du  n^  i5a.  'La  révision  des  décisions 
anciennes ,  par  Un  nombre  suffisant  de  personnes  très 
éclairées  et  dégagées  de  tout  intérêt  relatif  à  ces  déci-« 
sions  et  aux  votans  qui  les  ont  rendues,  donnerait  sans 
douté  des  lumières  importantes ,  si  le  travail  de  cette 
révision  n'était  pas  à  peu  près  impossible  à  exécuter, 
ou  parce  que  les  matériaux  manquent ,  ou  bien  parce 
qu'ils  sont  trop  multipliés  et  trop  obsciars. 

1 54>  Quoi  qu'il  en  soit ,  cette  nécessité  de  regarder  lat 
probabilité  de  la  vérité  de  chaque  Vote ,  comme  pou* 
vaut  varier  même  dans  l'état  de  choses  le  plus  ordinaire, 
oblige  de  substituer  aux  expressions  des  probabilités 
à  priori ,  celles  des  probabilités  à  posteriori;  et  par  ce 


•  ê 


^ 
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moyen  Condorcet  trouve,  en  effet,  que  la  probabilité 
d'une  décision  doit  dimii^er  quand  le  nombre  des  vo-- 
tans  augmente  >  et  que  la  pluralité  resté  la  même.  Nous 
n'indiquerons  qu'une  seule  des  bypothèse»  qu'il  exa,- 
mine ,  celle  à  laquelle  il-  sTarrête.  Ayant  reconnu  qu'on 
se  pouvait  arriver  avec  quelque  apparence  d'exacti* 
tnde  y  qu'à  une  probabilité  assez  considérable  que  celle 
de  la  vérité  de  chaque  vote  est  renferméie  entre  des  li- 
mites données^  il  cherche  la  probabilité  moyenne  dfe 
I4  vérité  d'une  décision  p<^ée  par  un  nombre  donné 
de  votans ,  à  une  pluralité  donnée  {*). 

En  désignant  par  a  et  fr  les  valeurs  entre  lesquelles 
doit  demeurer  comprise  la  probabilité  représentée  ci- 

dessus  par  — \ —  ,  on  trouvera,  par  les  considérations 
■^      v  +  ni  ,  '^ 

du  n^  93,  qqe  les  probabilités  moyennes  qu'il  y  a  en  p 
votes  pour  la  vérité  et  q  pour  Terreur,  ou  bien  le  con- 
traire ,  sont 

ce  qui  donne  pour  la  probabilité  relative  du  i^''  cas, 


{f^cyez  ansii  la  Note  III.)  . 

M.  Laplace ,  qui  n'avait  point  en  égard  à  ces  remar- 
ques dans  la  seconde  édition  de  sa  Théorie  analytique 
des  Probabilités ,  s'en  est  occnpé ,  pour  la  3*  édition  de 
son  Essai  philosophique  sur  ce  sujet  ;  et  il  donne  aux 
limites  a  et  b ,  que  Condorcet  suppose  déduites  de 
l'examen  de  décisions  antérieures ,  les  valeurs  ^  et  1 ,  les 

■;  ■        'I  I  MB  I  ■  ■   11.  Il    ^  I    I     I      ■       I 

(*)  Essai  sur  la  ProhahUitédes  Décisions,^^,  a44 — 94^* 
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plù.i  <)UtaAtéâ  que  l'on  puisse  adopter  ,  paiétiil*il  è&nàé^' 
tf  être  jprobable  qu'une  décision  rendue  à  la  pluralité  * 
des  vàix ,  éerd.  conforme  à  la  vérité,  qïiand  la  probabilité  ^ 
de  chaque  vote  est  au-dessous  de  ^  (i 5 1).  Voici  quel- 
ques résultats  de  cette  hjrpotbèse,  rapportés  à  la  p.  i5^ 
de  Touvr^ge  que  je  viens  de  citer ^t  que  donne  aussi  la- 
formule  précédente  :  a  Dans  les  tribunaux  spéciaux  où 
yi  cinq  voix,  sur  huit,  syfiîsent  pour  la  condamnation 
yy  dé  Tacousé ,  la  probabilité  de  Terreur  à'  craindre  sur 
».  la  bonté  du  jugement  est  ^  oii  au-dessus  de  ^.  La! 
9)^j^aQdeur.de  cette  fraction ,  dit  avec  raisoii  M.  La- 
t>  pla<;e»  est  effrayante. >  Dans  un  jury»  composé  de, 
douze  membres ,  la  probabilité  de  Terreur  nest  que- 
j^^t  un  peu  plus  grande  que  |,  lorsque  la  décision 
est.  portée  par  8  voix,  -—^  ou  environ  -^  qn^^âdla^ 
majorité,  est  de  9  voix,  et  seulement  ^7^  pour  Ttun^b') 
mité,  ce  qui  est  la  condition  du  jury  anglais j  d'où  iil 
suit  q^e'ce  jiury  afurait  Tavantage,  si  d'autres:  considé^ 
ra.tionâ.>  ne  prouvaient  que  c)ette  unanimité  pebt  souvent) 
être  forcée.  Mais  ce  qui  doit  rassurer  sur  les  décisions 
des  jurys,  eu  temps  ordinaire ^  lorsque  les  membres 
qui  les  composent  ne  sont  prévenus  d'aucun  sentiment 
pour  ou  Contre  la  classe  d'accusés  qu'on  leur  présente.^ 
et  ce  qui  fonde  leur  supériorité  sur  les  anciens  tribu- 
naux, c'est  la   terreur  que_sent  ,dans  son  âmè  tout 
homme  compatissant,  d'en  condamner  un  .autre  in- 
justement ou, à  une.  peine  trop  j^évère  ^jsentiment  que 
la  longue  habitude  d'examiner:  et  de  juger  dès  accusét 
affaiblit  beaucoup  dans  les  meilleurs  naturels ,  comme 
le  remarque  M;--Laplace. -Rien  n'est  donc  plus  affli- 
geant pour  Tbumanité.  et  la  justice ,  que  la  nécessité  , 
ai  tantest  qu'elle  existe ,  deeréer  des  tribunaux  extraoi^-^ 
dinairéâ  ,^  dans  lesquels  il  eât  bien  difficile  que  Taccusi 
'  ne  trouve  pas  d'abord  par  la  nature  di^  pelit  qui  lui  ^êt 

a*  édition»  iS 


^4 

imputé,  iiD«  préTeodootrèidé&nroràUe;  ainsi  letiiKH 
tiTe-l-on  priiicipalaiient  sur  le  dai^jer  que,  dans  Garfelîna 
cas,  rimponité  des  coupables  peut  Cdrecoorir  à  la  so- 
ciété i*). 

i55.  Condorcet  a  en  égard  i  cette  dernière  ciraiB- 
stance  poor  les  délits  ordinaires  ;  et  cherdiant  à  conch- 
lier  les  intérêts  d*an  aiseasé  avec  la  sûreté  de  la  société, 
il  consacre  la  première  partie  de  son  onviage  à  déter- 
miner dans  un  grand  nombre  d'bjpolbèses  de  plnralité, 
la  prcAabilité  qa*tin  innocent  ne  serait  pas  condamné , 
et  celle  qn'an  coupable  ne  ferait  pas  absous.  Ponr  cela 
il  s'est  proposé  les  questions  suivantes  :  i*.  quelle  est  la 
probabilité  que  t erreur  nebûendra  pas  la  pluralité  ezi- 
gée?  3^  quelle  est  celte  que  la  vérité  obtiendra  cette 
pluralité?  éyènemens  ^pA  ne  sont  pas  contradictoires 
quand  on  exige  plus  que  la  simple  majorité ,  on  que 
le  nombre  des  totans  est  pair. 

£n  effet ,  si  Ton  suppose  constante  la  probabilité  de 
la  Térité  de  chaque  vote ,  que  ponr  abréger  on  &sse 

V  m  >• 

et  qu'il  jr  ait  p  votans  ,  on  aura 


1  '    •  t.Ù, 


p(p^i){p^iï)....(p^q  +  i')er^f 
n '-■ ^ — "T--*3[ 1 — ' — ■ » 


1  .'â.D.  • .  .<7 


(*)  VoycK  aiiMÎ  dans  Jec  Annaltt  dm  Méahématiques  pure»  et 
appliquées  (t*  IX,  p.  3o6),  desobsermdoi»  très  bien  flmdéeSy  sorles. 
inroQvéniens  de  réamrlies  opiaions  dec  juges  à  celles  da  jorjy  dan* 
certains  cas,  ce  qni  diminue  beaaconp  la  confiance  dne  an  {ugeoieBli^ 
«t  àggrare  le  sort  de  Pacctuë. 


t>^  P&OBÀftULITÊS.  d75 

pour  h  probabilité  que  le  nombre  des  votes  conformes 
à  la  vérité ,  ne  tombera  pas  au-dessous  àep^^q  ;  si 
ilouc  on  ^xige  la  pluralité  r,  pom:  condamner  un  accusé, 
et  qu*il  soït  renvoyé  8*il  n*a  pear  cette  plaraThé"  contre 
lut  I  l'expression  précédente  continuée  jusqu'à  ce  que 

</-(p-9)=:r— a,    d'où  q=€±I^i  , 

t 

donnera  la  probabilité  que  la  vérité  n'aura  pas  contre 
elle  la  pluralité ,  et  par  conséquent  que  raccusê  ne  sera 
pas  condamné  injustement':  voilà  pour  la  première 
question. 

La  seconde  dépend  encore  de  rexpression  ci-dessus  » 
mais  continuéeT  seulement  jusqu'à  ce  que 

p— ^—5f=r,  d'où  <;=e:=:r, 

condition  d'après  laquelle  la  vérité  ayant  au  moins  la 
pluralité  exigée ,  sera  nécessairement  adoptée ,  et  par 
conséquent  l'aocnsé  condamné  s'il  est  coupable* 

La  différence  de  ces  deux  probabilités  formée  de  la 
partie  du  développement  de  {e-J^fy^  commençant 
au  terme  affecté  de  i,^^''"^'')-'  y4(P-r)-M  .^^^^.^ 
celui  qui  Test  de  e^(A'-*-)+' /Hp4-r)-i^  renferme 
tous  tés  cas  où  la  vérité  ni  Terreur  n'auront  la  plura- 
lité exîjgée  y  et  variera  avec  les  nombres  r  et  p  (^). 


{*)  Afin  d'abr^er,  j'omets  la  discussion  des  formes  que  doivent 
aTcrir  les  noiùbrês  r  et  p,  pour  que  les  exposans  des  lettres  e  et  f  soient 
des  entiers:  Il  esc  bien  facile  à*y  suppléer.  On  voit  aussi  qn^en  cban- 
geam  e  en  /,  et  rëciproqntfment  dans  la  tcoonde  probabilitë ,  on 
formera  l'expression  de'  la  ptobabilité  ^ao  Terrenr  obtiendra  ^U 
pluralité  exigée ,  et  qui  es(  U  contrairt  dt  la  preihièrt  des  probà 
bilil^  indiqua  dans  U  texte. 

l8. . 


/ 
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■ 

'C'est  i  diminuée  çettç  difFéretiçe ,  en.conseryant  (f  ail^ 
leur«  Ja  plus  grande  i^aieur  possible  4  ]^  prâmièi^ 
probabilité ,  que  doit  tendre  la  coùstittition  d'un  trîi- 
I)ttDal  >  -coDâîdératioa  aaalogue   à   celle  du  n'*'    iSS^ 
Condorcet  a  disciUé  avec  soia  toutes  les  combinaisons 
auxquelles  -elle  peut  conduire  j  en  supposant  que  le 
nombre  dé  yotans  soit  impair  ou  pair ,  la  pluralité  conr 
atante  ou  proportfoonelle  au  nombre  des  votans  ,  ou 
composée  d*une,par.tie  proportionnelle  à  ce  nombre  et 
aune  partie  constante.  Il  a  examiné  ensuite  les  rela- 
tions qu'ont  entre  elles  les  diverses  quantités  qui  en- 
trent  dans   cè^    Calculs ,  soit  comme  données  ^   soit 
comme  inconnues ,  et  a  varié  les  questions  avec  un  dé- 
tail où  nous  ne  saurions  entrer.  On  peut  sans  doute  at- 
taquer ces  applications  du  calcul  des  probabilités  avec 
autant  de  raîson  que  ce  qui  regarde  les  témoignages^  et 
nous  avons  déj^  fait  connaître  les  principales  objectioDi 
qui  se  présentent  sur  ce  sujet  ;  mais  cependant ,  si  les 
hypothèses  auxquelles^ il  a  fallu  recourir,  ne  permettent 
pas  d'accorder  beaucoup  dé  confiance  aux  résultats  ôo- 
tenus,  la  connaissahce  des  comBinaîsbii? qu'elles  déve- 
loppent et  de  la  marche* des  valeurs  qui  en  dérivent, 
n'efet  pas  noii  plu3\  5ans)qùelqÙB  utilité  pour  dîfiger-Iàt 
réflexion  sùir  Ce  qu^hpéûf  arriver  réelleùierit',.  du  moins, 
quand  il  na  Vop^re    j)as  des-  -changemeps    brusques 
dans  la  probabilité  des  vote»  ,  et-  pour  <;lasser  les  faits 
afin  d'en  déduire  des  consequencçs  w^cises  et  appli-p- 
càDles.' 

i56.  Les  élections  sont  aussi  des  jugem en». lorsqu'on 
les  envîsiage  sousieréppotfdé  la  bonté  du  choix,:  qui 
dépendues  lumières  et  de  rimpàfçtjftlît^des  élepteura;<et.. 
l'on  pfsut  demander  qu^Ueestriaiprpbjibilité  qu'om  can- 
didat adàiîs- d'après  une  formediôrfriéede  scrutin  -,  à  une 
véritable  supéHoritè  sur  ses  confturrens.  Malheureuse- 
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inent^reâ  passiôiiis  ne -dérangent  ][)as  màîrts  tel  les  calculs 
qtie  daiis  les  témoignages  et  les  décisions.  En  vâîwCôiï^ 
dôrcet  W  plnsièurs  autres  publîèîstes  ont-ils  cherché 
desibrme^qnî  pussent -^ôter^à  Fîntrîgue  son  ÎMfl^ence  ; 
ou  ces  formes  n*ont  pas  été  soumises  à  l'expérience-,  où 
«lies  ont  été  trouvées  défectueuses.  Mais  en' renonçant 
"à-ce  point 'de  vue  du  problème  /  et  en  regardant-  Seule- 
ment une  élection  ^. OU',  cequi  est  lamêtne  chose ,  une 
décision  à  fa^pltiralité  des  voix  entré' plusieurs  propo- 
sitions*, comme  uh'mbyeri  de  terminer  les  débats  en 
adhérant  au  vœu  du  plus  grand  nombre ,  il«rês^(e  en- 
coiTe  beaucoup  de  diiHcuIté  à  constater  y  dans  cer- 
tains cas  ,  quel  .est  réellement  ce  vœu  (*)?  L'étendue 
à  laquelle  est^  déjà  parvenu  cet  ouvrage,  raé  permet 
à  peine  d'indiquer  sur  ehacuiie  de  ces  divisions  du 
sujet ,  quelques  principes  généraux.   • 

Lorsqu'il  n*y  a  que  deux  candidats  ,  la  majorité 'dqs 
suffrages  en  faveur  de  Tun  d'eux,  se  manifestant^ tout 
de  suite,  indique  sa  supériorité ,  ^i  les  électeurs  'sont 
également  éclairés,  et  dans  tous  les  cas  prouve  qu'il  a 
lé  vo^u-du  plus  grand  nombre;  mais  il' n'en-  est  plus 
ainsi  dès  qu'il  y  a  seulement  trois  candîdatsl-^En  ef-» 
fet,  quand  un  électeur  vote  seulement  pour  le  can- 
didat qu'il  estime  le  plus ,  il  laisse  indécis  l'ordre 
de*  pjéférenee  *  qu'il  '  assignerait  aux  autres'  s'il  :  était 
'oblige  d^  cboi&ir  ^ntre  eux;!  mais-  si.  chaque  votant 
écrivait  sur  son  bu)lletiu' les  trois  noms  de&  candidat! 
langés  dans  Tordre  d&  mérite  qu'il  leur  attribue  ^  2iè 
.pourrait-il  pas  arriver  que  celui  qui  a  été  lei  premier  sur 


(*)  II  ne  paraît  pas  qu^on  ait  fait  cette  distinction  arantM.  Dannoa, 
danrl'exeeHtfui  Mihnoireqn^il  a  lu  crt  i'an  ix  fï8o3) ,  snr  ce  sûjïl  ft 
la  Classe  des  Sciçacc^  ipo^aks  et  politiques  4e  r|psM{;|t ,  et  qui. 
n^ayant  etë  imprimé  qn\'i  part ,  est  a$sez  difficile  à  troavec. . 
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la  majorité  des  bulletins ,  mais  le  dernier  ivr  font  I» 
reste,  eût  moins  de  mérite  que  celni  qoi  a  été  inscrit 
le  second  par  tons  ceqx  qui  ne  lui  ont  pas  donné  fo 
premier  rang.  Il  est  aisé  d'apercevoir  qne  cela  d^en- 
drait  de  la  valeur  qu'on  attacherait  à  la  différcnc»  de 
mérite  entre  les  rang^,  ^ 

Si ,  par  exemple,  en  suivant  le. scrutia proposé  par 
Borda  (^]t>  on  donne  au  mérite  respectif  dea  cwrtdalî 
des  valeurs  proportioxmeUea  an  rang  qu'on  leur  assigne, 
qu'on  écrive  en  conséquence  3  pour  le  premier  ,9  pour 
le  second  et  i  pour  le  troisième ,  qu'il  j  ait  3  candidats 
désignés  par  lea  lettres  A^ByC^  que  4ur  ceut  votans 
65  leur  assignent  l'ordre  ARC  et  3&  tordre  nÇJi\  il 
est  évident  que  la  i9a)orité  des  suffrages^  estf.  ponr^., 
puisqu'il  a  été  regardé conuas^  s^r^sw  àteuis  lea  airtres 
par  65  électeurs  :  cepc^adaat ,  sil^Hi  estiipele  mérite  re* 
latif  des  candidats  par  la  somme  dçs  nombres  qu'ils  ob« 
tiennent  sur  chaque  liste ,  on  ne  trouvera  pour  ^  que 

« 

65.3+S5.i=a3o, 

tandis  qne\B  placé  le  premier  35  fois  seu]emept>  mais 
65  fois  le  second  j  aura 

*    65.a -4-35.3=^535, 

et  sera  par  oonséqaeat  éhi  dans  cette  forme  de^scrotin. 
-  Hvy  auiaitrien  à  dire  contre  cette  condosion,  si 
la  graduation  des.  miméros  était  exacte,  et  qu'ils  eussent 
été  appliqués  de  bonne  foi;  mais  il  n'est  pas  difficile  de 
voir  qu'elle  est  peu  sûre  sous  le  premier  rapport ,  et  que 
sous  le  second  elle  se  prête  facilement  à  l'esprit  de  ca- 
bale. Substituons  d'abord  aux  nombres  déterminés  3,  a. 


d^*)  Mémoiteê  de^  t Académie  des  Scieneùf  année  i^f  » 
pftf.  657, 
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M^ïeê  lettres  p,  q^  r,  ^t nous «rrÎTerons  par  fe  tuéme 
•cmtm  à  rélvetiOQ  àeA,  si  nom  potons 

ce  qui  peut  ^  £nre  d'une  infinité  de  mmièrea*.  £n  lais- 
«ont  aux  lettreâ^  et  r ,  leurs  valeurs  pcimitives  9  et  1  »  h. 
condition  ci>tdesBtts  devient 

65/1  +35:  >  35/?+  iSo    01^   5op>  gS  , 

etmontre  qu'il  suffit  de  faire /7^,3  -^  pouirque  la  somme 
des  numéros  obtenus  par  A^  soit  plus  forte  :  or  peut- 
on  balancer  le  mérite  des  candidats  aveê  un»  exactitude 
aussi  minutieuse;  etd^aîUeursresTOtàns  auront-ils  dantf 
Fesprit  Une  mesure  Gommune  à  laquelle  se  rapportent 
exactement  t'es  unité»  qu^ils  emploient?  Autrement  les* 
plus  sévères  déprécieront  trop  les  candidats  >  les  plus  in* 
dulffens  leur  assigneront  des  nombreatrop  forts. 

JLa  dépréciation  pourra  même  être  effectuée  de  mau- 
vaise foi  9  dans  Tintention  d'écarter  le  cooeurrent  qu'on 
craint  le  plus.  £n  eff'et ,  dans  Téxemple  que  je  viens  de 
donner,  35  électeurs  sachant  que  les' meilleurs  candi- 
dats sont  AttBi  «t  voulant  exclura  A  >  n^ont  qu*à  ^'^n-* 
tendre  pour  le  placer  au  dernier  rang-,  île  rendront  inutile 
Ib  vœu  d'une  m^orité  très  pronopçée  çn  9a  faveur.  Il 
n'est  pas^  douteux  que  dès  qn'tmQ  pareille  circonstance 
est  remafquée  ,.lç*pa9sion8  ^le  la  mettent;  bientôt  à  pro- 
fit; et  qu'on  ne  croy  e  pas  qu  elle^ue  puisse  ^voir  lien  que 
dans  quelques  cas.  £11^  est  au  con^aire  très  étendue  ; 
car  si  l'on  désigne  par  m+n  le  nombre  des  électeurs  , 
qu'il  y  ait  m  bulletins  dans  la  forme  ABC ,  et  n  dans  la. 
forme  BCA ^  Axk^  po^ra  être  élu  qu'alltan^que 

Zm  +  »  ^  Qjn  +  3»' ,     ou     m  >  fl/»  : 
il  lui  fiaudra  ddâc  plus  d,ei  |  des^suiftagçs^individuek.. 
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Les  inoonréiiie]»  à%  c^  acrutia  deviennent  encore  pin» 
graves  si  le  nombre  des  candidats  est  plus  considérable^ 

167  Lorsqu'on  a  reconnu  la  tfès  grande  difficulté, 
pour  ne  pas  dire  rimpossibilîté  d'obtenir,  par  les  appr^ 
eiatîons  de  chaque  électeur ,  une  évabiâtioa  exactB  du 
mérite  respectif  des  candidats,  il  faut  en  revenir  i 
'  prendre  pour  cette  mesure ,  le  vœu  bien  exprimé  de.  la 
majorité;  et  le  moyen  qui  se  présente  pour  connaître 
ce  vœu ,  est  de  consulter  chaque  électeur  sur  ces  candi* 
àat»  comparés  deux  à  deux.  C'est  à  quoi  peuv^ent  servir 
les  numéros  affectés  à  chaque  can<Jidaty  pourvu  qt|*oa 
ne  leur  assigné  d'autre  fonction  que  d'expHn;ier  le  rang 
dan^  lequel  ils  sont  placés  par  les  électeurs. 

En  établissant  un  certain  ordre  ABC^  par  exemple;' 
le  votant  af&rme  les  proposittoa»  aui  vantes  ^ 

^  vaut  mieux  que  i5 1        ^  m     •»  ^       *.    •  ]n 

„       ^  ^  >  d  ou  il  suit^  vaut  mieux  que  C 

B  vaut  mieux  que  Cy  ^      ♦'^ 

ce  qtie  pour  abréger  nous  exprimerons  par 

A>B,    ^>C,  .doù    A>C. 

Cela  posé,  3  candidats  pouvant  être  rangés  2  à  a  de 
six  manières  différentes ,  il  faudra ,  en  décomposant  les 
scrutins  comme  ci-^dessus,  chercher  quels  sont  les  ar- 
rangenaens  qui  ont  obtenu  le  plus  grand  nombre  de 
voix  et  en  déterminer  les  conséquences  sur  Tordre  à 
établir  entre  les  3  candidats. 

Supposons  que  60  électeurs  se  soient  partagés  sur 
Tordre  des  candidats  ,  comme  il  suit  ; 

a3  paur  ACB ,     19  pour  BCA  / 
iGfonvCBA,      a  ponv  CAB; 

fermant  d'abord  la  comparaison  de  A  ar^c  fi^  en  tro»-» 
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vera  que  laprbpdsitipn  >^>'^  est  étabKepar  93+^7=25 
suffrages ,  et  sa  contradictoiçi9  -5>r^^par  hgi+iGzzjSS ^ 
La  proposition  j4^  C  par  s3  et  sa  contradictoire 
C^A y  par  19+  i64-2r=37; 

La  proposition  B>>C  par  13  et  sa  contradictoire 
C>5,  para3+i6  +  fl=r4i. 

Parmi  toutes  ces  propositions  les  trois  qui  ont  obtenu 
le  plus  de  suffrages  >  sont  donc  C^B  donnée  par  4^  t 
6'>^par37,  ^>^par35^ 

Ce  système  de  propositions  qui  ne  renferme  aucunq 
contradiction  ,  étal>lissatit  Tordre  CBA  ^  donne  la  su- 
périorité absolue  au  can(fidat  (?,  qui  n'aurait  eu  que  18 
voix  sur  60 ,  si  l'on  n'avait  écrit  qu  un  seul  nom'  sur 
chaque  bulletin,  tandis  que  ^  en  aurait  eu  33  etB  19  ; 
et  si ,  conformément  à  1  usage  établîquand  Télection  doit- 
être  faite  à.la  majorité  absolue  ^  on  eût  obligé  les  élec- 
teurs dans  un  nouveau  ^rutin  (le  ballotage)  ,  à  ne  voter' 
quesur  lés  deux  cahdidats  gui  avaient  obtenu  le  plus^ 
de  voix  ,  (?  aurait  été  exclu.  Il  est  visible  qàe  ce  derni=er 
défaut  du  scrutin  ordinaire  croît  avec  le  'nombre-dés' 
votàns  et  des  candidats ,  et  qu'un  petit  nombre  d'éléc-' 
teurs    qui  s'entendent  peut  forcer  ,1  a  majorité  ,'  dont 
les  voix  se  sent  dispersées  sur  un  grand  nombre  de  can- 
didats ,  à  choi-sir  entre  deux  qu  elle»  repousserait  «i.ella. 
en  avait  la  liberté. 

•  iSS.'Dans  l'exemple  précédent  les  trois  propositions 
qui  9nt  pbtenu  le  plus  de  voix  sont,  comme  nous  l'avons , 
remarqué,  compatibles  ^ntre  elles  ,  et  toutes  nécessajj^es  » 
si  T-on  veut  établir  un  ordre  définitif  entre  les  candidats  ;;, 
car  les  deux  premières  laissent  indéterminées  lasubor-;^ 
dination  qui  doit  exister  entre  A  etB\  mais  cela  n'arrive 
pas  toujours.  Si,  lenombre  des  électeurs  restant  le  même, 
leuri  voix  étaient  divisées  de  cette  maùièré, 
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i2^fonT ABC,    s^nrjfCB,    aofour BCA, 
lo  pour  CAS,    sjfourCBA, 

on  trouyerait^  en  opérant  comme  cî-^essos^ 

A^B^T  3i  sdffrageset  B  ^  A  par  ag» 
-^>Cpar  ai  et  C  >  ^  par  Sg, 

j9  >  Cpar  3a  et  C  >  ^  par  a8; 

lapprochant  alors  les  propositions  qni  ont  obtenu  le 
plus  de  YohCy  on  tomberait  sur  le  système 

C^A  donnée  par  3g ,  ^ ^  C  par  3a  et  A^B  par  3l, 

dont  les  deux  premières  conduisent  nécessairement  à 
B^Af  résultat  contraire  i  la  3*. 

Poti|:  échapper  à  cette  contradiction ,  Condorcet ,  qui 
a  discuté  avec  beaucoup  de  soin  et  à  plusieurs  reprises, 
la  théorie  des  élections ,  propose  de  ne  composer  le  ré- 
sultat final  qu'avec  deux  propositions ,  lorsqu'elles  ont 
vne  conséquence  nécf^saire  »  «^  de  chercher  ensuite 
parmi  les  trois  systèmes^  qu'on  peut  fair^.en  combinant 
deux  à  deux  les  trois  propositions  indiquées  ci-dessu^^ 
celui  qui  a  obtenu  le  plus  de  suSErage^»  en  réunissant 
les  votes  qui  ont  été  donnéj^  à  cbaeiioe  des  propositions 
dont  il  est  composé»  Or  on  trouve  j^insi 

71  suffrages  pour  (f>A,  B>Cf  d*où  Tordre  BCA , 
70  C>A^  A>B,  cas; 

63  a:>C^4>U,  ABC: 

cVst  donc  le  premier  système  qui  est  voté  k  plus  for- 
tement, et  auquel  il  faut  s'arrêter  si  toutefois  on  est  forcé 
de  cofasommer  l'élection  (*).  Cette  dernière  restriction 
a  paru  très  nécessaire  à  M.  Daunou ,  qui  présente  contre 


(*)EsMaiêur  la  Pfohabiiité  dei  DétùioHs  f'DucQun  prâim^ 
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cette  inatiière  de  coiid>mer  let  propositions  ^  des  difB^ 
cidtés  trè»  fondées  ^  el  qui  pense  que  dans  ce  cas  douteux 
où  il  ne  saurait  j  avoir  de  majorité  bien  prouvée ,  ïe 
seul  parti  i  prendre ,  si  Yon  ne  pouvait  remettre  Télec- 
tion ,  serait  de  choisir  le  cao^dat  qui  a  la  pluralité  re^ 
latîve  (*). 

iBq.  Les  propositions  comparées  dans  les  numéros 
précédens  par  rapport  aux  nombres  de  suiTrages  qu'elles 
ont  obtenus ,  pourraient  l'être  par  rapport  à  leurs  pro- 
babilités lorsque  celles  de  U  vérité  et  de  Terreur  de  cha- 
que vote  aont  connues.  Par  exemple,  un  scrutin  de 
33  votes,  sur  lesquels  18  sont  pour  A  ^  Bet  A^  C, 
i5  pour  B^  A  et  C^  A ,  Sa  pour  ^  >:  C  et  1  pour 
C^B ,  condutrail:  à  félectlon  de  A  par  les  propositions 
A'^B  et  A'^.C,  dont  le  système  a  une  probabilité 

mab  la  très  grai^de  pluralité  q^aobtenjuel^prQpQsitiop 
B^C,  donné»  dans  le  cas  où  v  surpasserait  peu  79 , 
plus  de  probabilité  au  système  B'^  C  et  B^>A»,  quoique 
la  seconde  propAsitiojn  nt'ait  eu  que  la  nûnprité  de^  suf- 
frages. 
En  eiFet ,  la  pr<c3)abilité  de  ce  dernier  système  itwaf, 


ai  Ton  fait  m=«i^ ,  qu*on  réduise  au  même  déno- 
minateur les  probabilités  du  premier  et  du  second  sys^ 
tàme ,  on  trouve,  pour  leannmkiatqursji 

(*}  Mémoire  sur  les  Éleethné ,  pag.  63« 
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•xpre«gions  qai  deiriennent  i,o38  et  r,a6o  lortqn»- 
^  =:  0^9  ;  tf  ainai,  dit  Conâorcèt^-te  système  pour  lequel 
p  on  coDclut  la  pluralité,  n'est  pas  nécessairement  celui 
n  qui  a  la  plus  grande  probabrUté  (^*)  n  ;  mais  cependant 
on  ne  doit  pas  adopter  ce  dernier  dans  tous  les  cas , 
parce  qoe  souvent  1  une  des  deux  propositions  n^ayant 
qu*une  probabilité  fort  petite,  impliquerait  contradic- 
tion avec  d'autres  qui  en  ont  une  plus  grande. 

Si  l'on  joint  à  cette  diiHculté  celle  de  constater  la. 
probabilité  de  chaque  vote>  on  sera  bien  fondé  à  s'en 
tenir. dans  les  élections,  à  la  recherche  du  voeu  de  la 
majorité,  ce  qui»  comme. on  vient  de  le  voir ,  n'est  pas 
'toujoyr3  uae  chose  aussi  simple  qu'on  pourrait  le  penser. 
En  réduisant  le  nombre  des  votans  on  facilite  beaucoup. 
la  formation  des  vo^es  et  leur  dépouillement.  Cette  rai- 
son ,  jointe  à  d'autres  que  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'ex-* 
poser,  a  conduit  à.  établir  plusieurs  degrés  d'électioa 
pour  arriver  à  un  choix  définitif,  c'est-à-dire,  à  faire 
nommer  d*abord  des  électeurs  qui  doivent  à  leur  tour 
en  choisir  d'autres ,  et  ain^i  de  suite  ;  maïs  parce  mode, . 
l'influence  de  la  volonté  générale  diminue  à  chaque 
■nouveau  degré  qti  on  ajoute  à  l'élection ,  et  le  choix 
de  l'assemblée   la  plus   élevée  est  souvent  très  dif- 
férent de   celui   qu'aurait  indiqué   cette  volonté  /  si 
on  Fâvait  immédiatement  consultée  :  un  cateùl'  fort 
simple  rend  très  frappante  la  vérité  de   cette  asser- 
tion (**). 


(*)  Essai  sur  la  Probabilité  dès  Dépisions ,  pag.  X!i3k 

(**)  Voyez  les  Remarqaes  de  M.  Gergonne,  Annales  do  Bfath^ 
matigueSf  tome  YI,  pag.  i. 
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De  la  probabilité  des  milieux  pris  entre  plusieurs  ob^ 

sérvations. 

160.  Pour  acliever  de  parcourir  les  principales  .ap- 
plications du  calcul  des  probabilités  ,  il  me  reste  à 
parler  de  la  manière  de  prendre  le  milieu  entre  plu- 
sieurs résultats  ou  observations,  en  ayant  égard  aux 
diverses  probabilités  des  erreurs,  ou  de  déterminer  les 
corrections  les  pi  as  avantageuses  que  des  valeurs  dé}à 
très  approchées ,  doivent  subir  pour  satisfaire  le  mieux  • 
possible  à  un  grand  nombre  d'observation».  Cette 
recherche,  commencée  par  Lagrange ,  éclaircie  par 
Euler  (*) ,  a  été  poussée  très  loin  par  M.  Laplace  ; 
mais  comme  elle  se  rapporte  principalement  à  TAs- 
tronpmîe ,  et  dépend  de  la  forme  des  méthodes  em- 
ployées dans  cette  science  «  elle  sort  des  limites  que'j'iai 
dû  me  prescrire.  Je  me  bornerai  seulement  à  dohjïer 
une  idée  de  la  manière  dont  le  calcol  des  probabi-^ 
lités' s'applique  au' cas  le  plus  simple  de. la  ques- 
tion, celui  où  il  s'agit  de  prendre  le  milieu  entre' 
plusieurs  déterminations  .immédiates  de  Ja  '  qu^ij^té 
cherchée».  •'     "  -^  ■■>  .  '-   -  » 

.  Dans  lé  principe  on*  a  comparé  les  obsetvationsï^aûx 
jets  d'ith.  dé  ayant . autant  de  faces  qu'on  admettait'  * 
cferre.urs  posîiibleè,:  et  Ton  a  supposé  d'abord  que. -cerf    • 
erre^uts,  étaient  également  prpba^les^-P^r  e;x€^mple^'  si- 
pour  :se  rendre,  compte  dfnne  mesure  daiit  Jè  résultat' 
ne  pei^t  pas'  s'élçignér  de -là  vérité,  soit- en  plus,  soit 
en  moins,  au*delà  de  5  parties. très  petites  >  comme 
5  secondes  de  degré ,  on  conçoit  un  dé  ayant  1  x  faces 


.  » 


(*)  Mélanges  de  la  Société  de  Turin ,  t.  v ,  p.  167,  iVoya  Acta 
A€ad»  Petropblitanœ,  t.  m,  p.  289. 
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marqnéei  par  lej  nomltee» 

—5,— 4-— 3,  —a,  — i,o,+i,  +a,  +3,  +4,  +€, 

tm  nombre  n  d'observations  étant  assimilées  an  jet 
de  n  dés  semblables ,  les  erreurs  dont  peut  être  af^ 
fectée  la'somme  de  ces  observations  seront  exprimées 
par  la  somme  des  points  que  peuvent  présenter  les 
dés.  n  suit  de  là ,  et  du  n^  56,  que  cette  somme  pourra 
.  recevoir  toutes  les  valeurs  marquées  par  les  exposans 
de  X  dans  le  développement  du  polynôme 

Le  terme  affecté  de  Fcxposant  séro  r^ondatit  an 
oà»  où  toutes  les  erreurs  se  sont  comptfkisées  ^ns  la 
somme  des  observations ,  son  coirificiettt  divisé  par 
(il)*»  exprimera  la  prob^nlité  qute  cette «omme  est 
eatacte,  et  qu*én  la  divisant  par  le  mttnhren  des  ob- 
servatioas,  on  aura  la  vraie  valettr'de  la  quantité  cha> 
Qoée. 

^  an  lieu  ^  se  borner  aa  terme  'dont  Féitposaiit 
est  G  9  on  embrasçe  plusieurs  autres  termes ,  on  en  dé-' 
duira  alon  la  probabilité  qae  IWrtiir  ^e  la  Aôbime 
*  des  observations  «streb&riun&e  astre  oettames  Ikaites. 
Ainsi  y  en  réunissant  ]p$  tennc»  ûimt  la»  «cposaas  sont 
-^•a,— 'I,  o,  +i-(-a,  on  auffi  la  probabilité  que 
Perreiir  de  la  somme  des  observatiofis  >ôe  ^surgassera 
pas  n  secondes,  soit  en  phis^  sait  an  moâis,  erreur 
qui.,  dans  le  résultat ,  étant  divisée  par  n,  sera  cbm« 

prise  entre  les  limites  —  -  et  -^ — . 

n  n 

Le  développement  du  polynôme  proposé  s'abrège 
beaucoup  ^ar  le  procédé  du  n®  56«  Dans  l'exempta 
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ci-deisui»  on  a 


(1  — .  x"\* 
— — ^^  =  ar5«(i  _  X»)"  (i  — a:)-», 

çt  il  ne  sera  pas  difEcile  de  former  le  coef&cie&t  du 
terme  affecté  de  tel  exposant  qu'où  voudra. 

]6i.  Quand  on  assigné  aux  erreurs  des  probabilités 
diverses ,  cela  revient  à  supposer  (]ue  chacune  de  ces 
erreurs  est  marquée  sur  un  nombre  de  faCes  propor- 
tionnel à  sa  probabilité  ;  en  sorte  que  si  Ton  suppose 
toutes  ces  probabilités  réduites  au  même  dénoûiina-'' 
teur  y  et  représentées  par  la  lettre  e ,  nun^érotée  d'après 
Terreur  à  laquelle  elle  se  rapporte ,  les  chances  d*er-« 
reur  dans  la  somme  des  observations  sjcront  donnée* 
par  les  coei&ciens  des  puissances  de  x ,  dans  le  déve^, 
loppement  du  polynôme 

si  ]e  nombre  des  erreurs  possibles  est  encore  limité 
à  5. 

On  voit  que  par  cette  manière  d'envisager  la  ques- 
tion,  la  difficulté  est  tout  entière  dans  la  longueur 
des  calculs  j  qui  devient  excessive  dès  que  le  nombre 
des  erreurs  possibles  et  l'exposant  n  sont  considéra-^ 
blés  ;  et  c*eit  à  diminuer  cette  difficulté  quie  s*est  at- 
taché Lagrange  dans  le  Mémoire  cité. 

Il  a  fait  aussi  plusieurs  hypothèses  sur  les  probabir 
lités  des  erreurs.  En  supposant  >  par  exemple  »  les  er- 
reurs d  autant  moins  probables  qu'elles  sont  plqs 
grandes  ,  et  se  bornant  toujours  aux  nombres  d« 
Fezemple  précédent,  on  pourrait  prendre  pour  la  lettre 
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e  la  progroflsion 

« 

1,  ia,.3,  4,  5,  6j  5^  4,  5,  a,  i; 

en.  sorte  ^e  le  poïjmomé  à  développer  aeraft 

(ar^  +  ax-^+  3jr-3  +  4x— + 5x-'  +  Sx* 
'      +5x'  +  4x»+3x3  4^ax*4.x5)«. 

Quant  ai^  dénominateur  commun  des  probabilité» 
des  errepr^  .  c'est  évidemment  la-somme.  dea  nombres 
substitués  auix  eu  .    •      .. 

.  Si  ces  probabilités  -ne  formaient  pas  une  progres- 
sion symétrique  comme  la  précédente  ;y  tant  par  rap* 
port  aux  erreurs  positives  qu'aux  fi^gatives,  il  pourrait 
arriver  que  le,  plus  .gr^d  terme  dp  (développement  ne 
çerait  pas- affecté  de  x?.^. mais  d'une  autre  puissance 
^e^.x^ .  dgnt  1  exposant  indiquerait,  alors  J'erçenr  )a 
plus  probable  dans  la  somnie  des  qbserva,tions.  Il 
faudrait  donc  corriger  cette  erreur  avant  de  diviser 
la  soplme  dopnéçi  ^.let|uotient  obtenu  'enijui te  serait 
le  résultat  le  plus  probable. 

ÎSq.  Yoilà  à  peu  prés  toutes  les  notions  élémentaires 
qu'on  p,eut  donner  sur  ce  sujet.  Pour  s'élever  au-delà 
n  lauclrait  l'étendre  beaucoup ,  et  d'abord  remarquer 
qù'imé  observation ,  pouvant  différer  du  vrai  pai*  des 
intervalles  aussi  petits  qu'on  voudra.,  le  hombre  des 
erreurs  à'  considérer,  quoique  assujetti  à  des  limites 
finies ,  doit  néanmoins  être  regardé  comme  infini ,  ce 
qui  fait  entrer  cette  recherche  dans  le  domaine  du 
Calcunntégral.C^^oy.  lanotëîH.)    '  •    '  • 

Ensuite^  le  plus  soïivent,  les  quantités  à  détermi- 
ner ne  sont  pas  données  immédiatement  par  les  ob- 
servations ;  elles" doivent  seulement  être  telles*,  que  par 
certaines  cambinaisons  avec  des  nombres  antérieure— 
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ment  connus ,  elles  représentent  ces  observations ,  et 
si  elles  ne  le  font  pas  exactement,  c*est  qu^il  y  a  erreur , 
soit  dans  ces  quantités,  soit  dans  les  observations 
mêmes.  Cette  dernière  circonstance  fait  que  dans  le 
problème  il  j  a  bien  plus  d'équations  que  d'incon- 
nues ;  et  la  manière  de  les  combiner,  pour  en  obtenir 
le  résultat  qui  a  la  plus  grande  probabilité  »  ainsi  que 
de  déterminer  cette  probabilité ,  dépendant  de  la  forme 
de  ces  équations ,  '  sort  entièrement  des  limites  de  ce 
traité*  Je  dirai  seulement  que  la  règle  la  meilleure^ 
celle  de  rendre  un  minimum  la  $omme  des  quarrés  des 
erreurs,  où  elles  entrent  dans  leur  entier,  quel  que  soit 
leur  signe ,  a  été  établie  d'une  manière  très  simple ,  par 
M.  Legendre.  Quant  à  1  évaluation  de  la  probabilité  du 
résultat  auquel  elle  conduit ,  on  la  trouve  dans  la 
Théorie  analytique  des  Probabilités  ,  et  dans  un 
Mémoire  où  M.  Plana  a  traité  de  nouveau  ce  sujet 
avec  beaucoup  d'étendue  et  de  clarté  (***)« 

De  t évaluation  morale  des  Probabilités» 

i6â.  Lorsque  le  calcul  des  probabilités  est  appliqué 
à  des  sujets  qui  intéressent  notre  fortune  ou  notre  vie  ^ 
des  nombres  abstraits  paraissent  peu  propres  à  nous 
faire  connaître  Timportance  que  nous  devons  attachera 
ses  résultats.  Mais  si  l'objet  de  ce  calcul  est  de  ramener» 
autant  que  faire  se  peut,  nos  impressions  aune  mesure, 
exacte ,  il  doit  nous  offrir  aussi  le  mpyen  de  trouver  une 


mt 


(^}  Vojez  d^abord  JYout^elles  méthodes  pour  la  détermination 
des  orbites  dés  comètes ,  par  M.  Legendre ,  p.  7a.  Depuis  la  pa- 
blicatîon  de  ce  Mémoire ,  M.  Gauss,  de  son  côté ,  était  parrena  à 
la  même  règle,  dans  sa  Theoria  motus  corporum  cœlestium* 
Voyez  ensuite  le  cfaap.  IV  de  la  seconde  partie  de  ia  Hiéorie  ana* 
lytiqi^  des  Probabilités ,  par  M.  Laplace,  et  dans  les  Mémoireê 
de  V Académie  de  Turin  ^  ann.  18x1— i8ia,ccltii  de  M.  Plana. 

a*  édition,  *  19 


inipre«4ion  équivalente  à. une  mesur? .^o^^!^^^-  ^  ^^^^  * 
placés  au  milieu  d'une  foule  de   dangers  quQ  noud 
soinnies  obligés  de  brayer  soit  pour  ;ioti:ç  intérêt  ou 
pour  notre  plaisir,  et  sur  lesquels  l'habitude  et  rQpiaiou 
générale  paraissent  assez  constantes ,  les  probabilités 
'de  ces  dangers  peuvent  servir  de  termes  .d^  cpmparaisoa 
avec  ceux  qui  ont  été  calculés  etnot^  encore  éprouvés. 
Pour  un  intérêt  awf z  modique ,  ^u  tomme  ^prudeot 
entreprei^d  une  traver^éç  plus  ou.  moipf  lp»£P« ,  wr 
'mer ,  un  passage  djfljcile ,  p^  eyempje  cçlpi  4u  pont 
Sa^i^t-Esprit  lorsqu'on  descend  le  Rbô^e»  bat^ai^  et.une 
feule  d'autreslaptions  assujetties  à  d«s  ri«i?ef  ^y^a.  Si 
doue  on  avait  des  relevés  ç^çts  ijui  %ent  poi?u^tre 
la  proportiop  de3  apcidens  aux  succès,  pu  «a Réduirait 
vpe  éphellç^e  probabilités,  fîout  lay^eur  moralf  fierait 
;mps'urée   p^  ï'ijpportwce  atlach^é,^  au?   réso^i^ons 
qu'exigent  le?  e?;itreprisea  dpnt  il  f'agî^  pn  pourrait 
aussi  compreifdr.e  daiw  çéU^  classe  l^s  risqffgs  pécu- 
niaire» auxquels  se  soumettent,  dans  lespoir  d'un  gain 
plus  OM  raom  QOvsidérablç,  des  bommea  coamis  pour 
Jeur  expérience  et  leur  sagesse  dans  la  conduite  de 


leurs  affaires;  mais  ces  doimées  mauquant .  on  a  tâché 
d'y  suppléer  par  les  Tables  de  i^iortalité  (*) . 

Buffon  s'en  est  servi  pour  déterminer  une  limite  au- 
dessous  de  laquelU  toute  probabilité  devait  être  re- 
gaf-dée  comme  nulle  (82)  ;  il  fi^fa  cette  limit^  4  7^^  , 
parce  qu  aiicyn  homme  dans  son  bon  sen§ ,  n'çst  frappé 
delà  crainte  de  mourir  dans  le  jour,  et  que  sur  10000 
personnes  il  en  meurt  une  dans  cet  intervalle.  Daniel 
Bernoiiili  pi)serva  d'abord  qj/^p  pouir  iom^if  ««?î«  ^a- 
îe«F  ftvep  ^xilctimAè ,  U  f^lftiï  û'y  P^  çpmprwdre  les 

(*)  J^^sai  sur  la,  j>rohaMU^  dfs  Décisions,  |j>?S.  ?a5,  èi  Dis- 
cours pî:j:lipQiifaîiire,  pa^,  çyij. 
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individu^  gui  avaient  une  maladie  ou  des  mortif^  connus 
de  craindre  Dne  mort  prochaine }  et  Condorcet  pensak 
qu*uj2  risque  nécessaire  et  «habituel  ne. pouvait  çAsaecv'ir 
de  terme  de  comparaison  lorsqu'il  s'agit  d'une  détermi- 
nation volontaire  ;  que  d'ailleurs  on  ne  pouvait  pas  se 
borner  à  ce  seul  terme .,  et  qu'ail  en  fallait  an  cdntraire 
un  très  grand  nombre  >  a&iqti'i}  y  en  eut  poèrles  dî-- 
Terse^'^cidatio&â  qu'jon  pouvait  se  proposer.Cette'der- 
saière  objectionme  parait.au  fond  la  plussolidè;  carst 
2X0US  sons  habituons  .pour  nous-mêmes  au  dang^ 
fde  mourir  dans  un  intervalle  de  temps  très  4:oiiJt  ^ 
nous  l'api^récious  mieux  à  l'égard  ^es  ^luk^es  y,  «C 
nous  faisons  reposer  des  intérêts  plus  ou  moins  ^and> 
sur  l'existence  des  pecsonnes  9  d'i^uès  leur  âge'et  l'état 
de  kvr  santé* 

ËB  «aleulaat  donc  le  risqae  de  œôarir  dans  i%B* 
tervalle  d'un  an  ^  d'un  sftoîs  y  d'êiBe  «eteaîne  ^ .  d'tin 
)OiH'>  d'une  èeâre  méme^  pour  des  petsonnes  bien 
poiïanlres  de  diffâ>ens  «âges ,  on  formera  sans  peine  l'é*- 
cbeUe  deht  'nous  avons  parlé. 

La  T^e  dressée  par  De^aitieiix  sar  les  iwit-^ 
vidus  choisis  (126}  ^  donne ,  à  l'âge  de  ûo  abs,  ia  ^-^ 
babilité 

8  r 

BT-s  on  envûron  -= —  de  moiMûr  dai|s  Fanaée , 
Si4  100 

^  '  danéWmtmi    > 

dans  lasuaaÎBe; 
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Ces  probabilités  voient  avec  l'âge ,  mars  pat  des  dif-^ 
Terences  qui  sont  d'àUtànt  moindres  ^  que  fintervsAle  de 
^emps  est  plus  court.  Prenant  dans  la  lùêine  TabTe  les 
probabilités  analogues  potii:  l'âge  de  5o  ans  »  on  troùye 

lô  ,  lO,      ,        *.  .  ^ 

c^-dans  un  an.  ?;? — r*  dans  une  semame .  etc. 
58i  58i,5a 

Si  l'on  retranche  de  cette  probabilité  celle  qui  cor- 
Vespond  à  l'âge  de  ao  ans ,  la  différence  sera  la  mestire 
de  l'augmentation  que  l'âge  apporte  au  risque  'de 
mourir  pendant  la  semaine ,  augmentation  dont  l'iâi-^ 
portance  'morale  est  fort  petite  ;  car  oin  homme  de 
5o  a^s  (pli  jouit  d'une  bonne  santé ,  n'appréhende 
guère  {illusde'ûiourirdàns'Un  intervalle  très  court,  qu'un 
jeune  homme  de  ao  ans.  Ce  genfe  de  probabilité  était 
celui  que  Cbndotcet  proposait  de  pYéférenCe  ^  60mfme 
pouvant  servir  de  terme  de  coniparaison.  Au  reste  ce  ne  ' 
sont  encore  là  que  des  vues  qu'il  ne  faut  pas  trop  res- 
treindre ;  car  il  est  'évident  que  le  sujet  ne  saurait  ad- 
mettre des  nuances  bien  délicates ,  et  que  le  but  est 
rempli  quand- on  a  offert  à  l'imagination  un  rapproche- 
ment qu'elle  peut  saisir. 

Résumé  général. 

î65.  Dans  les  Notions  préliminaires  formant  le  pre- 
mier paragraphe  de  ce  Traité ,  j'ai  tâché  de  faire  sortir 
celle  de  la  probabilité ,  des  habitudes  mêmes  de  notre 
entendement  >  et  de  montrer  que ,  reposant  par  sa  na- 
ture sur  une  énumération,  elle  pouvait  être  susceptible 
de  se  prêter  au  calcul ,  au  moins  dans  un  grand 
nopibre  dé  cas*  Après  avoir  parcouru  les  plus  impor- 
tant ,  il  me  paraît  utile  de  résumer  les  circonstances 
remarquables  qu'ils  nouai  ont  offertes,  comme  devant 
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«empiéter  lé  Tableau  de  la  «cience»  déjà  ébaucbé  ea 
parlant  de  son  origine. 

Déterminer  le  rapport  du  nombre  dea  chances  qui- 
amènent  un  événement,  au  nombre  total  des  chances 
qui  peuvent  arriver,  en  descendant  jusqs^  celles  quit 
sont  également  possibles:  tel  est  le  problème  à  ré- 
soudre quand.Ies  évèBemens.8ont  produits  par  des  combi-- 
Baisons  dont  tes  éléniens.  sont  donnés  et  dont  le  mode 
e^t  (^nnu^i  ce  qui  est  le  cas  des  jeux;  et  l'on  sent- 
qu'alors  le  calcul  doit*  souvent  rectifier  les  simples^ 
aperçus  du  bon  sens,  qui  ne  peut  pas  suivre  le  détàib 
des  coiobinaisons  lorsqu'elles  se  multiplient  et  se  coxp- 
pliquent  au-delà  d'un  certain  terme.  Au9si  avons-nous, 
donné  plusieurs  exemples  d'erreu]:^.reiniU:quables(i9«^ 

Le  penchant  qui  nous  fait  attendre  a.vec  plus  de. 
confiance  l'arrivée  de  l'événement  par  rapport  auquel. 
Qous  pouvons  répéter  plus  souvent  le  jugement  de  posr 
sibilité  que  le  jugeaient  contraire  (5),  ne  serait,  dans, 
le  cas  qui  nous  occupe ,  qu'une  illusion  ,81  la  théprie^ 
ipathématique  des  combinaisons  ne  montrait  pa^  que. 
le  nombre  de  celles  qui  sont  favorables  à.  ce  penchant , 
augmente  à  mesure   qu'on  embrasse   un  plus,  grand, 
nombre  d'épreuyes  C^3),  et  qu'elles  conduisent  4  des 
grobabllités.  dont  1^  grandeur  frappe  égalen^ent  tous 
les  esprits;  en  sorte  que  le  t^mps.  donnerait  aux  plus, 
grossiers  la  preuve  de  ce  qui  ne  peuit  d!abord  être  saisie 
que  par:  une  sagaçilé  très  exercée  :  et  de  là.se  déduit 
le  petit  nombre , de^  propositions  sufilsaiites  pour  fonder^ 
les  motifs  qui,  nous  font;  croire  à  la  probabilité  (39 , 

■    ■  ■ t    II  I  ■  ^ ■■   Il    II  ■ 

(^)  Le  fond  de  ces  dÎTecses  propositions  est  renferma  dans  ce  juge- 
ment de  Gibbon,  a  Les  lois  de  la  probabilité  si  vraies  en  général, 
»  si  trompeuses  en  pariiçulier,  »  {Mémoires  de  Gibàon,  1. 1*^  ^ 
p.  a6i«»a6a  de  la  traduction  française.) 


V- 


Celte  nafitae  propniélé  da  la.  r^étition  des  épseiure» 
conduit  à  révalnation  pécuniaire,  des  éwènenxaas>  aléar* 
tpiresii  etiinetUwC  ett:.é9iëeiice  lea  8mte8[qne.dvît  «roir 
nécesMÔreiDent  à  JaJott^e-^  la  plus petile.mégaKti  dan» 
la  soit  des  \ûamxr$^  ^.qu'elle,  est  caasVÈaat»(6ç^  , 
moBtne  eombien  il .  eal  imprudent  de  se  livrer  au  )«a 
quand. on»  j> a  du  davantage,  et  même  de  risquer  des 
semmea^uapeu: ccMisîdécables  ,  quand  le  {eu  est* égal , 
parce  qne  dans:  une  longue  suide  de»  partie»,  il-  deideot 
dsploeen^pln»  probablcque  Tundes  joueurs  éprouvera 
mapeite  suvpasssBit  teâe  somme  qu'on  Tdudmi  (71); 

r€4-  Ce- n'est  pas  pour  les  seuls  évènemens  que  nous 
pouTons  voir  sortir  des  combinaisons  qui  Ibs  prodbi- 
MOT  y  que-  Ik-  probabilité  acquiert  du  crédit  sur  notre 
esprit  ;  elle  opère  de  mêoie  à  l'égard  de ,  la'  répéti-- 
tibn  ék%  SaXsr  dbnt  Fôrigine  hous  est  totafement  in- 
oonuue;  lEKr.  assimilant- la  production  àè  ces  £dt3  au 
fetd^an  dé  y  au  tiirage  dé  numéros  pris  au  busard 
dans*  une*  urne,  on*  dbit  en-  effet  conclure  dit  tbéo- 
rètatte-  de  Jaeqoes'  Bènoulli-  (34)  que ,  si  dés  -  obser- 
vation»-mnltiplfées  manifestent^  dans  là:  sucçessiou 
des  dîversiélrènemeiis-,  des  rapports  renfermés-  entre 
des  limitesi  preu  distantes ,  ces  rapports  indiquent  à 
peu  prés  lès  protiabititéè  simples  d^âprè^  lesqpelles 
on  pent  conjecturer  sur  Vàvenirw  Le  sentiment  dé  la 
constance  dès  l6is^  de  là*  nature  ^  inspité  dé  bonne 
beure,  parTImmense  répétition  des  mêmes  succes- 
sions- dans  lé  ^plus  grand'  nombre  dës'  faits  qui'se-  pas- 
sent sous  nos^jeux^  a^it'  condfiit  à*  cet  aperçu';  mais 
il  n'hait  pa9-inutilè^  <;e-mesem6l6  ,  de-  le  voir  sortir 
aussi  du  développement  des  combinaisons  mathé- 
Italiques  y^ety  ce  qui  est  encore  plus .remarqua];»lë^  de 
rôbtenii-.comp^  Je  terme  ippy^  dutiUorn^re  infini  4^y-i. 
p0lhèsjWrqiC^nt.p^i^&iM>siuH  laipembitita^de^i^éiio 
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mens  dont  les  causes  sont  tout-à-fait  ignorées  (87,  q5)» 
C'eât  sous  cette  dernière  forme  qu'il  est  bien  circonscrit, 
qu'on  reconnaît  les  bornes  où.  il  £aut  le  renfermer» 
et  comment'  l'assurance  diminue  à  mesure  que  l'éf, 
tendue  de  l'avenir  augmente  par  rapport  à  eelle  du 
passé  (91). 

La  fréquente  succession  des  mêmea  faits  ,  qui  mène 
à  l'idée  d'une  liaison  nécessaire  entre  eux^  étant  sou- 
mise au  calcul ,  donne  une  mesure  de  la  probabilité 
de  cette  liaison,  et  montre  jusqu'à  quel  point  on 
peut  y  compter ,  quand  même  on  n'aurait  pas  d'au- 
tres motifs  de  l'établir  (104,  io5).  Cette  théorie  mérito 
quelque  attention  ,  puisqu'elle  offre  un  moyen  très, 
spécieux  de  réfuter  les  excès  du  scieptjcisme  ,  sans  re- 
courir à  ces  principes  posés  à  priori ,  et  tout  au  moins 
aussi  doiibux  et  aussi  obscurs  que  ce  qu'on  prouve* 
par  leur  secouirs.  , , 

i65.  La  détermination  des  probabiljfés  ,  par  le 
nombre  et  le  mode  des  combinaisons.,  le  même  pro- 
blème, lorsqu'on  n'a  pour  données  que  l'ob^eryation 
des  évènémens  passés ,.  euEn  la  détermination  de  la 
probabilité  de  l'existence  des  cau6es  ,  ou  ,•  pour  parlei^ 
plus  exactement.,  des  tendances  naturelles  à  la  pro- 
duction des  évènémens  qui  sont  plus  répétés  que 
d'autres  ,  sont  donc  des  questions,  dont  la  solution 
n'e&t  paà  seulement  curieuse  comme  pouvant  exiger 
beaucoup,  de  science  de  calcul ,  mais  encore  comme 
donnant  des  fondemens  plus  solides  aux  prkiGipe»  gé- 
néraux de  l'art  de  conjeeturer  (*)• 


ir    ri  I  -•  I-  -I  n>ii     II'    ma  ■•   •   "  '   r'  t   [• 


(*)'La'JerUièf'e  dé^c^s.  qti<Àtioiis,  cotfsidéreie  eu  gt%ëràf,  a  bien 
i^imponancie  qà^on  litt  attribue  ici,  mais  rion  pas  dans  tomes  ses* 
appticUtiotiS.  La  cdUbàiSiatice  de'  la  valeuc  précisé  de  la  probabîtiié 
q^ae  des  effets  ^'tft  das  à  wné  cause  pttttôe  qu'aii  hiasatd,  n^appre- 
«aaiiieaaui:]<i  nature  d«.c«tce  éoive,  parait. biou  loia'de  tépùttâte^ 


\. 


!19&  TRAITÉ,  £I.£M£NTJUAC: 

i6S.  Pour  appliquer  cet  art,  il  faut  des  données  ;, 
et  attirant  leur  nature  elles  seront  susceptibles  ou  non 
de  se  prêter  au  calcul.  Celles  de  la  première  espèce 
ne  manquent  point  dansâtes  }ëux^  où  elles  se  tirent 
des  conventions  établies  et  de  la  forme  des  insti^— ^. 
mens    aléatoires*  D'ans  les    autres   applications  ,    ce 
sont  des  faits  qui   n*ont   encore    été   recueillis    que 
d'une  manière  très  incomplète  ,  et  pour  certaines  clas-. 
ses  seulement.  La  principale,  celle  dès  faits  concer- 
nant la  dupée   de  la  vie  humaine ,  a.  fourni  d'utiles, 
spéculations,  et  d'autant  plus  sûres,,  qu^elles  ont  [été; 
appuyées  sur  les  élémens  plutét  obsereéa  que  con- 
clus ;  car ,  ainsi  qu'on  l'a  vu  plusieurs  fois  dans  le 
cours  de  cet  Ouvrage ,  c*^est  par  les  hypothèses  ima-*. 
ginées  pour   suppléer  aux  observations   immédiates^ 
que  Terreur  sMntroduit  dans  le  calcul.  Les  questions 
qui  s'y  montrent  le  plus  rebelles  sont,  sans  contre-, 
dit,  celles  qui  tiennent  à  la  volonté  des  hommes; 
mais    cependant  nos  actions  ont    des    conséquences, 
aussi  nécessaires  que  celles  de  toutes  les  autres  forces 
de  la  nature  ,  et  laissent  des  traces  qui,  scrupuleuse- 
ment examinées,  discutées  et  énumérées,  fournissent 
à  posterivri  une  mesure  de  la  valeur  de  ces  actions.^ 
Si,  par  rapport  aux  témoignages,  aux  jugemens ,  les. 
passions  se  jouent  du  calcul  ,   leurs  effets  bien  6h^. 
serves  en  préciseraient  toute  Pinfhience  beaucoup  mieux 
que  les  déclamations  auxquelles  on  peut  aisément  aveo. 


par  «on  uiilitë  k  Tappareil  de  calcul  qa'enge  très  souTent  sa  de  ter- 
minatioù.  Quand  ia  rcpétitlou  des.faits,  ou  leur  constance  est  suf&i 
samment  constatée  par  les  moyens  les  plus  simples  ,  on  e85aye  de^ 
les  lier  par  des  hypothèses  ;  et  J'histoire  de»  sciences  pronx^  qu'on 
marche  à  cet  égard  du  simple  au  composé^  en  suiyant  Tordre  des ^ 
appareqçes ,  qu'on  prend  d'abord  ce  qu'on  voit  pour  ce  qui  est ,  et^ 
qu'on  rapporte  les  iVm^  «t  U*  eff<^U.|iouvcaux.à  ceux  ^tti  sçmhkat- 
le}J^l^•.TépeV<^, 
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de  bonnes  intentions  >.  et  ppu  de  lumières  >  se  livrer  !sur 
lia  sujet  tant  rebattu. 

Ainsi  ne  nous  lassons  pas  de  répéter  ^  avec  tous 
ceux  qui  désirent  sincèrement  les  progrès  de  la  civi- 
lisation, qu'il  en  faut  toujouss  reyenir  aux  faits;  que 
tout ,  k  la  longue ,  peut  se  compter ,  se  mesurer  y  et 
par  conséquent  être  soustrait,  au  moins  en  grande 
pa^ie-,,  à  l'empire  de  l'imagination  ;  mais  disons  aussi 
qu'on  ne  saurait  atteindre  ce  point  si  désirable ,  qa*en 
mettant  la  plus  grande  rigueur  et  le  plus  grand'  dé- 
tail dans  la  classification  des  faits,  afip  d'éyiter  ces 
associations  irréfléchies  et  inexactes  qui  chargent  les, 
meilleurs  principes.,  de  conséquences  odieuses  tout 
à  fait  étrangères  à  oes  pmcipes  ,  comme  on  pour-^ 
rait  le  prouver,  non •  seulement  par  des  discussions 
raispnnées ,  mais  en  montrant  par!  les  faits,  que  les. 
mêmes  conséquences,  ont  pu  êtpe  tout  aussi  légitime-^, 
ment  attribuées  aux  principes  les.  plus,  opposés. 

Enfin,  quand  les  faits  pianquent  ou  ne  sont  pas  con-«. 
cluans ,  la  discussion,  qu'il  faut  substituée^  aux  mouye* 
mens,  d  un  enthousiasme  souvent  factice^  par  lesquels  on 
a  égaré'  les,  hommes  dans  tous  les  sens.,  cette  discus- 
sion ,  dis-je  ,  doit  prendra  des  formas  assez  analogues  à. 
celles  du  calcul.  Balancer  des  avantages  et  des'  incon-^ 
véniens ,  séparer  des  exceptions ,  fixer  des  limites ,  n'est- 
ce  pas  en  effet  une  sorte  de  manière  ie  compter  7;  et 
quand  l'ailirmatif  et  le  négatif  se  monti-ent  au  même 
degré,  peut^on  faire  autrement  que  de  rester  dans  la 
doute  jusqu'à  ce  que  de  nouveaux  faits  l'aient  disr 
slpé?(*). 


(*)  Franklin  sVtai^  £âic ,  popr  celle  sçrte  de  calcul  qti^U^  appelai^ 
Af^ibre  morale,  une  méthode  qui  cç  vient,  au  fond  ,  à  ce  qa^oa.t^. 
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«lit  dan»  U  nau de  la  page  169  ce  ^"il  ttawmmaaàt  an  eâifavr 
Priesclrjr,  dans  les  tcnnc»  •aîvaos. 

«  Je  iM  piii«9  dana  raSûieimpoctaiitesBr  bqocDe  voQ 
mon  un» ,  me  permettre,  faute  de  données  •nfisanies,  d'infli 
Tocte  d^tenniDaâon;  maûsî  eeb  voos  est  agicable  ,  je  wàs  a^cen- 
dcai  comtnettt  iM»  fMiTÎqiJitea è  pRodiwoaa-iiitee,  ^ravcnir, 
ane  dcciaioo.  Dans  le  cas  de  ces  fajpofhèses  canbai i aimn lei ,  d'oàk 
proTÎent  soitont  la  difimiic  ?  De  ce  qu'alors  même  que  noos  lea 
méditons  le  plus ,  tontes  les  misons  qu'ion  ponnait  aligner  ponr  oa 
confie  elJcSy  ne  se  pnésentenrpas  d'abocd  à  notie  captîi.  Unfe  de  ces 
raîaons  nona  fnpiMsa  danè  on  tcnipa,  iMentét  nons  la  peidéns  de- 
^ocy  et  c'estalors  une  antieqni lut sueeide:  de  là  Umm et* incer- 
titndeSy  ces  alcrmatircs,  ce»  ificsnintiona  amqoeUes  nous  somme», 
an  proie  ;  delà  celte  perplexité  qui  nous  tooimente.  .Voici  quelle  est 
ma  méthode  pour  parer  à  cet  incottrcnient  :  je  divise  cq  deux  co- 
loMMi  par  no  tmit,  mie  fèftiUe  de  pipier;  féetu  cn'tlte  de  Tune 
de  ces  colonnes  la  mot  gfomr,  et  en  tétr  de  loutre  .le  mot  cmrfre. 
Aprèsdeoz  on  trois  joirs  de  réflcsonsy  finacris  an-dessonade  cha- 
cune de  ces  létes,  de  petites  notes  sur  les  digeienies  raisons  qni  ae 
pcéscmicnt  de  temps  à  autte  è  mon  imagination ,  pour  et  contre  hi 
mesure  que  jodois  adopterlLorsquVnfin  î'ai  réuni  sur  cepetitm^o- 
rial  une  masse  suffisante  de  miaona  conttadicttHres,  je  me  iriett  an  de- 
Toir  de  peser  leurs  Talenrs  respectircs.  Si  je  tronre  que  demx  rai- 
sons {une  de  chaque  côté)  soient  d^nn  méine  poids ,  fe  les  âimine 
tooics  les  deoat-;  qu'une  nmm  pour  qgale  deâtsr  nôsona  cotttre,  je 
supprime  le  totU;  qnedeua^  faisons  eantm  égaient  trois  nâtoos. 
pour,  )Tefface  les  cinq,  et  ainsi  de  suite ,-  jusqu^i  ce  que  je  trouve  . 
enfin  de  quel  côté  demeure  la  balance.  Après  deux  nouveaux  jours 
de  Tcfiexiona,  si-qnefa|tte  arrière  pensée  importante  n'est  venue  ap- 
porter de  ebangement  à  ma  halance ,  j^enfats  farbitre  de  ma'  déci- 
sion. Quoi^'on  ne  puisse,  à  la  rigueur  ^  supputer  et  peser  ^es  raî->^ 
sonS'enscmble  avec  autant  d'exactitude  qu'on  établit  des  quantités 
algébriques,  cependant,  quand,  après  avoir  discuté  séparânent  et 
compàrattvttoienç  chacune  dé  ces  raisons ,  j'en  ai  reproduit  sous  mes 
yeux*  toute  la  makse  contradictoire ,  je  pense  qn^  -  me  devient  pina 
iaciie  d'asseoir  un  jugement  et  depicndre  une  détetfminatiDn  :  \e  me* 
crois  en  même  temps  moins  exposé  h  commettre  des  erreur^;  D  cat  de 
fait  que  je  n'ai  retiré  que  de  très  grands  avantages  de  cette  espèce 
d^équaiion ,  dans  ce  qu'on  peut  appeler  une  algchre  morale*  > 

{Correspondance  inéâUe ,  de  FrankJio^  lettre  du  19  sepaT^a^ 
à  Prieitt«]r»  t.  I,  p«  ag,  Paris.;  Jouet  père,  ilSi*i). 
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NOTE  PREMIÈRE. 

Sur  &  n*  37 ,  pag.  43.  ^ 

1^.  La*  formule  de  Stîrling  donne  immédiatement  la 
«omme  des  logarithmes  des  termes  d'une  progression  par 
difTérence.  £a  prenant  la  suite  des  nombres  naturels 
depuis  1  jusqu'au  nombre  quelconque  a; ,  on  a 

1^4-hla4-^S. . -+rl  arc=r 

w  désîgâant  Ie\  rappovt/de  la  circonférence  au  dia-* 
mètre  (^).  Les  loga'itbmes  indiqués  étant  pris  *  dans  le 
système  népérien ,  il  faudra ,  si  l'on  vent'  enxplojer 
les  logarithmes  ordinaires  »  multiplier  par  le  module 
o^3i^94^'»  lèstexmes  oiJhiln'èntre^pas  de  logarithmes. 
En  passant  aix  nombres ,  et  désignant  par  e'  le 
nombre  i>,7i8a8  8,  dont  le  lo^ithme  népérien  est 
l'unité,  il  vient 

f  .i-l      "  ï      . 

^  y—    X  ***       ooox* 

i.si.3,...r=:yaîr.-: e  , 


6 


produit  dàn8*equel  le  dernier  facteur  approche  d'autant 


{*)  ^ojT«  à  3«  volume  de  mon  Traité  du  Calcul  différentiel  et 
du  Calcul  iitégcal  m-4^^  ouïaiiu  da  Traité  élémentaire ^wc  le- 
mém«sa)(t     ' 

On  poarvil  facilement  introduire  dans  les  tables  de  logarithmes  tes 
sommes  de  sax  des  nombres  consécutifs,  ce  qui  serait  fort  utile  pouc 
calculer  leiermes  des  puissances  élevées 'dès  bicioraes,  comme  je 
Tai  indiqudans  le:n«  187^  On  trouve  une  Table  de  ceHe  espèce  à 
\à  fîti  des  liseelhne^  anafytica  de  Moiyre. 
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p)us  de  Tunîté  que  le  nombre  x  est  plus   considé^- 
rable(*). 

â<>.  Cela  po»éy  on.obtient,  pour  lé  produit 
rexpressioO: 

p-r*-  p-^^  .;«...  ete. 

.  ■    ij. '  .*»  sn  ■ 

I 


P  PT^fJ-h"     —7 :— etc. 


^•^r 


■t"     ' j.e 


lavp'^p— 7/*"®^*: 


et  si  on  la  divlie  par.  cellQdu,>,prpdii|t  i«9«3.  •  «fi  oo/ 
trouvera  que 


{*)  On  troQTe  daiu  la  Théorie  analytiqte  des  Prohahilité^, 
djp*  199)  a  one  ez{iiressioii  du  même  produit,  difl^euM  en  apparence-.  ■ 
4e  la  prece'dente  ,  mais  qui  s'en  dé4n>t  en;,Qé^lo.ppanl  P^por, 

inçatiolle  e  ^^^       ooox*  ^  par  la  formule  ^onnne 

ordonnant  le  résultat,  suiwnt  les  puissances  descenduies  de  x ^^ 
on  obtient, 

,1 
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s 

p(p— 0— (p— g  +  0  _ 

1.2. 3. • • ,g 
_;  ^a  —  ( —  -Y— etc. 

3*.  Si  l'on  fait  p =21/ ,  et  qu'on  diTise  ce  dernier  ré- 
sultat par  a'9)  afin  d'obtenir  le  rapport  du  développe-; 
ment  de  (i  + 1)''^  avec  le  terme  moyen  ^  on  trouvera 

-  1 
M  +  - 


f —      a^  +  I 


En  posant  â(/  =  ioOy  on  en  déduira  le  nombre..^ ^^ 
o».o7958ga^  rapporté  sur  la  page  43. 

A  mesure  que  q  augmente ,  l'expression  ci-dfissua 
«'approche  de 


çj    V  âxg    y  ftp' 


quantité  qui  devient  de  plus  en  pluâ  petite. 
4**.  Si  l'on  fait  p  =  r/n  +  rn ,  qf  =  n» ,  pour  obtenir 

le»  plus  grand  tenue   du  développement  de • 

{in  4-  n)"""^''*  (ag) ,  on  trouvera  d'abord  que  le  coeffi- 
cient égale 
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nu  i4-  TA  «f>  «. 

3 


ï -.X 


larVm^A      m      n/ 
(tti  -^  yi)  idrX.Jtt*f  19      m      nj 

■  I    II     I      I  <  —  Ml       aiattJi^»*— — >^p*—    ^C      A 


puis  multipliant  la  dernière  ù&  ces  valeurs  par, ...» 

rr  . — f-"-T —  j  — ctc», 


pour  le  rapport  du  développement  de  (m  +  n)""**"^* 
ayeç  A^  pl«]».tr4iiild  l^tvn^s» 

II  est  visible  que  «e  ivippciTt  ditnlime  a  inesure  que  r 

augmente,  et  ou  il  tend  sans  cesse  vers  \/  *— — *—  ,  maax" 
^^  V   2^rm7t 

tité  qui  peut  devenir  aussi  petite  qa*on  voudra,  en 

prenant  pour  r  up  XMombre  àuf^Bammenl  grand  \  ce  qui 

s'accorde  avec  les  remarques  du  n^  3d. 

S*".  Le  rappcttt  d«  denx  termes  xfBtéctrEKfxoÈ  éa  'âêre- 
loppaottit  de  {m+ny,  afFectésdè  m^**^«  «t  mi^^'n'', 
en  néglîgealit  pour  abiéger,  les  séries  «âtponentieUês 
qu'il  est  bien  focil^-de  i«stitaer,  a  pour  êxptession 
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t  I  *  i 

*    I  "    '  ■—         " ,  ^    ^  '    .    ■■'■ '     '■  ■.     ■■  ■    Il     ■■■!■ 

9         (P— 9)  P.  "* 

9'+'-  .P  —  'f+z    9  —  1' 


_c(        '(p-<70 


3     n 
71 


6®.  Soft  p=:rm  +  r»,  ç  =  rn,  ç'=:rn  — r  ;  l'ex- 
pression précédente  deviendra 

r  n  7»  ' 


(^)    (=*■) 


résultat  reniari|ual)je  pgr  «^  fonx)^,  .et4p^tl4  valeur 
numérique  e^t  susceptible  de  croître  indéfini me^it  en 
même  teipp;)  que  le  aop)]3rp  r^  çp  ^ni  prouve  la  prono- 
sitiondu  z^'^.Si* 

Vmïiçnm^vahïçr§,  il  suffît  4'QbP«?^y«r  qpe 

rm+r  »<»HrO         ,      .   m/^+'N 

'(^)='(-I)=-:-s--5^-— • 

>(^)='t;'+^)=i-i+»-"'' 
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ce  qui  donne 

f-  —  —  -s —  4-  n h  etc.  j 

2m      a/»      6i»«      6/1»  ^        y 


ri 

e 


car  la«3érie  qui  multiplie  r  dans  la  dernière  expression 
étant  convergeiyie  et  toujours  positive ,  il  s'ensuit  que  la 
valeur  de  cette  expressioa  croît  toujours  avec  le  nom- 
bre r,  et  que  par  conséquent  il  en  est  de  même  de 


Ym  +  i^  a 


(^)     (^) 


rit  —  r  rm-f  r 


Si  Ton  posait  ç'ssrm  +r^  ce  qui  donnerait.*.  • . .. 
p  —  q'=irm'~^r,  ce  changement  ne  ferait  que  mettre 
dans  le  rapport  obtenu  ci-dessus  ^  m  à  la  place  de  n , 
cft  réciproquement. 

7**.  Si  dans  l'expression  du  coefficient  du  terme  gé- 
néral du  développement  de  (m-f-  n)'^(p.  3oi),  on  fait 
^=r7n-|-r/i,  ç  =  nt— ^',  d'oùp— ç^rro-f-ç',  et 

qu'on  4a  multiplie  par  >'    i,\m-»-^«  *  ®^^^  deviendra 

rm  "t*  ri»  «f-  - 
(rm  +  171)  *  ^ 

■  r/t  —  ^'•4-  -  ri»  -f-  ^  -{•  - 

V/a7r.(r/i  — 9')  ""(rm  +  flO  ^ 

e  X-^ *. 

Qn  +  n) 


"-^ 
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tfet  nou's  àItoi)s  la  Simplifier  en  sùj^pôsânt  9^  tr^s  petîV^ 
{^r  rapport  kHX  noiùbres  i'ni  et  th.  lié  prebllâr  fâciféùt 
àé  iâët  iidéiblèlit  àoUà  là'fdr&ie 


(pi  -f-  n)™  ^.  --  , 


yuwr.n  *  m 


I  -•  ^^  1  » 


s^nt ,  Un  ôtittênt 


,V     Si'JTtftltl  r 


(-£)    Va) 


Observant  ensuite  que 


puis  développant  les  exp«.aans.  de  e,  et  faisant  leur 
somme ,  on  trouve ,  après  les  réductions , 

-^  +  i. +1^  +  i-^ +  fetc.; 
a*  édition.  ao 
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et  si  Ton  suppose  le  nombre  q'  assez  petit  par  rapport 
aux  Dombres  rm  et  m,  pour  que  son  quarré  seul  paisse 
entrer  en  comparaisoil  arec  leurs  premières  puissimces, 
on  réduira  cette  expression  aux  termes 

am      an»  ' 
Ufà  il  résultera  enSn 


V  ^vTmn  y     V  s^rmn' 


^rmn 


< 


\ 


expression  qui  donnera  une. valeur  approchée  du  rap?- 
port  entre  le  terme  affecté  dem""^V"~9',  et  la  puissance 
(fn  +  n)^"*^*,  si  Ton  néglige  la  série  exponentielle  qui 
compose  le  second  facteur  de  Texpression  proposée^  et 
qu*on  regarde  q'^  comme,  comparable  seulenient  aux 
premières  puissances  des 'nombres  rrti  et  m  (*). 

Si  Ton  compare  cette  expression  à  celle  du  rapport 
entre  le  développement  de  (zn +  «)"**""*  et  son  plus 
^and  terme  (p.  3oa)  ^  on  verra  que 


m-f-n   , 
2rmn  ^ 


est  aiie  expression  approbhée  du  quotient  de  ce  plus 
grand  terme  divisé  par  celui  qui  est  affecté  de. . . . 
m'^*^'»"»-»'  ;  et  si  Ton  y  fait  m  =^  1 8 ,  71  =  17 , . , . 
r/ii  +  m  =  i4boo,  d'où  r=4oo,  q'=  i63;  elle  donne 
44>7  >  valeur  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  de  celle 


.«^.^ 


(*)  Elle  deyietit  celle  qu*on  trouvé  p.  Q78  de  la  Théorie  analy- 
tique des  Probabilités^^  lorsqu'on  y  change  r/n  -f<  r/i  ou  /i ,  rm  en 
jr,  rn  eu  x'ct  ç'  «a  /., 
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qu'a  trouvée  Nîcohs  Bernoulli  dans  l'endroit  cité  sur  la 
page  174,  et  d'où  il  conclut  que  la  somme  des  iG3 
termes  qui  précèdent  le  plus  considérable  du  dévelop- 
pement de  (m  +  7i)*4<»oo  ^^  ^^^  ^gg  ^^j  j^  gu^yg^t,  est 

au  i^este  de  ce  développement,  dans  un  rapport  plus 
grand  que  celui  de  43,58  à  1* 

On  peut  parvenir  à  ce  résultat  au  moyen  des  re- 
marques faites  dans  le  n**  34»  ^^  si  l'on  conçoit  que 
les  groupes  de  termes  formés  à  partir  âe  M ,  de 
L  y  etc* ,  soient  Composés  chacun  d  un  nombre  q'  de 
termes ,  et  qu*on  les  représente  par  g ,  ^ ,  g",  etc» , 
on  aura 

^     S   ë^  .g 

M 
Si  donc  on  fait  -=•=&,  il  viendra 

Là  ■  .  * 


ff'<f .  g'<|  on  <  |,^-<|  ou  <  |,  etb., 
et  par  conséquent 
g'+g'+g*+  etc.<(|  +  f  + 1  +  etc.) <  ^^  , 

t  î 

et  cela ,  en  quelque*  nombre  que  soient  les  groupes  \ 
donc  enfin  le  groupe  g  sera  à  la  somme  de  tous  les  au^ 
très ,  dans  un  rapport  plus  grand  que  ft  —  i  :  1 . 

8°.  On  peut  encore  obtenir  plus  directement  la  va-* 
leur  approchée  du  rapport  entre  le  groupe  de  termes 
désigné  par  g  y  et  la  totalité  du  développement  de 
(m  +  ny,  en  cherchant  la  somme  des  valeurs  que 
prend  l'expression 
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V 


•  ■        .  e  f 

umrmm 


depuis  (fz=LO^  jusqu'au  nombre  assigné  pour  sa  plus 
grande  Taleur,  au  moyen  de  la  série  sommatoire  donnée 
par  Euler  dans  son  Calcul  différentiel j  et  qn*on  trouve 
aussi  aux  endroits  cités  en  note  au  bas  de  la  page  239. 
Cette  formule  gui  est 

Su  =fuàx  4-  -  u-l 3-  -4-  etc* , 

lorscpi'on  y  fait  x  =  e^,u:=2be  ,  donne 

Sbe         =bfe         dçH — be  — -xbaqe 

+  etc.; 

mais  on  peut  .'se  borner  aux  deux  premiers  termes 
quand  ba  est  Ibrt  petit  ^  ainsi  ifiie  cda  a  lien  pour 
Fexemple  proposé  ;  puisque^ 

a=.!:L±iî.ô=»/iïî?=y/£. 
strmn  .         .   V   Qwrmn       V  «• 

En  posant  alors  (f  V^a  =  t  ^  on  obtient  l'expression 

ijor'il  fa«it  prendre  depfils  t  =  o  jusqu'à  la  plus  grande 
ivolenr  de  I ,  et  doubler ,  si  l'on  veut  réunir  le  groupe 
qui  pxécède  le  pins  ^and  terme  ^  à  celui  qui  le  suit  ; 
puis  on  y  ajoutera  ce  terme.  Dans  la  note  III^  je  revien- 
drai sur  l'intégrale  indiquée. 
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On.  peut  tii^er  de  ces  formulés  une  âimonatradott  de 
la  pcopoaitioa  dm  n^  34  ;  niak  eellede  Jacques  BcniouUi 
parait  préférable  I  non-seulement  parce  qu'elle  est^- 
mentaire ,  maïs  encore  parce  qu'on  y  voit  mieux  la 
marche  de  Fapproximatioti  que  dans*  les  calculs  ci-des- 
sus, fondés  sur  des  séries  qui  ne.sont  point  convergentes 
dans  toute  leur  étendue,  et  où  l'on  néglige  beaucoup, 
de  quantités  dont  il  ne  semble  pas  facile  d'apprécier 
exactement  l'influence  sur  le  résultat. 

En  terminant  cette  note,  je  dois  dire  que  la  somma- 
tion de  la  par^e  moyenne  deS'  termes  d^s  puissances 
élevées  du  binôme ,  a^  été  ramenée  à  de»  intégrales  dé- 
finies ,  par  M.  Lapktce»  dans  les  Mémoires  de  V Aca- 
démie, des  Sciences  ann.  178a,  p.  60  >  et  par  M»  Le- 
gendre ,  dans  les  Exercices  de  Calcul  intégral,  M*  par- 
tie >p&  a35. 

Sur  /c  n^  gi ,  page  iSg. 

1**.  Si  Uon.  applique  à  ^expression  de  5^"*"^  (?g)  ^ 
]a  formule  de  Stirling  rapportée  p;  skqs  on  trouvera,  en 
faisant  abstraction  des  séries  exponentielles , 


t/asr. — • 


3 
e™.c»  (m-f*»-f-i) 


e  yairmn.         * 


•      i»"»" 


(m-^n  +x). 


5* 


.  (■+r=«"- 
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On  peut  âimpli&er  Ift  dernière  de  ces  expressions  eQ 
observant  que  si  p  est  un  très  grand  nombre  par  rap^ 
port  aux  nombises  k  et  t,  on  a  sensiblement- 

P 
puisque 

(,+i>^    i.a    p'+       i.a.3        ,J  +  "'=7' 

et  que ,  si  l'on  passe  aux  limites  des  différens  term^vde 
cet  séries,  en  supposant  p  infini,  la  première  devient 

et  la  seconde  se  réduit  à  son  premier  terme  i^k,. 
Par  ce  moyen ,  la. quantité 


(«»  +  »)  'O'^ST+^i/! 


«e  change  en  (m  +  n)  ^e  ;  la  valeur  de  Sz 

devient  donc  *       • 

t 
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«omme  on  le  voit  dans  les  Exercices  de  CaUul  in-^ 
tiégral,  par  M.  Legendre(nP  part. ,  p.  348);  et  U 
observe  avec  raison ,  que  Tapproximation  exige  que 
lies  nombres  tu  et  i»  soient  tons  de  eue  très  grands, 
â®.  On  trouve  de  même  qu^ 

(yt  +  <y)(yi4-ç— i)....i 


^-  ,n.^p-.-,;  ..-^y;, ^ 


gm4^4-fH"i 


(ni  +  il+p+i)  ^ 

et  comme  on  suppose  que  les  nombres  ra  et  n  sont  très 
^ands ,  par  rapport  aux  nombres  p  et  ç^  on  peut  réduirei^ 

(jn+p—q)  — 


m  ^         


(*+'-^ 


à  m  ^e         ^  et  ainsi  des  autres  :  il  vient- 


alors 


3     * 
m-f  rt-f.p+  - 

(/îi  +  n) 


3^a  "J^^f^^F^  tiitffOfTj^^p^ 

▼aknrqar^dtTisée  par  celle  de  ^**^  o|»tenne  grécë^ 
demment ,  doime  pour  quotient 

C'est  à  pen  près.aJBsî  que  M.  Laplace  a  démontre 
dans  le  tome  Yl.des  MémoiHs  ifs^.Sayofu  étrangen 

(p.  6if5)|p  j^grp^ltion éoçpp4eÀ.bu.fi9 4iiQ^£t^. 
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NOTE  n/ 

Sufrle  nj>  4^ ,  page  79. 

î^^  calcul  ^:^^  dipxeqçea^  (Siiies}  a^q\i^i  8«(  liera^sez^ 
oaf  m^allement  I^  théorie  dça  combia<ûaqa9 ,  faâUte.  trèj^ 
spuviSQt  la  ini3e  en  éqqatioa  dçs  probl^ipes  relaU&^aux 
probabilités.  D^à  Moivr^^ei^. cherchant^  la.  loi  qi^ç,  spje 
vent  les  valeurs  successives  des  fonctions  qui  résolvent 
ces  problèmes ,  avait  introduit  la  considération  des  sé- 
ries récurrentes;  mais  ralgorithme  du  c^cul  aux  diffé- 
rences n'étant  pas  encore  complet  et  l'intégration  des 
équations  de  ce  gepr^ni^aKlt.été  effectuée  d*une  ma- 
nière bien  explicite  que  par  Làgrange  en  17^8. i*), 
Moivre  ne  pouvait  pas  remonter  immédiatement  à  Fex- 
pression  finie  des  fonct^oi^^  à  déterminer.  C*est  M.  La- 
place  qui  a  fait  le  premier^  en  1773  >  l'application  ex- 
pUdte  dç  calcul  aux  diCFérences  à  celui  des  pFo]|j^biK- 
tés;  et  Làgrange  qui,  dès  17691  avait  indiqué  oetfe 
application  ,  l'ayant  reprise  en  1775 ,  a  résolu  par  le 
même  moyen  les  plus  importantes  et  les  plus  difficiles 
d^Siqiafssticin^  qm^Moivre  avait  traitéesedau^  la  Doctrw» 
4^  Çhflttçe^  (*^>  Je>  ne  puis  donoer  ici  qu'une  idée  de 
cetti9;n)éfebpâe»  et  je  L^a{>pliquerai  d'abord  à  la  questiop 
du  QP  p^té* 

1^  I)é^ignQns4>ar /m^Ie  nombre  djss  conAbinaisoBs  im-. 
Paires  dpi^  ni.  pièces  sont  susceptibles  >  par  Pm  celuji. 
des  combinaisons  pairQS;>  et  cbercbon^  cç>  que  devien- 
nent ces  fonctions  de  m^  quand  cette  variable  augmente 

(*)  MUcellanea  Taurinensiaf  tom.  I,  pag.  33. 
Ç^*)  Mémoires  des  Savans  étrangers,  tom.  VU,  1773  ,  p.  ii3y 
Mémoire^  J«  VAtadimie  de^Berlin  »  année  1775,  pag.  afo. 


j 


3l4  TRAITÉ   ÉLÉMENTAiKE 

de  Tunité.  Il 'est  Ti&îble  qpe  si  Ton  introduit  la  nouvelle 
pièce  dans  les  cenibinaisons  paires  ^  elle  les  rendra  im- 
paires^ et  qne  de  plus  >  prise  seule ,  elle  en  formera  une- 
de  cette  espèce ,  ce  qui  doimer a  par  conséquent  Pm+ 1 
combinaisons  impw'es,  outre  les  /»  du  cas  précédent, 
(^uant  stnist  combinaisons  impaires ,  Taddition  de  la  nou- 
velle pièce  les  rendra  paires ,  et  le  nombre  des  combi- 
naisons de  cette  espèce ,  qui  était  Pm»  sera  augmenté  de 
/m  ;  mais  lif^^i  et  Pm^x  étant  les  nouvelles  valeurs  des^ 
fonctions  /m  et  P,q,  il  en  résultera  les  équations 

En  vertu  de  la  seconde  ^  la  première  devient 
et .  si  Ton  diminue  m  de  Tunité .  donne 

au  moyen  de  quoi  chassant  P^  +  ^  >  <^^  la  première^ 
équation ,  on  obtient 

équation  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  à  coef- 
ficiens  constans  y  et  à  laquelle  on  satisfait  en  posant* 
l.^[=^Ai^.  Le  coefficient-^  reste  arbitraire,  et  Ton  trouve- 
«= a  ^  d*où  /m=  a"-^;  mais  comme  7»  doit  se  réduire- 
à  1  ,  quand  m  =  i ,  il  faut  que  A'='\\  on  a  donc 
/,^=fl?"'**,  et  par  conséquent  PnZ^In — xz=z2^~^ — i. 
On*conclùt  de  là  les  probabilités 

/«  a"»-»  P«  a"--»— 1 


/«  +  P«'"2'"— i'       /«  +  Pm        a-»— 1   ' 
comme  dans  le  n^  4^»  ^^^^  de*plus  /cette  analyse  faib 


J 


r 
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bien  voir  comment  il  arrive  que  le  nombre  des  combi- 
naisona  impaires  doit  surpasser  de  Funité  celui  des  com- 
binaisons paires,  ce  qui  n'oyait  pas  été  aperçu  par 
Màiran  qui  s'occupa  le  premier  de  ce  problème  (*). 

â^.  La  question  précédente  ne  dépendait  que  d'une 
équation  aux  différences  à  deux  variables  ;  mais  on  est 
conduit  fréquemment  à  des  équations  aux  différences 
partielles  :  la  détermination  de  la  probabilité  d^ amener 
au  moins  un  nombre  donné  de  fois  .  dans,  un  nombre 
donné  d'épreuves ,  un  événement  désigné  ^  en  offre  un- 
exemple.   C'est  le  premier  problème  résolu  par  La- 
grange,  dans  le  Mémoire  cité  ;  et  voici  comment  il  le 
met  en  équation.  A  l'exemple  de  Montmort  ^  il  prend 
pour  inconnue  le  sort  du  j'oueur. ,  c* est-à-dire  son  espé- 
rance mathématique  ;  mais  il  suppose  égale  à  Funité  la 
somme  espérée ,  ce  qui  réduit  le  sort  du  joueur  à  la- 
probabilité  de  gagner.  D'après  cette  défyîition  ,  il  s'ap- 
puie sur  le  principe,  que  le  sort  d!un loueur ^  à  un  coup 
quelconque  ^  se  compose  de  la  réunion  des  divers  résuL». 
tats  que  peut  amener  ce  coup  y  multipliés  par  la  proba^ 
bilité  de  les  obtendr  (66). 

Cela  posé ,  en  représentant  par  y^g^t  le  sort  dur 
joueur  lorsqu'il  ne  lui  reste  plu3  qu'un  nombre  x  d'é- 
preuves à  tenter,  et  qu'il  manque  encore  un  nombre  t 
de  répétitions  de  Févènement  désigné  dont  la  probabi- 
lité est  e  t  on  formera  réquation 

J^*,t  =  ey*_i,r^,+  (i  — e)  j',.,,,, 

^^-.1,^-1  indiquant  le  sort  du  joueur  au  coup  suivant,, 
loMquila  amené  Févènement  demandé ,  et  j^,.^^,  lors- 
qu'il ne  l'a  pas  amené. 


.{*)  Mémoires  de  l'Académie  deiSciencef  j^9jxnée  17^8,  p.  53., 
à^iMffiAtoirc,..  . 
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Pour  rintégration  ds  cette  équAtion  anx  différenee» 
partielles  à  trpÎA  vaiiaM^»  }».  remrerraî  an  Mémoire 
de  Lagrange ,  ou.  au  9  volume  de  mon  ^Traité  du 
Calcul  différentiel  et  4ur  Calcul  mtégral  (inr^*^)  ,  et  ja 
me  bornerai  à  rapporter  la  yateui;  dey^^^  qui  s'en  dé- 
duit y  savoir 

,  «(ï+i).,.rf+fx— t— i)],      ._,i 

Lonquexscp'^  $^=ir,  v^^e'zssf^  il ea  résulte 

pour  la  probabilité  d'amener»,  dans  un  nombre  p  de- 
preuves  ,  au  moins  r  fdis  Tévènement  désigné. 

Par  la  formulé  du  n*  sa.,  en  faisant  p  —  </  =  r  ,  et 
mettant  e'  en  facteur  commun,  on  tlrouverait 

e' [f-'+l  ^-^'f+  ^^^^^-^P  +  etc. }  ; 

« 

puis  substituant  les  puissances  de  \  — ;/*  à  celles  de  e 
qui  sont  entre  les  accolades  »  on  relomberait  sur  la 
formule  précédente,  que  Aloivre  avait  trouvée  paît 
induction  (*). 

Sur  l&  n*  57,  page.  91* 

Yôîci  le  développement  de  là  solution  que  M.  La- 
place  donne  de  la  même  question  dans  sa  Théorie 


{*)  Doctrine  of  Chances ,  ptg.'  i3. 


tmaly tique  des  .Probabilités ,  rpage  igi.  En  oonser- 
vaat  les  dénominatiefis  ique  j'ai  «mployéed  dans  Ib 
n?  xÀté^  il  peut  se  .{wéa^nter  à  nn  li^rage  l*uti  quel- 
conque de» 

7n(m  — i),.  .(ïn^**£  +  i) 


i.a. 


arrangemens  des  m  numéros  e&nombi^e  i  ;  la  liste  de 
n  tirages  sera  donc  formée  d'un  nomfarê  n  de  ces  arran- 
gemens^ pris  sur  un  sombre  total 

{mfm— i) (m  —  î  +  i))* 
— i^—Mi     I  II  ■m I  II  m      ^iii  r  I       I    ni       V 
1.2 l  i 

et  comprendra  en  tout  m  niunéfos.  Soit  maintenant 
Zn^^  le  nombre  de  ces  mêmes  arrangemens ,  dans  les- 
quels il  ne  manque  aucun  é€8  mnnévos  i  ,  53 ,  3/. .  .(7 , 
^m.f^c  le  nombre  des  airangëmens ,  où  il  ne  manque 
aucun  des  numéros  1 ,  ^ ,  3  >  • .  .^  — - 1  ;  ce  dernier  sur- 
passera évidemment  le  premier ,  puisque,  outre  les 
arrangemens  qui  comprennent  les  n®*  i,  a,  S,.,.^^-  1 , 
Combinés  avec  le  nombre  tj ,  il  renfernâe  aussi  ceux  où 
ce  numéro  maïique ,  et  qui  ne  sauraient  faire  partie  de 
2m,f  •  Mais  les  arrangemens  où  le  n°  q  manque  pouvant 
résulter  d'une  loterie  composée  eeulemenît  de  m  —  1 
mmiefos ,  leur  nomfare  est  reptésénté  par  Zm-i  ,g-a  ;  on 
aura  donc  l'équation 

iadilSérence  A  étant^uise  par  rapport  à  m  seulement. 

Au  lieu  d'intégrer  cette  équation ,  on  peut  s'en  servir 
pour  dériver  successivement  de  Zt^^^ ,  les  valeurs  de 
2m,s  >  2»m,3 ,  etc.  '»  cat  elle  donne 
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^m,  A  — ^  *«,  i  —"  *m— I,  i      ^^  *^^m- 1 ,  i  > 


d'où  Ton  conclut  aisément 

Or,  Zm,  k  >  ovi  le  nombre  des  arrangemens  dans  lesquels 
ne  manque  point  le  nombre  i ,  étant  égal  au  nombre 
total  des  arrangemens  que  comporte  la  loterie  pi'opo-; 
sée ,  diminué  du  nombre  total  de  ceux  qui  résulteraient 
d'une  loterie  composée  seulement  des  m— i  numéros 
autres  que  i ,  sera ,  d'apïès  ce  qu'on  a  dit  au  commen- 
cement de  cet  article^ 

{m(m — i)...(m — f+i)  1  ^     j  (m — l)(m — a) .  ..(m—f)  1  " 
i.â.3...t  /      \  i.a.3...i  J 
A.((m  — i)(m— fl)...(m>— /))*  _ 

(1.2.3...Î)" 

changeant  donc  m  en  m— ç  4"  *  ^^i^s  cette  expression, 
pour  la  substituer  dans  celle  de  Zm,q  i  trouvée  plus 
haut,  on  aura 


*"»,? 


(r,2.3...i)* 


en   n'oubliant   pas  que  la   différence  indiquée  ne  se 
rapporte  qu'à  m.   '  ' 

On  peut  poser,  pour  abréger,  m  —  9=5,  ce  qui 
donnera 


A^{^(j->->-i).  .,(s  —  i  +  i)) 


R 


(l«2»3*»*'tJ 
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différencier  par  rapport  à  *,  et  faire  ensuite  j  =  o,  m 
l'on  veut  prendre  qz=zmi  afin  d'avoir  le  nombre 
d  arrangemens  ou  de  listes  d'après  lesquels  tous  les 
numéros  sont  sortis  :  alors  la  probabilité  ^îemandée 
sera  exprimée  par 


*«»? 


I  m(jni  —  i) . . .  (f7i  —  i  + 1)  I* 


Sur  le  n^  So,  pagô  loa. 

Xle  problème  de  la  durée  des  parties  jouées  en  fabaU 
"tant  peut,  dans  son  état  le  plus  général  ,  s'énoncer 
ainsi  :  deux  joueurs  y  ayant  chacun  un  certain  nombre 
de  jetons ,  jouent  ensemble  à  cette  condition  »  que  celui 
qui  perdra  une  partie  donnera  un  jeton  à  Vautre  ;  on 
demande  combien  il  y  a  à  parier  que  le  jeu ,  qui  peut 
durer  à  t infini  ^  sera  fini  en  un  certain  nombre  de 
parties  au  plus ,  en  sorte  que  Vun  des  deux  joueurs 
aura  gagné  tous  les  jetons  de  Vautre  (p.  269  du  Mé* 
moire  de  Lagrange)?  Voici  comment  il  se  met  en  équa- 
tion. Si  l'on  désigne  p^r  x  le  nombre  des  coups  qui 
Testent  à  jouer,  par  t  le  nombre  de  jetons  que  posâède 
alors  l'un  des  joueurs ,  on  aura ,  d'après  le  principe 
rappelé  sur  la  page  Zib^y^^t  étant  le  sort  de  ce  joueur, 
et  e  la  probabilité  de  gagner  la  partie  , 

la  même  équation  que  celle  du  problème  YI  de  La- 
grange (p,  d6i  de  son  Mémoire^  ,  où  il  ne  considère 
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^*im  seul  foaenr  pariant  ^'amener  un  événement  d&* 
signé  >  b  fois  de  plus  que  révènement  contraire ,  ou  c 
fois  detnmas.  Statvaiit  Vènûncé  rapprorté  plus  haut,  i 
reprfaenfe  le  nouant  de  jetons  du  sëcdttd  joueur,  c 
celui  des  jetons  du  premier  ;  et  lé  feû  finît  Ionique 
X  étant  égal  i  zéro ,  t  =  r  -4-  &  >  ce  qui  fait  gagner 
le  premier  joueur,  cm  lorsque  ^s=o,  ee  qui  fait  ga- 
gner le  secoiid. 

.  Si  les  deux  joueurs  àyaieiit  chacun  le  même  nombre 
de  jetons  et  qne.  e  fut  égal  à  | ,  le  problème  devien- 
drait alors  le  tnême  que  celui  dont  f  ai  indiqué  les 
cas  les  plus  simples,  à  Tarticle  cité. 
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HOÎÉ  III, 

iar  &  n*  76,  page  laS; 

En  désignant  par  àx  raccroiàs«ment  du  capital  ^  oH 

é.  8ur-*le-chaiâp  -^tt-  pour  la  iHiestife  dte  l'importance 

de  cet  accroissement;  en  intégrant^  il  vient  &li;-f-con5^, 
iet  si  l'on  détermine  la  constante  pour  que  ce  résultat 
i'évanoubse  lorsque  a;=a^  on  obtiendra 

ft(U~la)  =  /il?. 

a 

Sur  &  n**  88,  page  i5ii 

1^.  Si  Ton  représente  par  Ax  les  partie»  dans  les- 
truelles  on  conçoit  que  l'unité  est  divisée,  la  somme 
que  l'on  cherche  sera  exprimée  pax^ 

L'intégration  par  parties  appliquée  au  facteur  x^'dx , 
donne  d'abord       ' 

en  répétant  cette  opération  un  nombre  »  de  fois  ;  on 
fait  disparaître  le  facteut  i  —  x ,  et  on  obtient  la  for- 
Inule  de  la  page  1 55. 

A*  éditiorié  Ai 
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La  formule  déiigoée  par 

dans  le  texte,  équivaut  à  Fintégrale 

/i*dr(i  — x)*, 

prise  depuis  x  =  a  jusqu'à  a;=3i;  et  la  probabilité 
d'obtenir  ,  6ur  un  nombre  p  d'épreuves  nouvelles ,  p— 9 
éyènemens  ji  et  p-évè»emens.^  (91),  sera 

1.2.5.  ..qr  /x"dje(ï— x)»      ' 

les  intégrales  étant  prises  depuis  x  ==0  jusqu'à  x  =  1, 
a®.  La  considération  des  valeurs  moyennes  (gS)  con- 
duit très  simplement  aux  intégrales;  car  dx  étant  1  ac- 
croissement des  valeurs  de  x,  le  nombre  de  ces  valeurs 

comprises  dans  l'unité,  sera  —  >  et  la  valeur  moyenne 

résultante  de  toutes  celles  que  prend  dans  cet  inter- 
valle,  la  fonction  x"(i— x)*,  dera  égale  à  la  somme 
des  valeurs  successive»  de  cette  fonction^  divisée  par 

-r- ,  c'est-à-dire  à 

/X^(l^— x)»  _y.^^  ç^  _  ^y^ 

dx 

Sur  ce  pied  la  probabilité  d'uji  nouvel  événement  A, 
et  celle  d'un  nouvel  évènemjent  B,  deviennent 

/x«^»  dx  Cl  —  x)«  A"  àx  (1  —  x)*+-* 

yx*dx(i— x)*  /x*dx(i— x)"    ' 


«t  Von  roit  que  leur  «omme  est  égale  à  runiti,  puiaque 
tonteâ  ces  intégfaled  «ont  ptiset  entra  les  mêmea  Uia!- 
les,  ar=o  et  .r  =  iw 

Nous  ferons  observer  ici  en  passant  4  qtTen  g^xtéral 

Ml 

b—a' 

i'intégrale  étant  prise  depuis  jk?=rit  jusqu'à  a:= 5 ,  ex- 
prime la  valeur  moyenne  entre  tontes  celles  que  For-* 
donnée  jr  d'une  cou]:l>e  peut  recevoir  depuis^  Tabseisse  a 
]  usqu  à  l'abscisse  b. 

Sur  le  n^'vgS,  page  i68. 

Suivant  la  notation  précédente,  les  termes  dont  la 
formation  est  seulement  indiquée  à  Fendroit'  cité  ^  air* 
ront  pour  expression  générale 


I •A«o« • «  «ç 
/a:*"dx(i— x)*       * 

si  Ton  fait,  pour  abréger,  i- i?==p,  les  intégra- 
les se  rapportant  à  x  seul ,  et  devant  être  prises'  entre  ; 
les  limites  xr=:oeta;ssi,Il  reste  ensuite  à  faire  la 
somme  des  diverses  valeura  qcae-  donnerait  cette  ex- 
pression >  lorsqu'on  assignera  successiveme;it  à  z,  tant 
positivement  que  négativement ,  iotià  tes^  Àb^res 
entiers  compris  entre  6  etSoooioô. 

Pour  obtenir  cette  somme,  Bf.  Laplace  développé 
d*abord ,  par  ses  formules  approximatives ,  le  coeffi-» 
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çieot  éa  binotne  et  les  întégcales  indiqnées  ,  ce  qui  péot 
ausai  s'effectuer  par  la  formule  de  Stîrtîug  (^vcyez  cU 
dessus ,  p.  3oo  et  Sog)  ;  et  comme  le  résultat  auquel  il 

parvient  renferme  une  exponentielle  de  la  fonne  e  , 
qui  décroît  rapidement  dès  que  les  yaleui^  de  z  deyien-' 
nent  un  peu  considérables ,  au  lieu  de  chercher  la  pro' 
habilité  qui  s'étend  de  z  =  —  5ooooo  jusqu'à  • .  « . . 
«  =  -f**  Bûoooo ,  il  passe  à  la  probabilité  contraire  qui 
se  compose  des  termes  où  z  surpasse  5ooooo^  De  plus, 

la  petitesse  des  valeurs  correspondantes  de  e  ,  lût 
permet  de  prendre  pour  dernière  limite  l'infini  ;  et  à 

cause  que  la  fonction  e  demeure  la  même,  quel 

que  soit  le  signe  de  2 ,  la  somme  cherchée  est  le  double 
de  celle  qui  s'étend  de  s  =  5ooooo  à  2  =  infini. 

Les  accroissemens  de  z,  égaux  à  l'unité,  pouvant  alors 
être  regardés  comme  infiniment  petits,  par  rapport  à  la  di-> 
stance  des  limites  de  cette  variable ,  M.  Laplace  substitue 
àla  sommejcherchée,  l'intégrale  aux  différentielles  qui  est 
la  limite  de  cette  somme  ^  et  qui  uVn  diffère  que  très  peu 
dans  le  cas  actuel^  ainsi  qu'on  peut  le  voir,  en  considérant 
que  plus  un  polygone  inscrit  ou  circonscrit  à  une  courbe 
a  de  côtés  dans  un  espace  donné,  plus  son'aire  approche 
de  la  portion  correspondante  de  cette  courbe^  La  question 
est  donc  ainsi  ramenée  à  obtenir ,  entre  les  limites  in- 


diquées plus  hadt,  l'intégrale /e        àz,  sur  laquelle  je 
reviendrai  plus  loin. 

r 

'    )       Sur  le  n**  99 ,  page  17a. 

.  X*.  Suivant  la  notation  du  calcul  intégral ,  la  proba- 
bilité indiquée  dans  cet  article  a  pour  expression  la  va- 
Uu  de  l'intégrale  fx'^dxXl — a;)*>  prise  entre  les  limi- 
tes xzi^a  ^  xr=zb  y  divisée  par  sa  valeur  prise  entre  le» 
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limites  07  =  0  et  x=:i;  cette  dernière  ayant  déjà  été 
trouvée  ci^éssus  (p.  3og),  je  vais  chercher  k  première, 
pour  laquelle 

Q'SZ' -— —  C,     O  =5   ■  ■        '■  *f*  C  , 

et  fairo  ên_  conséquence 

•  .  .  . 

a:=— -t —  +  »f  d'où  i  — xs=s 


ce  qui  donnera 

/a:*da?(i  —  x)"  —fà^  +  «)  T^ — »)  , 

si ,  pour  abréger ,  on  pose  m  +  a  =  f  ;  et  les  limites  de 
z  seront*— cet +c. 

On  peut  d'abord  penser  à  développer  cette  trans- 
formée» suivant  leç  puissances  de  js ,  en  l'écrivant  ainsi  : 


jn"-» 


|jn+ï» 


S/^('+S)"(-5)"= 


mais  en  la  convertissant  en  exponentielle |^  on  parvient 
à  un  résultat  pli^  simple.  Pour  cela,  on  observe  que 


(i+^"=e""(*"^3"^ 


et  développant  le  Ipgaridime  indiqué,  on  troxnr* 
de  même 


(-?)■= 


I   I 
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Cela  poié,  si  Ton  néglige  Iç  tenue  affecté  de  z'  et  ïe» 
8uivan3 ,  ce  <lont  nous  verrons  bieotôt  k  posûbilité  ^ 
quand  t?^  et  »  sont  de  grands  nombres^  l^inté^alo  chef 
cbée  sera  réduite  à 


y^-   *    \^'^nJàz:=:.Je 


r*4« 


e    ^'^d^r 
*  faisant  alors 

tlk  se  change  en 

/am»   /•_,, 

et  les  limite»  de  %  étant —cet+c,  celles  de  f  seront 

V  flmi»  ^    V  ami» 

mais ,  |i  cansit  que  la  fonction  e  demeure  la  même  ^ 
quel  que  soit  le  signe  de  t ,  il  suffira  de  pf^nd^e  l'in- 
tégrale précédente ^'  depuis  ^  =  ô ,  jusqu'à. 

»  '^^  V  âm»  *  ^^  de  ^doubler  la  valeur  obtenue  ainsi. 
Par  ce  moyen  on  aura 

et  divisant  ce  résqltat  par  , 

valeur  approchée  de  l'intégrale  /c'^dr^i  —  x)*,  prise 


•> 
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entré  les  limites  x=30  et  x  =  i  (p.  3ro  )  ,  on  aura 
pour  la  j>robabilité  cherchée 

Çest  donc  de  la  Yaleur  àefe  d^ ,  entre  les  limites 
indiquées  ci-dessus^  que  dépend  en  dernier  résultatrap* 
proximation  demandée  ;  or  cette  intégrale  prise  depuis 

trao  jusqu'à  t  inBni,  est  seul ement^t/îrC*), et  elle 
en  approche  beaucoup  y  dès  que  t  devient  un  peu  conai'-' 

dérable,  parce  que  la  fonction  e^  décroit  alors  avçc 
une  rapidité  de  plus  en  plus  grande.  Il  saï%  de  là  que 
la  valeur  de  la  probabilité  cherchée ,  tend  continuel- 
lement vers  Tunité ,  et  qu'elle  en  approche  d'autant 
plus,  que  la  limite 

"r3" 


v^ 


t 


est  plus  considérable.  Mais  pour  qu'il  en  toit  ainsi , 
il  faut  que  c  d^rpasse  beaucoup  —rs»  car    t/— — 

étant  l/r»  t/ — ,  la  quantité—,  dana  son  mi- 
nimum  qui  répond  à  m  =3:  n ,  se  réduit  à  0. 
D'un    autre  côté ,  pour  qu'il  soit  permis  de  né- 

gliger  le  terme  ^— ;  dans  la  série  e:xponentieUe  du 

(rz\"* 
1 H — j    (p.  Sa5) ,  il  faut  qu'ea 

y]  faisant  z^sbc,  ce  terme  d^neure  fort  petàt.  Or,  en 


i^MHlMa 


n  Voyez  à  la  Ga  du  Traité  élémentaire  dû  CalaU  digéfmuiêl 
et  du  Calcul  intégral  ^  3*  édition. 
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mettant  à  part  le  factenr  a^--  qui  ne  peat  pat  toaw. 

bcr  ao-dessoi»  de  |,  il  reste  le  factenr  tt?  qnî,  de« 
Tenant  n?  à  la  limite  de  l'intégrale ,  et  se  changeant 

en  r       ' ,  lojBcp'on  fait  .c  =  -y--  ,  prendra  on  âcp(w 

sant  négatif,  8i|>i.  Joignant  cette  condition  avea 
la  précédente ,  on  en  conclura  qne  poqr  obtenir  l'ap-* 

prozimation    supposée,    c  doit   être  entre    *-;=   et 

-3—  ;  que  par  conséquent  plus  r  sera  considérable  ^ 

Vr 

toute  cboses  d'ailleurs  égales,  plus  on  pourra  prendre 
c  petit,  et  que  moins  on  réduira  la  valeur  de  c  , 
plus  la  limite  de  t  deviendra  grande»  plus  alors  I4 
probabilité  cherchée  approchera  de  l'unité. 

a®.  L'usage  fréquent  que  l'on  pçut  faire  de  Tinté-» 

grale  fe  à,t,  qui  se  présente  souvent  dans  cette  re^ 
cherche ,  comme  dans  beaucoup  d'autres ,  est  une 
raîâon  pour  entrer  ici  dans  quelques  détails  à  son 
sujet. 

D'abord  la  valeur  de  cette  intégrale  étant  la  mémo 
pour  les  t  négatifs,  que  pour  les  î  positifs.,  on  peut 
aux  limites  t=—  infini  et  ^  =  0,  substituer  t=o  et 
t  =  infini ,  qui  se  succèdent  dans  le  même  ordre ,  par 
rapport  à  l'accroissement  de  la  variable  f , 

£n  substituant  à  e^  son  développeiuent  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  t,  et  en  intégrant ,  on  forme 

une  série  qui  donne  la  valeur«de  f^    At ,  lorsque   la 
limite  de  î  n'est  pas  un  grand  nombre;  mais  dans  Isr 
cas  contraire!  il  faut  chercher  une  série  descendante 
quiiôbtient en  f^iisant  2^ttention  kçx^ 


' 
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/*     ^'=77'''     '^*='-— -57?"     ' 

r  et  en  continuant  cette  intégration  par  parties  sur  le 

/acteur  e'^    ,  après  avoir  multiplié  et  divisé  par  t»  On 
trouve  de  cette  manière  le  développement 

qui  y  s'évanouissant  lorsque  i  est  infini,  donne  depuis 
t^=^T jusqu'à  %  infini , 

_i f  _   1    j 5_     .Ë:£  I        1 

Retranchant  ce  résultat  de  \  yic\  on  aura  la  valeur  de 

feT'    d/  depuis  t=:o,  jusqu'à  i  =  37. 

La  série  ci-dessus  cesse  d'être  convergente ,  mais 
d'autant  plus  tard  que  T  est  plus  grand  ;  et  comme 
ses  termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs ,  elle 
donne  jusque-là  des  limites  très  resserrées  de  la  va* 
leur  que  Ton  cherche. 

3®.  Dans  la  transformation  précéd.  de/x"dj:(i  —  a?)"» 

en  /e""  d^ ,  nous  n'avons  employé  que  les  premiers 
termes  de  la  série  exponentielle,  en  z  (p.  3d6);  il  est 
cependant  possible  d'avoir  égard  aux  autres ,  en  fai-» 
sant, d'abord  égal  à  *—  t*,  l'exposant  de  e  dans  le  produit 

des  développemens  de  T  i  -f — J   et  de  T  i  —  —  J  , 

qui  donne 


ce 


-?a+o+x(s-i)— =-••• 
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oa  bien, 

'^m^^      3m W      +  5;?^?  »-ete._r, 

en  cliangeant  les  tignet ,  réduisant  et  ohseiraia  qne 

On  déduira  d'abord  de  cette  équation  les  limites  det 
an  moyen  de  celles  de  2  ;  puis  on  y  fera 

pour  obtenir  ds  ;  et  les  coeffidens  A,  B ,  C,  etc. ,  se 
détermineront  à  l'ordinaire  en  établissant  Tidentité  des 
deux  membres  :  on  aura  ensuite 


Lorsque  la  variable  t  doit  être  comprise  entre  des 
limites  positive  et  négative  de  même  grandeur,  00  sim^» 
plifie  le  calcul ,  en  séparant  l'intégrale  en  deux  parties  ^ 
l'une  embrassant  les  valeurs  positives  de  t,  et  l'antre  les 
valeurs  négatives;  car  ayant  d'une  part 


.— «• 


fe      àt {A +2Bt+5Cil'+ etc.}  , 
de  l'autre 

— /e"''dt{^— a^t+S^t»— etc.}, 
et  retranchant  le  second  résultat  du  premier ,  on  obtint 


tin^» 


/a:"ic(i-.x)-=^.8/e"-''d/{^+  3Cf  +  etc.}. 


y4lH>J 
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Datis  le  cas  particnlier  que  dous  examinons  ,  les 
limites  de  t  ne  pourraient  être  supposées  de  même  gran-« 
deur»  qu  autant  qu'on  négligerait  les  puissances  de  z 
supérieures  à  la  seconde;  mais  s'il  s'agissait  d'obtenir 
l'intégrale  fio^dxÇi^^xY^  entre  Iqs  limites  a;=5  0 
etx:=zi,  cela  reviendrait  à  supposer  nuls  alternative- 
ment les  facteurs 

1-1 —    et     1  —  —  ,  ou  la  fonction  e""     . 
771  n 

et  par  conséquent  assigner  à  t  pour  limites  l'infini  po- 
sitif et  l'infini  négatif.  Dans  ce  cas  on  a ,  depuis  t  =  o 

jusqu'à  t  infini ,  fe^    dt  =^  ix/^r  (p. .  327)  ;  on  en  con- 
clut aisément^  au  moyen  de  l'intégration  par  parties , 

fe-  «•fdt=— ie-  '•<  +  '/«■"  '"àt=X.  '  V/^  , 

fe-  '•i4dfc=-^  i  e-  t*i3+  Ë/e-  «•+dfc=— .  l/i,etc., 

d'où 

/x«àr(x-.x)»=^V;ï{^+^C+y£  +  etc.}  ; 

et  si  l'w  fait  le  calcul  indiqué  pag.  33o  pour  obtenir 
les  coefficiens  du  développement  de  a  en  t,  on  trouvera 

-,       a  71  —  m 

,^ 7»*— 11771»  +  71*     . 

i8r/7i/»  * 

etc. 


et  a. 
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En  se  bornant  aa  premier  terme ,  on  a  précisément 
la  valeur  approchée  de  yx"dr(i— x)*  dédnîte  de  la 
formule  de  Stirling,  p.  3io. 

Dans  ce  qui  précède  »  fai  suivi  en  grande  partie  la 
marche  tracée  par  M.  Laplace  dans  le  premier  Mé- 
moire quil  a  publié  sur  le  Calcul  des  Probabilités  , 
Savans  Étrangers,  t.  VI ,  p.  626,  et  par  M.  Legendre, 
dans  la  troisième  partie  de  ^e%  Exercices  de  Calcuf 
intégral,  p.  343  (*). 

Sur  &  n*  m  ,  page  19G. 

^|6^  *  Les  figures  i  et  2 ,  indiquées  à  Pendroit  cité,  n'ont 
pas  grand  besoin  d^explication  ;  il  suffira  de  dire  qu'on 
s'est  proposé  y  dans  la  figure  1'*^  de  donner  une  idée  des 
dîfTérences  les  plus  grai^des  que  présentent  les  table^ 
de  mortalité.  Pour  cela ,  on  a  construit  les  courbes  ré- 
sultantes des  tables  dressées  par  Siissmilch ,  pour 
Vienne,  en  Autriche;  par  Muret,  pour  les  campagnes 
de  la  Suisse  ;  et  de  celle  de  Yjinnuaire  du  Bureau  des 
Longitudes  y  dressée  par  M.  Duvillard,  et  qui  doit 
offrir  les  nombres  moyens  pris  sur  toute  la  France. 

Si  ces  courbes  paraissent  se  terminer  à  Tâge  de  lOQ 
ans ,  ce  n*est  pas  que  les  tables  dont  on  s^est  servi  ne 


(*)  Ceux  qui  voudront  suivre  dans  ses  progrès,  la  théorie  àts  ap* 
prozîmatious  pour  les  formules  de  grands  nombres ,  devront  con« 
sulter  d'abord  le  Tractatus  de  summatione  et  interpolation» 
serierum  ,  de  S(irling,  p.  i35;  les  MiscûUanea  analytica  do 
seriebus  et  quadraturiSf  de  Moivre,  pag.  4  da  Supplément  \  et 
passer  au  Calcul  différentiel  d^EuIer,  vfi  part. ,  chap.  VI ,  pnia 
aux  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  pour  les  années  i77St 
pag.  327;  1783,  pag.  I ,  et  1783,  pag.  4^3  y  ei  en6n  à  la  Théori* 
analQrtique  des  Probabilités  >  livre  I«f  ;  %•  partie. 
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Continssent  quelques  centenaires  ;  mais  Uut  nombre'^ 
comparé  à  celui  des  naissances ,  s*estJrouvé  trop  petit' 
pour  donner  une  grandeur  lioéaire  sensible  sur  la 
figure. 

La  ligne  droite ,  qui  va  de  Textrémité  des  naissances 
jusqu'au  dernier  terme  de  la  vie ,  a  été  tirée  pour  mon- 
trer combien  >  dans  les  premiers  et  dans  les  derniers 
âges  f  le  décroissemeut  du  nombre  des  vivans  s*éloigne 
de  Tuniformité.On  voit  ensuite  dans  quelle  partie  chaque 
courbe  devient  à  peu  près  droite  ^  et  par  là  dans  quels 
âges  on  pourrait  prendre  pour  représenter  la  loi  de  mor« 
talité  y  une  progression  par  différence ,  ce  qui  peut  être 
quelquefois  utile  (lis,  127)* 

La  ligne  menée  ,  par  le  milieu  des  naissances  >  parai-* 
lèlement  à  la  base  de  la  figure  ,  rencontre  les  courbes 
au  point  où  il  ne  reste  plus  en  vie  que  la  moitié  des  in- 
dividus f  et  montre  une  bien  grande  différence  pour  la 
force  réelle  de  la  population  (1 15),  entre  les  trois  lieu3t 
pris  pour  exemples. 

Sur  le  n®  118,  page  205^ 

Lorsque  la  loî  de  mortalité  est  exprimée  par  une  for- 
mule  algébrique,  on  en  déduit  toutes  les  conséquences, 
au  moyen  du  calôul  différentiel  et  du  calcul  intégral  ; 
ih^s  on  peut  aussi  opérer  immédiatement  sur  la  courber 
qui  représente  cette  formule  ;  et  c'est  ce  que  je  vais  faire 
d'abord,  parce  que  ce  procédé,  plus  simple  ef  parlant 
aux  yeux,  mène  très  directement  aux  expressions  ana* 
ly  tiques.  ' 

I*.  La  vie  probable  ^  ou  plus  générailement  l'âge  aU" 
(juel  sera  réduit,  dans  un  rapport  donné ,  le  nombre 
des  individus  ayant  actuellement  un  ûge  dontié,  se  dé- 
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rig.  3.  termine  en  élevant  «ur  1  âge  donné  ^P,Jlg.  5 ,  Tordon- 
née  P3f,  et  prenant  une  partie  PR,  égale  au  nombre 
des  individus  qui  doivent  rester  à  Tâge  cherché.  Tirant, 
parallèlement  à  Taxe  jiB ,  la  droite  RN ,  elle  rencon-^ 
trera  la  courbe  au  point  iV^  dont  l'abscisse  jiQ  expri- 
mera Tâge  cherché. 
Dans  le  cas  de  la  vie  probable,  PRz^iPM* 

a**.  Passons  à  la  recherche  de  la  vie  moyenne.  Si  Ton 
Fig.  4^  prend  d'abord  sur  Taxe  des  abscisses  AB»  fig.  4t  ^^ 
commençant  au  point  P  correspondant  à  Tâge  duquel 
on  veutpartir,  des  divisions  égîilea  PP^ ,  P'P",  P"P*,etc., 
qu'on  élève  les  ordonnées  correspondantes  y  et  qu'on 
mène^  parallèlement  à  AB^  les  droites  M'R,  M'R,  etc*, 
les  parties  MR,RR\  R'R%  etc.,  de  l'ordonnée  PM , 
marqueront  le  nombre  des  morts  qui  auront  lieu  dans 
chaque  intervalle  égal  à  PP*',  ainsi  PP'  sera  la  durée 
de  la  vie  du  nombre  des  individus  représenté  par  MR  , 
PP"  celle  du  nombre  représenté  par  RR!  ^  PP'  celle' 
du  nombre  représenté  par  KW,  et  ainsi  de  suite.  La 
durée  de  la  vie  moyenne  sera  donc  exprimée  par 


_ , (x,3), 

c'est-à-dire  par  la  somme  des  rectangles  M^  ^  RM", 
R'M*y  etc.  I  divisée  par  l'ordonnée  PM.  Mais  il  est 
"visible  que  la  somme  de  ces  rectangles,  formant  le. 
polygone  PMQQ'Q'\  ...£ ,  diffère  d'autant  moins 
de  PMM'SiJ!'..*B ^  ou  de  la  courbe  de  mortalité ,  que 
les  intervalles  PJP^  ,  P'P"  ^  etc.",  sont  plus  petits. 
En  supposant  donc  la  loi  de  continuité  dans  les  dé- 
cès ,  et  passant  en  conséquence  à  la  limite  ,  il  faudra 
substituer  la  courbe^  au  polygone ,  ce  qui  donnera 


DES   PROBABILITÉS,  335 

PM 

pour  la  durée  de  la  yïe  moyenne ,  à  partir  de  Tâge  JIP. 
Il  suit  de  là ,  que  si  Ton  construit  sur  Vordonnée 
PMyJig.  5,  un  rectangle  PMTS  équivalent  à  l'aire FIG.  5. 
curviligne  PME ,  la  base  PS^  indiquera  le  nombre 
cherché. 

L'aire  du  segment  de  la  courbe  CMB  étant  repré- 
sentée en  général  par  fyàxy  on  a  pour  la  durée  de  la 
vie  moyenne  l'expression  analytique 

fyàx 


Si  l'on  y  met  pour  y  la  valeur  proposée  par  Lam- 
bert (lia)  y  les  intégrations  à  effectuer  n'auroiïC  au- 
cune difficulté. 

3*.  Ce  qui  précède  fait  bien  voir  comfiient  la  vie 
probable  diffère  de  la  vie  moyenne  ;  celle-ci  n'est  égale 
à  la  première  que  quand  la  ligne  de  mortalité  PMB 
devient  droite,  parce  qu'alors  au  point  O,  où  OIz=:\PM^ 
les  tfiangles  EOI  et  MLl  sont  égaux  ;/ainsi  le  rec- 
tangle MLOP  est  équivalent  au  triangle  PMB,  Je 
rapporterai  ici ,  d'après  M.  Duvillard  (*)  ,ya  démons- 
tration générale  que  Lainbert  a  donné  d&  cette  diffé- 
rence. 

La  ligne  BPz=zx'  étant  prise  pour  l'abscisse  du  point 
Mf  si  l'on  conçoit  Téquation  de  la  courbe  CMB  déve- 
loppée dans  la  forme 


x'asi  é^'^èy^  +  etc. , 


{*)  Rechercïies  sur  les  Emprunts p  p.  di . 
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on  aura 

Cette  intégrale  étant  nulle  lonqaeyssso,  n*a  pas  besoiil 
de  constante,  et  Ton  en  conclut  pour  la  yte  moyenntf 

P5=-â:^  =  ÎÎÎ2!. + J!î5î!l+etc.  > 
y  m+i      j»  +  i 

nuia  QN  étant  iPM=  iy,il  s'ensuit 

^Q=a(iyr  +  i(î^)'+elc. . 

Cela  posé,  pour  qu*on  ait  PQzzzPS,  quel  que  soif 
y,  il  fant  que 

1  m  1    n 

â*où  il  suit, 

li*  =  1  -f-  Tn ,     fl*=  I  -f-  /i i     etc/ 

Maîd  chacune  de  ces  équations  ne  donnant  de  Taleors" 
réelles  que  ?n  =  o,  m;=si,  n=io ,  nz=zi ,  en  em- 
ployant l'une  et  Tautre  de  ces  Taleurs ,  on  ne  trou- 
vera que  a/=  a  4-  ^>  équation  de  la  ligne  droite.' 

4^.  La  manière  dont  la  population  se  compose  suivant 
les  £ges ,  ou  la  loi  de  la  population  y  résulte  aussi  des 
constructions  et  des  formules  indiquées  ci-dessus;  caf 
la  somme  de  tous  les  nombres  de  la  table,  depuis  un 
âge  donné  AP  jusqu'à  Ja  fin,  est  représentée  paf 
Taire  PMB,  exprimée  en  nombres. 

En  eifet)  le  nombre  des  naissances  annuelles  étant 
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exprimé  par  A^,  si  an   les  suppQSje  également  distri- 
buées sur  chaque  instaot  de  Tannée ,  on  aura 


—  z^iN'dx, 
dix 


poar  lielles  qui  répondeat  à  rii>9laat  dx  y  d^s  les  sui- 
vans ,  le  nombre  des  vivans  étant  réduit  à  y,  j",  etc. , 


OB  aura 

^ï^'=ydjc,  y^^^^  =ydjp,  etc.  (i  »8)| 

et  par  conséque^it 

iVdr  4-  ydjc  +  y'àx  +  etc.  =ç  fyi;^. 

Il  suit  de  là,  que  l'ordonnée  qui  divise  en  deux  par- 
ties é^^ies  raire  JiC^ ,  ûuiÂqi:^  lige  ^nràémf^l^:^  %u- 
dessus  4uquel  sont  comprises  les  deux  moitiés  de  la  po- 
pulation, 

Pp  app.U€l«.ai^t  oette  riçmarquç  à  la  Bgure  i ,  on  verra  F»g'  '• 
Vimwftnse  «lyôçili^^  qH<5,.^  pjopul^tion  des  campagnes 
de ifL  $ufe$^  4.^vjr  le^  .(JftW^  ;^iUres, ,  tpar  j^ijppprt  à  cette 

I-  .  .,     ,  . .  ^ 

5®,  Qïi  P^ut  deman^^  encore  guel  est  tâge  moyen 
de  ià  population ,  cTesj^^-âîre  celui  qui  s'obtient  en  di- 
vk»!  i^  iim^mft  4^  ,^S|  lie.  (tpMs.  ,le^,  vidi,yi4u^  p^  1^ 
nombre  de  -ces  individus.  Suivait  cette  définition ,  ay 
étant  la  somme  des  âges  de  y  individus  de  l'âge  x , 
il  viendra,  pqjvàrie^  Si$e^  §ç{  ijcl,  çf\,  etc.  ,  l'ex- 
pression 

û*  édition»  22 
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Multipliant  les  deux  termes  par  ix,  et  passa&t  afux 
intégrales^  le  nombre  cherché  sera  exprimé  par  la 
formule 

faydx 
/yàx  ' 

les  intégrales  ayant  pour  limites  celles  des  Âges  que  Ton 
embrasse. 

On  voit  qa*il  est  égal  à  l'abscisse  du  centre  de  gra- 
vité du  segment  de  courbe  correspondant  à  ces  âges. 

La  différence  entre  Tâge  moyen  et  la  durée  de  la  vie 

moyenne  est  facile  à  saisir  lorsque  la  ligne  de  mortalité 

est  droite  ;  car  alors  le  centre  de  grayjté  est  au  tiers  de 

Fig.  5  ^B,Jig.  5,  à  partir  du  point  A,  et  la  vie  probable 

répond  à  la  moitié. 

Fig.  6.      6*.  Le  rapport  de  l'ordonnée  d'une  courbe  MP,Jlg,  6, 

dy 
à  la  soutangente  PT,,ovl  1«  coefficient  différentiel  ^,  ex- 
primant la  limite  du  rapport  des  changemens  de  l'or- 
donnée à  ceux  de  l'abscisse  ,  indique  la  tendance  plus 
ou  moins  grande  de  cette  courbe ,  dans  chacun  de  ses 
points  y  à  se  rapprocher  de  Taxe  des  abscisses ,  et  peut 
servir  à  mesurer ,  dans  la  courbe  de  mortalité ,  la  ten- 
dance à  mourir  relative  à  chaque  âge  ;  le  rapport  in- 

àx 
verse ,  celui  de  PT  à  PM  ou  -t-  ,  mesurant  l'effet  con-- 

dy 

traire,  pourra  être 'appelé  la  vitalité  dé  chaque  âge; 


Sar  /e  A?  137 ,  page  la^S. 

I 

1^  Si  Pon  conçoit  que  la  rente  s  se  paie  par  por- 
tions égales  à  sdx ,  ^'désignant  lé  temps  écoulé  depuis 
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f origine  da  placement;  qu'on  représente  par  z  la  pro* 
habilité  que  lUndividu  qui  l'a  fait  existera  au  bout  du 
lemps  a:;  enfin  que^  pour  abréger,  on  fasse  i+f  rz^, 
là. somme  ^dr,  rapportée  à  Torigine  de  ce  temps»  et 
multipliée  par  la  probabilité  de  la  payer^.deviendra 

szàx    „  ,  ^.        /*zàx 


—  .àouS=sJ  — 


•t  l'intégrale  devra^étre  prise  depuis-  or  =^q,. jusqu'à 
rage  le  plus  avancé  de  la  table  de  nK>Ftalîté. 

Ce  qui  précède  suppose  qu'on-  ait  l'expression  afgér 
brique  de  la  loi  de  mortalité ,  oa  l'équation  de  la  courbe 
qui  représente  cette  loi  (Md)^  Soit'^  =  f(a;)  cette 
équation ,  y-  étant  le  nombre  de  vivans  à  l'âge  x 
compté  depuis  la  naissance  ;  pour  transporter  l'ori- 
gine des  X  à  Fâge  a ,  il  suffira  d'écrire  a  +  x,  au 
lieu  de  os?  I  ce  qui  donnera-^  =  f  (a  +  x)  ;  or  le  nom- 
bre des  vivans  de  Tâge  a  étant  f-(o) ,  on  aura 

fÇa-l-x)  s      fdxî(a  +  x) 

On  peut  laisser  partir  Ja  variable  x  de  la  naissance  >.^ 
en  écrivant  seulement  ç*"*,  au  lieu  de  7*,  et  la  for- 
mule ci-dessus  devient 

dxf(x) 


s      rdffÇr) 


l!inttfgrale  étant •  ppse  depuis  x:=-a  ^  juequ'à  la  fin  de 
la  table  de  mortalité. 

a**.  Si  la  rente  ne  devait  commencer  à  courir  qu'un 
nombre  n  d'années  après  l'époque  du  placement ,  a 
étant  l'âge  auquel  il  s'est  fait ,  la  valeur  du  capital  se- 
rait encore. 
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mais  rîntégralc  ne  devrait  commencer  qn'à  jc=fl-|-n  i 
parce  qu'il  faut  eb  retrancher  tonte  la  partie  qni  prC- 
cède  le  premier  paiement  de  la  rente. 

L'application  de  ces  expressions,  soit  à  la  formule  de 
I..ambert  »  soit  à  Thypothése  de  Moîvre,  rapportées  dan» 
le  n^  1  ifl ,  est  trop  facile  pour  s'y  arrêter  ;  )e  me  bor- 
nerai donc  â  faire  observer  que  rintroduction  de  la  lot 
de  continuité  ,  dbtribnant  les  décès  et  les  paiomens  sur 
tous  les  instans  de  l'âge  »  convient  micislc  qœ  Ibate  autre 
hjTpotbèse  *  au  cas  ou  le  banquier  s'eogage  a  payer  aux 
héritiers  ^  la  portion  de  rente  échae  depuis  le  décès  do 
rentier;  mais  elle  change  un  peu  le  prodoît d«  l'intérêt 
de  l'aiigetit  y.  paorca  que,  dans  la  pratique,  on  n'obtient 
pas ,  pour  de  petits  intervalles  de  teinps  ^  riotérêt  com- 
posé, mais  l'intérêt  sidiple. 

3^.  Ea  substituant  les  différences  aux  diffécentîelles  y 
on  mettra  tel  intervalle  qu'on  Voudra  entre  les  paie- 
mens  ;  car  alc^-s  on  pourra  calculer'  là  somme  de  la. 
suite  des  valeurs  de  l'exprcs^on 

5f(x) 


à  partir  de  aî=:a ,  en  faîstant  croître  x  de  la  diffé- 
rence h  assignée  pour  l'intervalle  de  deux  paiemens. 
Cette  sonmie  dépend,  comme  on  sait^  de  l'intégrale 


f(û)    q^ 
et  l'on  obtiendrait,  son  déycloppcment,  pat  la  s^rie 


f 
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somœatoâr»  cTEuIer ,  citée  page.  3o8 ,  oo  y  &idapt^. . 

«=fife.  ^-  '  ?"  ?:*'  — "•"•  '*^ 

traite  ce  çujét  dans  la  Thisai^  anal^iquéd^  Ptokfh 

On  pourrait  aussi  ré^oud^ej  par  dëa  constructions  géo« 
métriques, Jes questions  relatiye»aii?trentes,  en  combi- 
nant avec  U  CQujrl^  d^  mortalité  ^  la  logarithmique^  au 
raojen  dç  laqgelljQ  on  représente  la  ma^cBe  de  Tlntérêt 
de  Targ^nt  :  c*est  c^  qu  a  fait  M«  î)4yillard  ,_  dan3  ses. 
Bj^berches,sur  les.  Pmpmnts. 

Sut  le  n^  i5;f,  page  iiya.. 
Èa  formule  de  cet  article  revient  à. 


•  /jrPda?(i-«.a:)^+^da?Ci.— opy 

es  intégsakft  étant  prve»-  de]|Mv&  xs:;? a  )i}squ^à  aï:=r  &• 

Quané  a=&  ^  et  i=i,  <»  peut  ebaager  j&4x(i-^  x)^  \ 
en  /jfe'd:B(i  — ory ,  pounru  qu'on  prenne  celta  d^- 
nière  dëpub  x=ro  jusqu'à  x=^*,  ear  si  lo^  bit* 
i&=s  1-—  2,  il  vient 

/r^drCi  —  a:)''  =? -1^  /z^dz<i  -r  zyf , 

entre  I«s  limites  2t-=:^,  2!=o>  et  par  couséqnmt 
/z^dzÇi  — a)*  ou  fxf^àx^i  —  xy,  lorsqu'on  renverse  les 
lîtnites  ,  c'est  -  à  -  éi*e  ifit  on  '  intègre  depuis  x  n=  o 
jusqti'à  a:  =  ^. 

Dans  ce  éas,  le  dénominateur  de  la  probabilité  in- 
diquée ci-dessus ,  devénaot  la  somme  des  valeurs  de 
Ik.  même   intégrale  /xMo:  (  i  —  or  )♦ ,   prise   d'abord 
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de^DÛ  x^î  josqu'Â  xs=i,  et  ouBÎte  àtpmt  x  =  o 
insqa'à  x  =  4 1  «t  la  méma  diose  qus  l'iatégrale  en- 
tiàre,  dcpuÎB  x^o  jusqn'A  x:=i  :  I&  probabilité 
dont  il  l'ag^  rerirat  done  k 

fisràxji  —  j)* 
/a*dï!(i — *)'' 

l'intégrale  du  mnnératenr  étant  pme  depuis  x-^  ^' 
jiuqn'i  jc^i,  et  celle  du  dénomfnatenr,  depiiiâ:r:so 
ituqn'i  x£=  I .  C'est  précisémeot  l'expression  que  donne 
M.  Laplace,  pag.  33  du  Supplément  qu'il  vient  d'ajouter 
à  sa  Théorie  analytique  des  Probaiilitéi  (en  1817),  et 
quin'avait  pas  «ncoraparulors  de  la  première  impiM» 
sion  de  l'article  auquel  se  rapporte  ce  tpâ  pticàde^ 

Sur  It  n'  16a ,  page  38S. 

1°.  Pour  îiitroâuîre  la.  continsité  dans  les  erreuri> 
il  faut  les  représenter  par  nue  variable  t,  ne  recevant 
qne  dés  accroissemens  ii^inient  petits^  Observant  en- 
auitequele  nomboe  des  erreurs  possibles  étant  ioSni 
dans  cette  supposition ,  la  probabilité  de  chacune  de 
ces  erreurs'  doit  être  infiniment  petite ,  on  pourra  l'tx-r 
primer  par  ^df,^  désignant  nne  fonction  donnée  de  L 
Cela  posé  f  le  polynôme  indiqué  dans  le  n"  161,  sera 
remplacé  par  la  somme  des  valëun  oonsécatives  qne 
prend'  la  fonction  yjfàt ,  lorsqn'oa  donne  à  x  tontes 
les  valeurs-  comprises  depuis  t's=  —  a  jusqu'à  t  sss~b , 
si  teUes  sont  les  limites  assignées  aux.  plus  grandes  er- 
reurs possibles  ,  négativement  et  positivement ,  ce  qm 
revient  à  l'intégrale  fysfAt,  prise  entre  ]ea  mêmes  lî- 

par  rapport  à  la  variable  t ,  la  quantité  x  étant 

m-  constante  et  indéterminée> 

désigne  toujours  Te  nombre  des  observations ,  ÎL 
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faudra  considéier  le  dévekppement  die  la.  fonction 
(fyji^dty,ïOxàonaé  anivant  les  puissances  de  x  et  1» 
terme  affecté  die  o^^  donnera  la  probabilité  que  z  sera 
rerreor  de  la  somme  des  observations^ 

Si  r^n  ne  vent  assigner  à  cette  ereur  que  des  limites 
ret  5^  considérant  ici  \^  valeur  de  z  comme  passant  par 

tous  les  degrés  de  grandeur  compris  entre  ces  limites  , 
H  faudra  multiplier  par  ds  la  probabilité  trouvée  ,  et. 
intégrer  entre  les  limites  z='  r ,  s  =  5. 

C'est  ainsi  que  Lagrange  a  traité  cette  question  dans 
le  Mémoire  eité  page  â85  ;  ses  dénominations  sont  <» 
au  lieu  de  x^  x  au  lieu  de  t,  ce  qui  donne  la  formule 
fyaFAx  Cp*  ss?  du  Mém.  cité) ,  du  dévètoppement  de 
laquelle  il  s'était  précédemment  occupé». 

a*.  En  reprenant  ce  sujets  dans  la  TTiéorie  analy^ 
tique  des  Probabilités ,  M.  Laplace  a  donné  aux  mêmes 
calculs  une  forme  très  élégante.  D-'abord  il  a  substitué 

â  la  quantité  x  du  n*  i6o  Texponentielle  e^*^""'  ,  ce- 
qui  change  une  puissance  quelconque  af^  ea 

e"**'*'^""'  =  cos  ntjr-j-V^-^^  sin  mw , 

« 

et  donne  pour  le  cas  où  lea  erreurs  |. supposées  également 
probables ,  sont  les  nombres  entiers  compris  entre  —  n 
et+n, 

C0S(  — «»•).•. .-f'COs('-^-»^)-|-C080+C05flr;...+COSIl«- 

+ 1/— 1  Csîn( — 7z«-)...4-sih(— pv)4-8iiio+sin«'...-f«inn3r2. 
=i-f'acosv4'Scosair...+acos/i«-  ; 

alors  le  nombre  des  observations  étant  désigné  par  «^  Je 
terme  indépendant  de  cos<9  dans  le  developpenient.de 

(i  +  a  C08  tr  +  a  003,2»-...+  a  coi  nwY, 
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et  difidé  par  a»  -f- 1  ,  ^cprinierai  la  probabilité,  que* 
la  somme  des  obserrafeÎQQS  est  éxaota* 

Ajaot  coDstmir  des  fennules  pour  obtenir  par  ap<- 
proximation  le»  intégrale  des  ibiictioi»    de   grand»- 
Bombres ,  M*  Laplace  trans&inbe  «n  une  iàtégra:le  le 
terme  cherché ,  et^ei  comioent  Si  VoaxîSeetin^t  le 
développement^  da  Ja  puissance  iâdiq^éQ^  le  réâultat^ 
pourrait  être  mis  soas  la  forme- 

^--4--^C0S  w  4-  >ï'  COS  Î2w  -f^ctc.  ; 

en  le  maltipliant  par  ds^  et  IfiAtégfant  »  Qa  aurait 

« 

et  prenant  Tintég^le  entre  le»  Kmites  o  et  *..  (  ce  ^ 
désignait  la  demi-<:kconféfeiice),  tous  les  termes  s'é- 
?aiioinniieiit  à  rexceptbn  da  premier  qui  donnerait' 
Jbf:  on  a  donc,  emreleffUiaitMs  iadiquée»  ,^ 

A^ i /dar  (t  +  a  oôsw. .  •+  û^os  nwY. 

Dans^ le  Mâuoire  qne  j  ai  citii  de  M.  Plaoa^  il  pose 

(-i4-aco»w+...+flOoaa«-Krir(afj4^i)^e"'  , 

et  détermine  ensuite  la  valeur  de  àw,  ce  qui  feît  dé^ 
pendre  de  Tintégrale  /e""'  dt^\s^  recherche  de  A. 

Cest  aussi  à  la  recherche  d!un  ternie  indépendant 
de  w  qu'on    ramène  celle  de  la  probabilité  que  la. 
somme  de»  erreurs  des  observations  sera  égale  à  unr- 
quantké  donnée  m,  probabilité  qui  eht  le  coei&eieBt. 
de  x^  daes  le  développement  de  Te^cpressioâ 
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Pour  cela,  îl  Ftoi observer  qire  ce  développement  con- 
tiendra deux  terme»  affectés  l'aBl  de  a?""* ,  l'autre  de  x"*.,. 
et  dyaiit  le  mêtn«  eoef&cient»  qui  deviendront  indé- 
pendàns  de  x  lorsqu'ils  seront  routtipliés  le  ppemier 
par  x"  et  le  sefcond  par  x"^;  que  par  conséquent  si 
on  multiplie  le  développement  dont  H  s'vgit^  d'abord 
par  a;"*  ensuite  par  oT^ ,  et  qu'on  f^«nne  la  moitié  de 
la  somme  des  produits,  1«  terme  indépendant  de  x  dana 
le  résultat,  sera  le  terme  cherché*  Or,  èctte  opération 
revient  à  multiplier  ce  même  développement  par 

'  '  ■  ■    ^'  «^^  3=    ■■.    ■'    '       Mil   .     I        1^..   M  es;  <jos  TMr\ 

le  ternie  chercBé  sera^  donc  celui  qui  éh  indépendant, 
de  «-  dans  le  développement  de        ' 

cos  m'ô'(i  +  a  coâ  «- +  ^  603  nvY'r- 

et  par  suite  la  valeur  de  Fîntégrale 

fàw  cosmw  (1  +  a  cos  w... .+  a  cos  nw)/, 

prise  entre  les  limites  o  etV* 

'  C'est  dans  l'ouvrage  de  M.  Làptàôe  ^'it  faut  voii^ 
^^ommeot^  cette  analyse  s'étend  au  cas  où  les  erreurs 

»ont  toutes  les  valeurs  possibles  entre  leurs  limites,  avec 
une  probabilité  exprimée  p«:  -  une  fonction  de  ces  va^ 
Jeivs.  il  entre  alors  tioîs  intégrations  successives  dans  les 
formules  ;  mais  ce  qui  précède  suffit  pour  montrer  à  quel 

'  point  ces  recherchées  se  compliquent  5  aussi  tienûent-eHe» 
beaucoup  de  place  dans  la  Théorie  analytique  des  Proba- 
bilités ,  où ,  par  des  artifices  d'analyse  très  remarqua- 
bles ',  l'auteur  est  venu  à  bout ,  dans  les  corrections 
combyiéca,  d*éliminer  la  probabilité  des  erreurs  qui 


\ 
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«Jt  mcomiiie^  en  supposant  seulement  qu'elle  dé- 
croît avec  «ne-  grande  rapidité  à  mesure  qu'il  s'agit 
d'erreurs  plus  forte»,  ce  qui  est  trèâ  rraiseroblable , 
puisque  la  perfection  des  ihstrumens  et  l'habileté  des 
observateurs  ,  rendent  fort  petites  les  différence^  entre 
les  diverses  déterminations  de  la  même  quantité. 

3*.  Enfin  la  recherche  tfun  mitiêu  entre  les  observa- 
tions, et  celte  des  centres,  de  gravité  ont  une  analc^e 
qui  ne  doit  pas  être  passée  sous  silence. 

Il  suit  de  ce-qu'on  a-  v*i  dans  le  n**  54 ,  que  le^  plus 
grand  terme  du  développement  de  l'expression 

est^ui  dans  lequel  l'esposant  n  est  partagé  en  parties 
proportionnelles  aux  probabilités. 

c'est^ânlif e  que  les  exposans  de  chacune  dt  ces  lettres 
sont  respectivement 

oelui.de  x  sera  par  conséquent 

— ne^x5 — iie^X4.  •  .+neoXo,.  .+»e4X4+n^5X5  ; 


•        « 


et  comme  il  exprime  Terreur  la  olus  probable  de  la 
somme  des  observations  ,  l'erreur  de  la  moyenne  sera 

— esXB— e4,X.4.-4-^*.X  0...+  e^X  4+«5X  5  , 

• 
c'est-à-dire  Ja  somme  dès  diverses  erreurs  multipliées 

respectivement  par  leur  probabilité ,  ce  qui  exprime 

aussi,  la.  valeur  moyenne  dés  erreurs.  Mais  si  l'on  re^ 

présente  par  a,  b,  c,  etc.j  lé-nombre  des  cas  qui  amènent 
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chaque  erreur ,  et  que  les  grandeurs  de  celles-ci  soient 
P  >  9>  ^>  ^^c-»  on  aura  pour  Terreur  moyenne 

_2P_  4.  ^  r ^ .   etc. 

a-j-b  +  c.a-j-b  +  c.  .a  +  b  +  c. 

_^ûp -f- A</ -f- cr +.. .  ^ 
*"     a  +  6-f-c. ..       * 

en  sorte  que  si ,  comme  Ta  remarqué  Lagrange , 
on  prend  sur  une  droite ,  à  partir  de  l'une  de  ae^  ex- 
trémités y  des  intervalles  p,  q  ^  r,. . .  à  chacun  des- 
quels on  suspende  les  poids  a,  6  ,  c  ,. .  •  la  valeur 
moyenne  donnera  la  position  du  centre  de  gravité  de  ce$ 
poids. 

Si  l'on  suppose  que  les  observations  soient  suscep- 
tibles de  toutes  les  erreurs  possibles  entre  des  limites  don- 
nées y  et  que  la  loi  des  probabilités  de  ces  erreurs  soit 
connue,  on  portera  sur  une  ligne  droite,  prise  pour  axe  > 
des  abscisses  qui  marqueront  les  erreurs ,  on  élèvera  des 
ordonnées  proportionnelles  à  leur  probabilité ,  et  l'ab- 
scisse du  centre  de  gravité  du  segment  de  cette  courbe 
compris  entre  les  limites  données,  sera  l'erreur  moyenne 
ou  la  correction  du  milieu.  Elle  sera  nulle  si ,  la  courbe 
étant  symétrique  pour  les  abscisses  positives  et  néga- 
tives, le  centre  de  gravité  tombe  sur  l'axe  des  ordonnées. 
Ceci  est  entièrement  semblable  à  ce  qu'on  a  vu  page  337, 
pour  la  détermination  de  l'âge  moyen  dans  une  popu^ 
lation. 
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